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I. INTRODUCCION

La grafica de una funcién real 7:7 >R, definida en un intervalo I (o en
un conjunto mas general de puntos de R), es el siguiente conjunto de puntos
del plano G(f)={(x,y) ER? / y =F(x), x€I}, al cual llamamos curva de ecuacidn

y = f(x). Estudiaremos aqui si es monodtona, si alcanza extremos, si es cdncava

o convexa o si presenta puntos de inflexién. También consideraremos el caso
en que el punto a estudiar es un punto del infinito, dedicandonos entonces a
buscar la asintota si la hubiera.

II. DESARROLLO DEL TEMA

1. DOMINIO E IMAGEN. DISCONTINUIDADES

Definicion:

Una aplicacién f: X —>VY se dice que es una funcidén real de variable
real, si XcRe YcR

Al conjunto X se le llama Dominio de la funcién y se denota como:

V)om(ﬂ ={x€eR: 7 f(x) ER}‘

Dominios de funciones elementales:

e Funciones polinomicas: f(x)=P(x)=a.x"+... tax’+a;x+ag. |Dom(f)=R|

e Funciones racionales: f(x):%, con P(x),Q(x) polinomios.

‘Dom(f) =R-{x:Q(x)= 0}‘

e Funciones irracionales: 7(x)=7g(x). Hay que distinguir dos casos:

1)Si n es impar, |Dom(f) =R

Dom(f) =R-{x: g(x)> 0}‘

2)Si n es par,

e Funciones exponenciales: 7(x)=a"), |Dom(f) = Dom(g)]

e Funciones logaritmicas: 7(x)=log, g(x). ‘Dom(f):R- {x:g(x)>0}‘

f(x) = Sen(g(x
f(x)= Cos(g(x

e Funciones trigonométricas: { ))))}:‘Dom(f):Dom(g)‘
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e Funcion compuesta: f(x)=goh(x). El dominio de f es la interseccion de los

dos dominios (de gy /).
Definicion:

Se llama imagen o recorrido al conjunto de valores que toma la funcidn.

Im7 =ly eR/3x:f(x)=yl

También podemos considerarlo como el dominio de la funciéon inversa
Im(F) = Dom(f 1)

También hemos de estudiar la continuidad y discontinuidad de Ila
funcidn; es decir, los puntos donde la funcidén es continua y los puntos que
presentan discontinuidad dentro del dominio.

Definicion:

= Sea AcR (A=#¢) y sea f:A—>R una funcién, definida al menos en un

entorno de un punto xo€ER. Se dice que f es continua en xo si existe el limite
de fen xo y dicho limite es igual a f(xo); es decir, si: [3 lim F(x)=f(xg)]
X=Xy

= Se dice que f es discontinua en Xo si no es continua en dicho punto.

En tal caso, la discontinuidad se dice evitable si existe y es finito el limite

de f en xo pero no coincide con f(xo), (3 lim F(x)=L=f(x,)); en caso contrario,
X=X,

la discontinuidad se llama esencial.

P
/ Discontinuidad Evitable

Xo

Proposicion:

Sea f:A—R una funcién, definida al menos en un entorno de un punto

Xo€ER.
a) La funcién f es continua en xo si y s6lo si es continua por la izquierda y
por la derecha y ademés los limites coinciden. Ef(xg), f(xa) y

flxo)= 7l )= 7lxs)
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b) Si existen f(xg) y f(xg) y son distintos, entonces a esta discontinuidad de
f en xo se le llama discontinuidad esencial de primera especie y a la
diferencia f(xg)-f(xa) se le llama salto finito (cuando ambos limites son

finitos) o infinito (cuando uno de ellos o ambos son infinitos) de f en
X0.

Discontinuidad de 19 especie de salto infinito

Xo

Discontinuidad de 19 especie de salto finito

c) Si no existe alguno de los limites laterales f(xg) 0 f(xo‘), entonces a esta
discontinuidad de f en xo se le llama discontinuidad esencial de
segunda especie. La discontinuidad es finita cuando la funcidon se
conserva acotada e infinita en caso contrario.

Discontinuidad esencial de 2¢ especie

SANAN

2. PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES. SIGNO DE LA FUNCION.

En R tenemos que distinguir dos tipos de cortes: con el eje OX y con el
eje OY

e Corte con el eje OX: son de la forma (xi,0), siendo x; las soluciones de la
ecuacion cuando f(x)=0. En este caso puede haber ninguna, una o varias

soluciones.
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e Corte con el eje OY: son de la forma (0,y;), siendo y; las soluciones de la

ecuacion cuando x=0, es decir, y=f(0). En este caso puede haber ninguna o
una solucidn.

Signo de la funcion:

Si f(x)>0 = la gréafica estad por encima del eje OX
Si f(x)<0 = la grafica esta por debajo del eje OX

Es conveniente realizar un esquema para las regiones de existencia del
siguiente modo:

+ %

3. SIMETRIAS Y PERIODICIDAD.
Simetrias:
Podemos distinguir dos tipos de simetrias:

e Simetria respecto al eje Y:

Decimos que una funcidn es par si se verifica que f(x)=f(-x).
Por ejemplo y=x2

e Simetria respecto al origen, (0.0):

Decimos que una funcion es impar si se verifica que f(-x)=-f(x).
Por ejemplo y=x>
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Nota: si una funcidon es par o impar, s6lo es necesario estudiarla en R+, es
decir, para valores positivos de x.

Periodicidad:

Una funcién f es periddica de periodo T, si se verifica que:

[f(x +T)=f(x)| vx € Dom(f)

Una funcién periddica es suficiente con estudiarla en un periodo.

4. RAMAS INFINITAS (ASINTOTAS).

Si cuando x-—x, con xoERUf{twxf, finito o infinito, ocurre que el

correspondiente punto (x,f(x)) de la curva es tal que su distancia al origen,

tiende a +w, es decir, lim yx?+F(xf =+, se dice que la curva y =f(x) tiene

X=X

una rama infinita cuando x — x;

Si la curva y=f(x) tiene una rama infinita cuando x — x, y, ademas,
hay una cierta recta del plano tal que la distancia a ella del punto (x,f(x))
tiende a cero cuando x — x,, entonces dicha recta recibe el nombre de
asintota de la curva y=7(x) cuando x — xp; en tal caso, se dice que la rama

infinita es una rama hiperbdlica de la curva, pues se comporta como lo hacen
las ramas infinitas de las hipérbolas.

Hay otros tipos de ramas infinitas. Entre ellas estan las ramas
parabolicas, asi llamadas por su similitud con las ramas infinitas de las
pardabolas. Cabe citar también a las ramas infinitas de las funciones
peridodicas, que oscilan indefinidamente, cuando x —»+w, o las ramas en
espiral, tipicas de curvas expresadas en coordenadas polares.

Definicion:

Sea f:I—>R una funcion definida en un intervalo I y supongamos que la curva

y =f(x) tiene una rama infinita cuando x — x, (donde xoER U {+»}). Se dice

que:

(I) La rama infinita es hiperbolica si hay una recta (llamada asintota) tal que
la distancia del punto (x,f(x)) a ella tiende a cero cuando x — x,. Esto

puede acontecer de uno de los tres modos siguientes:
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1° [Asintota vertical x=xo] si lim F(x)=+w 0 lim f(x)=40 0 lim F(x)=+w,

X—Xg X X5 X=X

con XpER

2° [Asintota horizontal y=k] siendo k= lim F(x), con kER

X —*o0

3° [Asintota oblicua y=mx+n] donde m= lim flx) y n= lim (f(x)- mx),

X—>to X X —+0

con mER* y n# tw

(x.f(x))

\«//

ASINTOTA

(II) La rama infinita es parabdlica en los tres casos siguientes:

1° [Rama parabdlica horizontal] cuando lm f(x)=+0 y m= lim @:0

X—>to X—>to X

2° [Rama parabélica vertical] cuando lim F(x)=40 y m= lim flx) +o0

X >3 Xot0 X

3° [Rama parabélica de pendiente m] cuando lim F(x)=+x, lim @=m

X—>t0 X—>to X

(m=0y m=+w0)y n=lim (F(x)- mx)=+w
X >+t
RAMAS PARABOLICAS

Direccion

5. MONOTONIA: CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO.

Definicion:
Si I es un intervaloy f£:7 - R una funcidon real definida en I, decimos:

o f es creciente en I si y solo si, f(@)<Ff(b) Va,bel:a<b (Sila desigualdad es

<, decimos que es estrictamente creciente)

o f es decreciente en I si y solo si, F(@)>f(b) va,bel:a<b (Sila desigualdad

es >, decimos que es estrictamente decreciente)

Proposicion 1:

Sea I un intervaloy f:7 —»R una funcién continua en I. Se verifica que:
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a) Si f'(x)>0 vxel. Entonces f es estrictamente creciente en I

(>0 = creciente)

b) Si F'(x)<0 vxel. Entonces f es estrictamente decreciente en I

(<0 = decreciente )

Dem:

a) f'(x)>0 vx cl. Sean a,b€l : a<b. Entonces, como f es continua en [a,b]

y derivable en (a,b), por el teorema del valor medio de Lagrange, podemos
f(b)-F(a)

b-a

f(b)>f(a), luego f es estrictamente creciente.

afirmar que 3ce(ab): F'(x)= Como F'(x)>0 y a<b, entonces

b) Andlogo a a)

Busqueda de los intervalos de crecimiento o decrecimiento

1) Localizar los valores de x en los que f’(x)=0 (puntos criticos) o que f’(x)
no esté¢ definida.

2) Estudiar el signo de f’ en cada subintervalo determinado por dos puntos
criticos consecutivos.

3) Deducir los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

6. EXTREMOS RELATIVOS: MAXIMOS Y MINIMOS.

Definicion:

e Decimos que una funcidén f(x) tiene un maximo relative en un punto Xo si
f(xo)>flx) vx:0<|x-x5|<5 (en un entorno de xo)

e Decimos que una funcidn f(x) tiene un minimo relativo en un punto Xo si
f(xo)<f(x) vx:0<|x-xo| <& (en un entorno de xo)

Si las desigualdades son estrictas en todo el intervalo, hablaremos de méaximo
y minimo absolutos.

Teorema. Condicion necesaria de existencia de maximo y minimo

Si una funciéon F:7 - R tal que existe su derivada en 7 admite un extremo

relativo en un punto xo€ 7, entonces £'(xy)=0
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Dem:

f'(Xo)ZLiLT})f(XO +/;7)—f(x0)

Supongamos que ese extremo es un maximo relativo, luego f(x, +A)< F(xg):

Fxo +h)-Flxo)
h

e Si h>0, como f(x, +h)<flx,) = f'()(o):/llim0 <0
fxo +h)-Flxo)

>0.
h

e Si  h<O0, como Flxg +h)< Flxg) = f'()(o)=/I7im0

CONTRADICCION con la existencia de la derivada

Teorema: Condicion suficiente para la existencia de extremo relativo.

a) Sea una funcion f(x) tal que F'(xq)=0 y F"(x,)>0. Entonces la funcion

presenta un minimo relativo para x = x,

b)  Sea una funcién f(x) tal que F'(xq)=0 y F'"(x,)<0. Entonces la funciéon

presenta un maximo relativo para x = x,

Dem:
a) Desarrollemos la funcion f por Taylor hasta la derivada segunda:

F00 = F0x) + T (g« D ()2 4 Ry ().

Habiamos visto que la condicion necesaria para la existencia de extremo

imponia que F'(xy)=0, luego teniendo en cuenta que |R,(x) < #(X—Xo)2

podemos admitir que  signo(f(x)-f(x0))= s1gn0[f( (x - xq) J y en

consecuencia, al ser F'"(x,)>0 también sera positivo f(x)-f(xo), para un
entorno simétrico de xo, es decir, f(x9)<f(x), Vx:0<|x-xy|<5 lo que indica

que en Xo hay un minimo relativo.
b) Andloga

Teorema. Generalizacion de la determinacion de maximos v minimos

Si la primera derivada, en el punto Xo, no nula de la funcién f(x) es de orden
par, (0 sea, f(xy)=F"(xq)=F"(xg)=-..=F"(x9)=0 y F”(xy)#0 con n par).

e Si 7™(x,)>0 la funcidon presenta un minimo relativo en Xo
e Si £”(x,)<0 la funcién presenta un maximo relativo en xo

Dem:
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£ (xo)

r (x-x0)  +R,(x) y

Desarrollando por Taylor en xo, hasta n par. f(x)= z
k=0

dado que las derivadas anteriores son nulas, quedaria lo siguiente:

n
F(x) = Flxg)+ ! ( 0)()( xo)" +R,(x) y basandonos en la igualdad de los signos,

tenemos que signo(f(x)-f(xo))=signo[ £ (x 0)()( Xo)” ], con lo cual:

Si £FM(xq)>0 = f(x)>f(x9) = Hay un minimo relativo en xo

Si FM(xg)<0 = f(x)<f(x0) = Hay un maximo relativo en xo

Busqueda de extremos en una funcion:

Una vez localizados los intervalos de crecimiento y decrecimiento, en los
puntos criticos en que la funcion pase de creciente a decreciente habra un
maximo relativo; y en los que pase de decreciente a creciente habra un
minimo relativo.

7. CURVATURA: CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION.

Definicion:
e Una funcidén y=f(x) es concava en un intervalo I, cuando las tangentes a la

curva en los puntos de dicho intervalo quedan por encima de la curva. Es
decir, cuando £(x)< F(xq)+F'(xo Jx - xo) para todo xo€I.

O anédlogamente, cuando en un entorno de xo, la diferencia entre la ordenada
de la curva y la ordenada de la tangente, sea negativa.

e Una funcién y=f(x) es convexa en un intervalo I, cuando las tangentes a la
curva en los puntos de dicho intervalo quedan por debajo de la curva. Es
decir, cuando £(x)> F(xo)+F'(xo X - Xg).

O analogamente, cuando en un entorno de xo, la diferencia entre la ordenada
de la curva y la ordenada de la tangente, sea positiva
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e Decimos que una funcién f(x) presenta un punto de inflexién en xo, si la

diferencia entre la ordenada de la funcidén y la ordenada de la tangente cambia
de signo a la izquierda y a la derecha del punto xo.

Teorema 1:

a) Sea una funcién f(x) tal que existe F'"(xg) y F"(xo)<0, cuando xo no es

un punto de tangencia, la funcidén es cdncava en Xo

b) Sea una funcién f(x) tal que existe F''(xy) y f'(x)>0, cuando xo no es

un punto de tangencia, la funcién es convexa en Xo.
Dem:
a) Desarrollemos la funcion f por Taylor hasta la derivada segunda:

r'(xo) r"(xq)
1l 2!

f(x)=7Ff(xg)+ (x —xq)+ (x —Xg)* +R,(x) por otra parte la ecuaciéon de

la recta tangente a la curva en xo es: g(x)=F(xq)+7F"(xo )x - xo).

Estudiamos las diferencias de las ordenadas de la curva y la tangente:

f(x)-g(x)= f”(z)!(f’) (X = Xx3)? + Ry(x)

y como ya sabemos, el signo(f(x)-g(x))=signo (#(X—XO)ZJ, y ademas como
f"(x,)<0, entonces f(x)-g(x)<0 = f(x)<g(x). Luego la funcién estd por debajo
de la recta tangente = f(x) es cOncava

b) Andlogo a a)

Teorema 2:

Si la primera derivada, en el punto Xo, no nula de la funcién f(x) es de orden
impar,(O sea, Ff(xy)=F"(xq)=F"(xg)=w.=F"V(xg)=0y F™(x,)=0 con n impar), la
funcién presenta un punto de inflexidn en Xxo.

Dem:

Supongamos que las sucesivas derivadas en xo de la funciéon son nulas hasta
un cierto nEN* (n impar).

Desarrollamos por Taylor hasta la derivada n-ésima para x=xo:

n. £k)
F00 =3 B 0oyt 4 Ry ()
k=0 '
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y teniendo en cuenta la ecuacion de la recta tangente a la curva que pasa por
el punto (x,f(x,)), que seria g(x)=F(xg)+F'(xo)x - x,). La diferencia entre las

m)
ordenadas vendria dada por: f(x)-g(x)= #(x—xo)” +R,(x)

y, una vez mas, considerando los signos, sabemos que:

signo(f(x)-g(x))=signo [%(X—Xo)”} tenemos pues las siguientes
posibilidades

n impar M (xy)>0 FM(xy)<0

X < Xg

(x-x,)" <0

X > X

(x-x,)" >0

Luego, la presencia de distintos signos, nos indica la existencia de un punto
de inflexion.

Busqueda de los intervalos de concavidad v convexidad.

1) Se localizan los x tal que f"’(x)=0 o '’ no esté definida

2) Se consideran los subintervalos determinados por dos puntos
consecutivos.

3) Se determina el signo de /'’ en cada subintervalo.

8. REPRESENTACION GRAFICA.

La grafica de la funcidn f es el lugar geométrico de los puntos de plano cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacidon y=f(x).

Construir una tabla de valores con los puntos caracteristicos ya calculados
mas otros convenientemente elegidos, facilitan la representacion grafica.

Ejemplos:

a) Representar graficamente y =

x%+3
Dominio:

Dom(F) = {x c R F(x)cR}={x cR/x?+320}=R
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Tema 28. Estudio global de funciones. Aplicaciones a la representacion grafica de funciones. Matematica.

Recorrido:
:

Puntos de corte con los ejes:

¢ OY: x=0 = y:%

e OX: y=0 = no existe punto de corte con el eje X
Simetria:
f(x)=f(-x) = la funcién es par, luego es simétrica respecto de eje Y
Asintotas:
A.V. no tiene

A.H lim f(x)=0= y =0 es asintota horizontal
X —*to0

A.O. m= lim LX):O n=lim [f(x)-0-x]= lim f(x)=0, luego no tiene A.O.

X—>to X X >t X—>to0
Monotonia:
Fr)=—2_ _0ex=0
(XZ + 3)z
>0 <0
fcreciente | fdecreciente
I
x=0

z

1)

Luego la funcién presenta un maximo relativo en (0,
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Tema 28. Estudio global de funciones. Aplicaciones a la representacion grafica de funciones. Matematica.
ONUBA.
Curvatura:
. 6!)(2 - 1!
f (X) = =0 x=4%1
(XZ + 3)3
F>0 <0 F>0

fconvexa f concava | fconvexa

x=-1 x=1

Luego en x=-1 y x=1 hay puntos de inflexidn: (— 1, 14) (1,%)

. e

b) Representar graficamente 8xy - x +1=0 = y = XS—;l
Dominio:
R-{0}

Corte con los ejes:

e OY: x#0 Vx€ER luego no corta al eje Y
e OX: y=0 = x=1, obtenemos el punto (1,0)
Asintotas:

A.V. Iimof(x)=oo. Entonces x=0 es asintota vertical
X

AH. lm f(X):%:y =% es Asintota Horizontal

X —>to0

A0, m=tim T 0 o im (F(x) = mx)= im (F(x)=0x)= lim F(x)=

X—>to X X—>t0 X —>to0 X >t

. No tenemos

|~

asintotas oblicuas.
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Tema 28. Estudio global de funciones. Aplicaciones a la representacion grafica de funciones. Matematica.
ONUBA.
Monotonia:
1 1 %
f (X):—z:tO Vx eR
8x

f'(x)>0 vxeR* = fes estrictamente creciente en (- «,0) U (0,+x)

Curvatura:

f"(x)=—417¢0 vx eR*

Si xe(-w,0)=F'"(x)>0= fes convexa en (-x,0)
Si x e(040)= F""(x)<0= fes concava en (0,+x)

A

A
\ 4
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