Fiche de TD #31

SERIES NUMERIQUES

Nature de séries Exercice 6 Justifier la convergence des séries suivantes et calculer leurs sommes.
1 1
. 3 . L. L : . 1. [ 2. In{l-—
Exercice 1 Déterminer la nature des séries de termes généraux suivants : ; 21 3n ; ( n2>
n sin(1/n) " n - 1
1. u, = 2. Uy = —F—= 3. — 4.
" " VnF1 7;)771 Z%(?m—l—l)(?)n—&-él)
3. U, =e V" 4. up = In(n)~ ) g
1 1 Exercice 7 1. Montrer que :
5.un=tan<>— 6. u, = V3— V2
n
1
1 1 1 Vr € R, arctan(x + 1) — arctan(x) = arctan | ———
7 unzln(cos<>) 8. un:ch<>—sh<)\/ﬁ ( ) () <m2+x+1>
N V3n vn
1\" 1\
9. up,=e— 1+ — 10. u,, = [ 1 — 2. En déduire que la série Z arctan | ——— | est convergente et calculer sa
n In(n) = n?2+n+1
1 1+% n n? somme. -
11. u, = <) 12. u, = < )
n n+1 . .
Exercice 8 Soit z € [0,1].
. - _ —1..
Exercice 2 Etudier la nature des séries suivantes : 1. Justifier la convergence de la série Z D
2y =
= = \/F 2. En remarquant que pour tout £ € N*, on a ’égalité :
(_1)n . 2 k T
3. Z In (1 + — 4. Z sin (7T\/TL + 1) z® :/ 1 g,
n>=2 n=0 k 0
Exercice 3 Soient a,b,c € R7. Etudier la convergence de la série de terme général : calculer la somme de la série.
1 1 oo 7T2
P a% _bnAen Exercice 9 On admet que Z . En déduire la valeur des sommes suivantes :
Exercice 4 Soit a € R%. Etudier la nature de la série de terme général : i’f 1 " § (—1)n1
nt+12 ¢ n?
1 1 n=0 n=1
Uy = a1+§+m+ﬁ

. . Exercice 10 (constante d’Euler-Mascheroni) Pour tout n € N*, on pose :
Exercice 5 Soit a,b € R. Etudier la nature de la série de terme général :

1
Uup =In(n) +aln(n + 1) + bln(n + 2) Un = — = In(n + 1) + In(n)
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Fiche de TD #31

1. Montrer que la série g u, est convergente.
n>1

2. En déduire 'existence d’une constante v € R telle que :

"1
; = = )+ +o(1)

Séries abstraites

Exercice 11 Soit (a,)nen une suite de nombres réels positifs telle que la série Z an
n>0
converge. Etudier la nature des séries suivants :

1. Z CL72L 3. Z ApQ2n

n=0 n=0 n>=0 n=0

4.2\/a

n

Exercice 12 Soient Z Uy, €t Z vy, deux séries & termes positifs convergentes.
n=0 n>0

1. Montrer que la série E max(tn, v,) converge.

n>=0
2. Montrer que la série E \/Unv, converge.
n=0

3. On suppose que la suite (u, + vy)neny ne s’annule pas. Montrer que la série
UnUn
E ——— est convergente.

n=0

Exercice 13 (critére de Raabe-Duhamel) 1. Soient (un)nen €t (vn)neny deux
suites & valeurs strictement positives telles que :

U v
INeEN, VneN, n> N = —fL cnfl
Unp, Un,

O(vy).

Montrer que u,, =
n—+0oo

2. Soit (un)nen une suite & valeurs strictement positives telle qu’il existe a € R tel
que :

(a) On suppose que a > 1. A I'aide d’une comparaison avec une série de Riemann,
montrer que la série E uy est convergente.
n=0
(b) On suppose que o < 1. Montrer la série E u, diverge.
n=0

(c) On suppose que a = 1. A I'aide d’exemples, montrer qu’on ne peut rien conclure
en général.

3. Application : déterminer la nature de la série de terme général :

" - 2x4x---x(2n)
"3 x5x---x (2n+1)

Exercice 14 (régle de d’Alembert) Soit Z uy,, une série a termes strictement po-
n=0
sitifs.

. . U .. L.
1. Montrer que si la suite (W) admet une limite ¢ < 1, alors la série Z Uy, est
Un neN n=0
convergente.

u
2. Montrer que si la suite ( "H) admet une limite ¢ > 1, alors la série Z Uy,
Un neN n>0
diverge.

L n!
3. Application : étudier la nature de la série E —.
nn
n=0

Exercice 15 (sommation d’Abel) Soient ng € N et (a)n>ng» (Bn)n>n, deux suites
complexes. On définit deux suites (An)n>n, €t (bn)n>n, de la maniére suivante :

A, = Zak et

Vn > no, b, = Bn+1 - B,

1. Montrer que :

n—1
Z akBk = Aan — Z Akbk

k}:’no k):’I’L(]

Vn = ny,

sin(n)

2. Utiliser la question précédente pour étudier la convergence de la série Z
n>1

n
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Comparaison série-intégrale

+0o0
Exercice 16 1. Pour tout n € N, on pose R,, = 72 Déterminer un équivalent
k=n-+1
de R, quand n tend vers +o0.
n
2. Pour tout a €]-00,1[, déterminer un équivalent de S, (a) = Z T quand n tend
k=1
Vers +00.

n

Exercice 17 Pour tout n € N*, on pose S, = Z

1
=2+ Vk

. Montrer qu’il existe C' € R

tel que :

Exercice 18 En utilisant une comparaison série-intégrale, déterminer un équivalent
de In(n!) quand n tend vers +oo.
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