Question 993

Vincent Devinck

Question. On considere les suites finies (a1, . .., ap) de réels telles que :
Vi € 1, p], 0<a; <t
a) Prouver qu’il existe C' > 0 tel que, pour toute suite vérifiant les conditions ci-dessus, on ait :
» » 2/3
Z ap < C (Z kak>
= k=1

k=1

) L , 2
b) Montrer qu’on ne peut pas diminuer I’exposant 3.

¢) Déterminer la plus petite constante C vérifiant ’inégalité ci-dessus pour toutes les suites finies

(al, ce ,ap).
(Richard Antetomaso)

Une réponse. Pour tout entier naturel p non nul, notons K, le compact :

K;D = [071] x [072] X X [O7p]
et fp, la fonction de p variables définie sur K, par :

3
n(a)
Va = (a1,...,ap) € K, \ {Ore}, fpla) = i(a)’ et fp(Ore) =0
ou I’on a posé :
P P
n(a) = Zak et d(a) = Z kay,
k=1 k=1

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

def f(x,v)
return (x+y) **x3/ (X+2*y) **2

ax = Axes3D(plt.figure())
X = np.arange(0,1,0.02)

Y = np.arange(0,2,0.02)
X, Y = np.meshgrid (X, Y)
zZ = f£(X, Y)
ax.plot_surface (X, Y, Z2)
plt.show ()

Figure 1 : représentation graphique de la surface z = fa(x, y)



Remarquons que la fonction f;, est continue sur K, en tant que quotient de fonctions polynomiales sur
K, \ {Oge} et car on a les inégalités suivantes (en notant || - ||; la norme ¢* sur R? et en minorant le
dénominateur de f,) :

v(al,'--7ap) € KP \ {ORp}v 0< fp(ala- . 'aap) < ||(a1>'--7ap)||1

Donc f, admet un maximum (noté M),) atteint en (au moins) un point du compact K. Pour répondre aux
questions a) et ¢), il suffit de calculer ce maximum M, et de vérifier que I’ensemble { M), | p > 1} possede
une borne supérieure M < -+o0; la constante optimale cherchée 2 la question ¢) sera alors M /3.
Cependant, commencons par remarquer qu’il ait aisé de répondre directement a la premiere question (la
constante obtenue n’étant par contre pas optimale), sans étudier la fonction f,, sur K,,. En effet, par positivité
des sommants, on a I’inégalité :

P 3
Zak = Z aajap < 3! Z a;a;aj
k=1

1<1,5,k<p 1<i<y<k<p

Ensuite :

E a;ajaL = aj

p
a;
1<i<<k<p k=1

1 7

a;

k
= 1

J

puis on majore la somme intérieure en exploitant les conditions sur les coefficients a;. On sait en effet que :
Vk € [Lp], Vi€ [Lk], Vie[1,j], 0<a<i<k

donc, en exploitant a nouveau la positivité des sommants :

P k p 2
E a;Q;ag < E kak jaj < E kak
1<i<i<k<p k=1 J=1 k=1
Ainsi :
3 2

P P
) <6 (D ko
k=1 k=1

et donc, par croissance de la fonction racine cubique sur R :

D ) 2/3

Zak < 61/3 Zk‘ak
k=1 k=1

L’ exposant % est optimal dans les inégalités proposées puisque, en choisissant la valeur maximale autorisée
pour chaque coefficient a; (a savoir k) on a :

Zk:p(erl) ot Zkzzp(p+1)(2p+1)

2 6

p p
=1 k=1

k

et donc, pour tout o < % :
—

- - 2 3% 5.3
k k ~  —pT
DL DL B
k=1 k=1
quantité qui tend vers +-co avec I’entier p puisque 1’exposant 2 — 3« est strictement positif.

Nous nous attachons maintenant a déterminer la plus petite constante vérifiant les inégalités pour tout entier
naturel p non nul et pour tout élément de K. Dans le résultat qui suit, on se concentre sur la fonction f, ol
Ientier p est fixé.



Théoréme. Soit p un entier naturel non nul fixé. En notant M,, le maximum de la fonction f, sur le compact
Ky ona:
9p(p +1)

Mp:fp(l,Q,...,p):W

La plus petite constante C), telle que :

est donc :

Avant de démontrer ce théoréme, remarquons qu’il permet de répondre a la question c).

Corollaire. Pour tout p € N* et pour tout élément (a1, .. ., ap) de K, on a l'inégalité :
p 91/3 p 2/3
S 20 (3 b
k=1 k=1
1/3

et la constante - est optimale.

Démonstration du corollaire. La constante optimale que 1’on cherche est (avec les notations du théoréme
précédent) :
C:=supC,

p=1

Remarquons que la suite (C)),>1 est (strictement) croissante puisque :

9\ 1/3 1 1/3
wer 6= (§) (- grm) »
On a donc : N
¢= pEToo Cr = <8>
et le corollaire est démontré. O

Avant de démontrer le théoréme qui repose sur un raisonnement par récurrence, faisons quelques remarques
(seul le deuxieme point sera utilisé dans la suite).

* Le maximum de la fonction f, est atteint sur la frontiere du compact K,. En effet, si f,, présentait

[¢]
un extremum local a I'intérieur de K, (disons en a € K,,), alors la différentielle D f,, de f, serait
nulle en ce point (la fonction f,, est bien de classe C! sur K, \ {Og»} comme quotient de fonctions
polynomiales). Pour tout entier j € [1, p], on aurait donc :

_ 9fp,  _ 3n(a)’d(a)® - 2jn(a)*d(a) _ n(a)? ,
O - 87041;(0/) - d((l)4 - d((l)3 (3d(a) - 2]71(04))
c’est-a-dire, puisque Z((Z))j # 0 (car @ # Ogp) :
VJ € [[Lp]]a J= ngZ;

ce qui n’est pas possible si p > 2. Quant a la fonction fi, elle atteint son maximum au point 1
(puisque f1 = Idjg 1)



* Nous venons de calculer les dérivées partielles de f,,, ce qui sera utile dans la suite :

vac K\ {0},  2(a)= a2§p:3k 25) 2)
a , —
p RP aa] a 3 it J

En particulier, remarquons que pour toute suite non nulle (as,...,a,) € [0,2] x --- x [0,p], la

0
fonction —— Io est strictement croissante sur [0, 1] (en effet, pour j = 1, la somme qui apparait dans

ax

(2) est strictement positive). Le maximum de f, est donc atteint en un point (ay,...,a,) de K, tel
que a; = 1.

* En notant M), le maximum de la fonction f, sur K, notons enfin que la suite (1/}),>1 est croissante.
Ceci provient des égalités :

V(al, ce ,ap) S Kp, fp(al, R ,ap) = fp+1(a1, e ,ap,O)
qui impliquent I’inclusion :
{folar,...,ap) | (a1,...,ap) € Kp} C {fpr1(ar,...,ap, apt1) | (a1,. .., ap, aps1) € Kpi1}

puis I'inégalité M, < M.

On pourra constater, dans 1’étape 1 de la preuve du théoréeme qu’il nous reste a démontrer, que la suite
(M) p>1 est en fait strictement croissante.

Démonstration du théoréme. Tout d’abord, pour tout entier naturel p non nul, on a bien la deuxieme égalité
annoncée dans le théoréme car :

n(1,2,...,p) p(p+1)> 36
r(1,2,...,p) = ( ): ( ) X — 5 5
d(1,2,...,p) 8 p(p+1)2*(2p+1)
_ 9p(p+1)
2(2p + 1)2
Pour montrer que f,(1,2,...,p) est le maximum de la fonction f, sur K, on utilise un raisonnement par

récurrence sur I’entier p € N*. Tout d’abord, la fonction f; : a1 — ay, qui est croissante sur K7 = [0, 1],
admet bien pour maximum f;(1) = 1. Soit maintenant p € N* et supposons que :

M, :=  max at,...,ap) = fr(1,2,...,
P (a1,...,ap)EKp fp( 1 P) fp( p)

Montrons que :

Mp+1 = max fp+1(a17"'7apaap+1) :fp+1(1727-"7p7p+1)
(a1,.-ap,ap 1) EKpt1

Pour les étapes 1 et 2 qui suivent, (af, ... ,a},, a;, 1) désigne un point de K1 en lequel la fonction f;, 1
atteint son maximum :

Myi1 = fpra(ay, ... ay, a5, 1)

Ces deux premieres étapes consistent & montrer qu’on a nécessairement a’ ., = p + 1.
p+1

* Etape 1 : montrons que ap 11 > 0 en raisonnant par I’absurde. Supposons donc que a 11 = 0. Alors,
par définition de M,

Mpi1 = fpalay, ..., a,,0) = fp(al, ... ap) < My

c’est-a-dire M1 < fp(1,2,...,p) d’apres I’hypothese de récurrence. Ceci est absurde car on a
aussi (par définition de M, 1) :

Mp+1 > fp+1(1,2, o, P+ 1)

et car la suite (f;(1,2,...,))s>1 est strictement croissante. Ceci provient effectivement de (1) et du
fait que fy(1,2,...,¢) = CE pour tout £ € N*. On a donc bien a;a—i—l > 0.

4



* Etape 2 : montrons maintenant que cela implique que a;, 41 =p+ 1. Pourtout x €]0,p+ 1], 0ona:

a /7..., /, 2 V4
Jott (ol gy = 0 O ) <<p+1>x+z<3k2<p+1>>az

!/
Oapi1 d(ay,...,ap,x)3 —

>0

donc le signe de cette dérivée partielle est celui de I’expression affine :

P
(p+Dz+ Y (3k—2(p+1))aj,
k=1
En posant :
1 2
— /

on peut a priori envisager trois cas de figure.
— Premier cas : 7, < 0

La fonction x — fp11(ay, ..., a,, ), notée g, est alors strictement croissante sur [0, p + 1].
Le point (ay,...,ay, a,, ;) étant un point olt f,1 atteint son maximum, la fonction g atteint

J . / S ;L
également son maximum en a,, 4, ce qui implique que a;,,; =p + 1.

— Deuxieme cas : x, > p+ 1
La fonction g est alors strictement décroissante sur [0, p + 1] et donc a; 11 = 0, ce qui n’est pas
possible d’apres 1’étape 1. Ce deuxieme cas n’est donc pas possible.

— Troisieme cas : =, €]0,p + 1|
La fonction g décroit strictement sur [0, x| et croit strictement [x,,, p+ 1]. Cette monotonie stricte
et le fait que aj,,; doive maximiser la fonction g impose que a;,,; € {0,p + 1}. Or la valeur 0
est exclue d’apres I’étape 1 donc a;, 1 =p+L

* Etape 3 : classons finalement dans I’ordre croissant les nombres :
fp+1(ar,az,. .. ap,p+1) oll (a1,...,ap) € Kp 3)

Dans la remarque qui précede la démonstration du théoréme, nous avons observé que si fy1 atteint
son maximum au point (ai, ..., ap,p + 1), alors on a nécessairement a; = 1. Montrons alors que,
pour tout j € [2,p] et tout (aji1,...,ap) € [0,7 + 1] x --- x [0, p], on a I’inégalité suivante :

fp+1(1727"' 7j - 17aj7aj+17"')ap7p+ 1) < fp+1(1727""j - 1ajaaj+17"‘ 7ap7p+ ]-) (4)

Si (4) est établi, on pourra effectivement conclure que le plus grand nombre de la forme (3) est bien
fp+1(1,...,p,p + 1), ce qui achévera la récurrence.

Fixons donc j € [2,p] et (aj41,...,ap) € [0,7 + 1] x --- x [0, p] et considérons la fonction :

p:raj— fpr1(1,2,...,5—1,a5,aj41,...,ap,p+ 1)

La fonction ¢ est dérivable sur [0, j] et, pour tout a; € [0, j],ona:

bS]

9 pt1
¢'(aj) = ZEZ;S Z(?;k —2j)ag (on pose naturellement ay, = ksik € [1,j — 1JU{p+1})

=1

o

avec, d’apres la relation de Chasles et la linéarité de la somme :

p+1 j—1 j—1 p
S Gk —2i)ar =3 k=2 k+> (3k—2j)ax + (3p+3—2j)(p+ 1)
k=1 k=1 k=1 k=j



j—1 j—1 . e
: — 125 —-1) i =1
3 2_9 _ U 205 1) — _
SR -2k 5 72 —1) 5
k=1 k=1
donc :
S i = 1) S
E:@k—2ﬂw;:——jj—~+8p+3—2ﬂ@+ﬂ)+§:@k—2ﬁ@
k=1 k=j
P
La somme Z(?;k: — 2j)ay est positive (puisque tous les sommants sont positifs) et, comme j vaut
k=j
au plus p, on a la minoration :
i(j—1 -1
4mg)+cm+3—2ﬁ@+l)>—maz)%%p+$@+l)20 (5)

Finalement, la dérivée de ¢ est positive, donc ¢ est croissante sur [0, j]. Ainsi :

Va; €10,5],  ¢(aj) < ¢(j)

et I'inégalité (4) est démontrée. On peut donc conclure que le maximum de la fonction fj, 41 sur Kpq

est :
Mp—‘rl - fp+1(1727 s 7p+ 1)7
Ceci acheve la récurrence et la démonstration du théoréme. U
Remarque : pour tout p € N*, (1,2,...,p) est 'unique point du compact [, olt la fonction f, atteint son

maximum. Il suffit en effet de constater que les inégalités (4) sont strictes si a; < j car la fonction ¢ est
strictement croissante sur [0, j] (puisque 1’inégalité (5) est en fait stricte).



