Question 845

Vincent Devinck

Question. Soient X, ..., X,, des variables indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On note
XU < x@ <o g x

les valeurs ordonnées de { X1, ..., X, }. Déterminer I’espérance de

n—1
Z |In X F+D 1 x ()|

Franck Taieb
Solution. Comme (X% )1<k<p est la suite ordonnée de { X7, ..., X,,}, on a (par croissance du loga-
rithme sur R ) :
n—1 n—1
D XEY i XF) =3 (I x*FD — 1 X*) = In X0 — I x O (1)
k=1

On sait que
XW =min(X1,...,X,) et X" =max(Xy,...,X,)

Il est aisé de calculer la fonction de répartition d’une variable aléatoire correspondant au maximum
(ou au minimum) d’une suite finie de variables aléatoires indépendantes suivant une loi donnée. La
proposition suivante fait le lien entre la fonction de répartition et I’espérance d’une variable aléatoire.

Proposition 1. Soit X une variable aléatoire réelle continue d’univers image X () =] — 00, 0]. On
0

suppose que l’intégrale / P(X < t)dt est convergente. Alors X admet une espérance et, dans
o0

ce cas, on a l’égalité

¢
Démonstration. Pour tout t €] — 00, 0], on sait que P(X < t) = / dPx (x) ou Px désigne la loi

de probabilité de X. Par conséquent, pour tout A < 0, on a
0
/ ] dPy (2) :/ (—2)dPx(z 4Py (z)
A
( [ ara >dt

:/ P(A< X <t)dt



En écrivant maintenant P(A < X <t) = P(X <t) — P(X < A) pour tout ¢ €] A, 0], on obtient

/\x]dPX / P(X <#)dt + AP(X < A)

On suppose que I’intégrale / P(X < t)dt est convergente. Montrons alors que
lim AP(X <A)=0 (2)
A——o0

ce qui démontrera la proposition. Par croissance de la probabilité P, on sait que pour tout élément ¢
de I'intervalle [A, A/2], on a I’inégalité

0
et comme par hypothese I'intégrale / P(X < t)dt est convergente, on a

—00

A)2
lim P(X <t)dt =0
A——o00 A

et la limite annoncée en (2). [l

Le proposition suivante contient essentiellement la réponse a la question posée.

Proposition 2. Les variables aléatoires In X(V) et In X (™) admettent une espérance qui valent res-
pectivement

E(nXx0 Zk et E(lnX(")):—l
n

Démonstration. L univers image des variables aléatoires réelles In X (1) et In X (™) est ] — oo, 0]. Soit
A < 0. Alors

0 0
/ PInX™ < t)dt :/ P(max(X1, ..., Xn) <e')dt
A A

:/OP((X1 <N (Xy <)) dt

et comme les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes et suivent la loi uniforme sur I’in-
tervalle [0, 1], il vient

0 0 0 1 — enA
/ PInX™ < t)dt :/ P(X; <é')...P(X, <e)dt :/ et dt =

A A A n

On déduit de la proposition 1 que la variable aléatoire In X (™) admet une espérance qui vaut

0
1
E(InX™) = lim —/ PInX™ < ¢)dt = ——

A——o0 n
D’autre part,

0 0
/P(lnX@)gt)dt:/ P(min(Xy,...,X,) < é')dt
A A

_ /0 (1 - P(min(X,..., X,) > ")) dt
A

[P 0 (> ) a
A



En utilisant & nouveau I’indépendance des variables aléatoires X7, . .., X,, et le fait qu’elles suivent
la loi uniforme sur [0, 1], on obtient

0 0

/ PIn XMW < t)dt = / [1-P(X1 >e€')...P(X, >e")]dt
A A
0

:/ [1-(1—é)"]dt

A

Le changement de variable u = 1 — e’ fournit

0 0 n 1—ed n
1 1-
/ P(lnX(1><t)dt:/ al du:/ Y du
A 1—eA u—1 0 1—u

Avec la formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique, on obtient

0 n—1 .1 _eA
/ PIn XM < t)dt = 2/
A k=00
B Zn: (1 — etk
k=1 k

Comme Alim (1-— eA)k = 1, la variable aléatoire In X () admet une espérance (d’apres la propo-
——00

sition 1) qui vaut

0 n 1
E(nxW) = lim —/ PIn XM < ¢)dt = § j%
——0Q A

O
En utilisant la proposition 2, 1’égalité (1) et la linéarité de 1’espérance, on conclut finalement que

n—1 n—1
1
E( ) Imx®D —nx®|) = EinX™) - Eln XM) ="~
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