Fiche de TD #30

ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Produits scalaires

Exercice 1 Montrer que les applications suivantes sont des produits scalaires sur E.

1. pour n € N, sur E = R, [X], pour z,...,z, € R deux a deux distincts,

U (PQ) — Y Plax)Q(xx)
k=0

2. pour n € N, sur £ = R, [X], pour ag,...,a, € R,
(P,Q) — o(P,Q) =Y PM(ar)Q™ (ax)
k=0

3. pour n € N, sur £ =R, [X],

(P.Q) — (P.Q) = / P(HQ(t) dt

4. sur E = ¢%([0,1],R),

1
(F.9)— (.9 = / (F(Dg(t) + (1) (£)) dt

Inégalités

Exercice 2 On définit, sur 'espace vectoriel E = ¢1([0, 1], R), I'application (-,-) par :

(F.9) — {f.g) = F(D)a(1) + / (g (1) dt

1. Montrer que cette application définit un produit scalaire sur FE.

2. Etablir que :
1 2 1
VfeE, (f(1)+/ f'(®) dt> <2<f(1)2+/ f'(t)? dt)
0 0

Exercice 3 (inégalité de Ptolémée) Soit E un espace euclidien. On considére I’ap-
plication :

f.{ E\{} — B\ {0}

x T
[l

1. Vérifier que :

f) =l

vo,y € E\{0},  ||f(z) - Izl Tyl

2. Soit a,b,c,d € E. Montrer que :
la = el [|b—=dll < lla = bl [le = dl + b —cl la — d]|

Exercice 4 Soit n € N*. Les trois questions sont indépendantes.

141y +12< NI
— PR —_— \n — PRI —_
2 n 22 n?

z, € R. Montrer que :

() (£2) 2

1. Montrer que :

2. Soit Llyeeny

3. Montrer que, si n > 2, alors :

2
9 n—1 k n—1 k
n(n—1) (Zn—k> g2:(n—k)2

k=1 k=1

Exercice 5 Soient a,b € R tels que a < b et f € €'([a,b],R) telle que f(a) = 0.

Montrer que :
b b
/af(u)2 du < (b;“)g/a £ (w)? du
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Fiche de TD #30

Bases orthonormales

Exercice 6 1. Soient n € N et a € R. Montrer que I'application (-,-) définie par :

" pk) () O® (q
3 (a)Q™(a)

VP,Q € R,[X],
— (k1)?

<P’Q>:

est un produit scalaire sur R,,[X].

2. Donner sans calcul une base orthonormale de (R, [X], {-,-,)).

Exercice 7 Soient E un espace euclidien de dimension n € N* et ey, ...,
teurs non nuls de E tels que :

e, des vec-

n

Ve e B, =) (x,er)?

k=1

1. Montrer que :
Ve,ye B, (z,y) = ) (xex)(yex)
k=1
2. En déduire que :
VY € E, T = (x,ex)ek
k=1

3. Etablir que (er)1<ks<n est une base orthonormée de E.

Exercice 8 Orthonormaliser grace a l'algorithme de Gram-Schmidt les familles sui-
vantes :

1. Z =((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)) dans I'espace euclidien R?;
2.9 = (t — 1,t — t,t — [t]) dans €([-1,1

(/g %/f

Exercice 9 Sur I'espace vectoriel E = Ry[X], on considére I’application :

(P,Q) — (P,Q) = P(=1)Q(=1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1)

1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur F.

l,R) pour le produit scalaire

2. Déterminer une base orthonormée de (E, (-,
lisation de Gram-Schmidt.

-)) en utilisant le procédé d’orthonorma-

Exercice 10 Soit n € N. On pose Q,, = (1 — X?)" . On considére

dans E = R, [X] le produit scalaire défini par :

— (14 X)"(1 = X)"
1

PQeE,  (P.Q) = [ PR
0

1. Soient n et k deux entiers tels que 0 < k <

QY- =01 =0

2. Pour tout k € [0,n], on pose P, = Qk) Montrer que (Pg)ogkgn €St une base
orthogonale de F.

n. Montrer que :

Orthogonalité

Exercice 11 Soit E = €([0,1],R) muni du produit scalaire (-, -) défini par :

VigeE  (f.g)= /0 F()g(t) dt

On pose F = {feE!f(O):O}.
1. Soit f € F*. Montrer que f? € F*.
2. Montrer que F+ = {0}.
3. L’espace vectoriel F est-il de dimension finie ?

Exercice 12 Soient E un espace euclidien et f € Z(FE) telle que :
Ve,ye B, (f(x),y) = (z, f(y))

1. Soit % une base orthonormale de E. Montrer que la matrice de f dans la base %
est symétrique.

2. Montrer que Ker(f) = Im(f)=*.

Exercice 13 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace préhilbertien réel
E.

1. Montrer que :
FCcG= Gt cF*

et que, si F' et G sont de dimension finie, alors :
GtrcFt=Fca
=FtnGt.
(FNG)*
(FNG)*

2. Montrer que (F + G)*

3. Montrer que F+ + G+ C et que, si E est de dimension finie, alors :

=Ft+G*+
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Fiche de TD #30

Projection orthogonale

Exercice 14 Soit u un vecteur unitaire d’un espace euclidien E. On note U le vecteur
colonne représentant u dans une base orthonormée de E. Déterminer la matrice de la
projection orthogonale sur Vect(u) dans .

Exercice 15 (caractérisation des projections orthogonales) Soient (E, (-,-)) un
espace euclidien et p une projection sur E. Etablir I’équivalence des trois propriétés sui-
vantes :

1. p est orthogonale;

2. Vz,y € B, (p(),y) = (z,p(y));
3. Vz e E, |p(2)] < [l=].

Exercice 16 On munit R* de son produit scalaire usuel. Donner la matrice dans la
base canonique de R* du projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel F d’équations :
1 +axot+ax3+xy = 0
1 —2rot+x3—24 = 0
Exercice 17 Soit E = Ry[X] muni du produit scalaire (-, -) défini par :
(aX? +bX +c,aX? + X +7) =aa+bB + ¢y

On note F' le sous-espace vectoriel de E des polynémes s’annulant en 1.
1. Déterminer une base de F.
2. Calculer § = inf || X — P||.
PEF

Exercice 18 Calculer le minimum de la fonction :
RZ — R
L (a,b) — / (sin(z) — az? — bx)2 dz
0

@ Divers

Exercice 19 Soient E un espace euclidien et u € Z(E) tel que :
VY € E, (u(x),z) =0

Montrer que :
Ker(u)t = Im(u)

Exercice 20 Soient E un espace euclidien et u € Z(E) tel que :
vee B, u(@)] < [l=|

Montrer que :
E =Ker(u—1dg) ® Im(u — Idg)
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