Fiche de TD #10

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Primitives et calcul intégral

Exercice 1 Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
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Exercice 2 Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
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1.  — cos(x)” sin(z)

2. & — sin(2z)? cos(z)

Exercice 3 Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
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3. r— ————————
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Exercice 4 Calculer :

1. lintégrale I:/ sin(t) et dt;
0

2. une primitive de f : & — sin(x) sh(z).

Exercice 5 (intégration par parties)
suivantes :

(a) x — arctan(x)
(¢) x —> arcsin(x)

2. Calculer les intégrales suivantes :
1
(a) I:/ r?e®dz

0
(c) K= [ tln(t)®dt
1

1
2.0 — ——
v 202 —4x + 3
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4. x— ——————
2 —3x +2

1. Déterminer une primitive des fonctions

(b) 2 — cos(x)?

(d)  — xch(x)

Exercice 6 (changement de variable) Calculer une primitive des fonctions

vantes :
1
l. +—— ——— en posant t = /e% —1;
ver —1 P
x
2. x— ——enposant t =+/1+x;
vVi+x P
3. x—— —— en posant t =e”;
ch(z) P
4. z — sin(In(x)) en posant ¢ = In(z);
5. x+—> TT tan(a) en posant ¢ = tan(x);
1
6. r+—

- en posant t = /1 — 2.

/12 —

Exercice 7 (changement de variable) Calculer les intégrales suivantes :

1
1. I = / t24/1 — t2 dt en posant t = sin(f) ;
-1

2 J—/g d0 en posant z = sin() ;
T )y cos(h) P B ’

1
dt
3. Kz/ —————— enposant x = V2 +t+1—t;
o VErir1 P

2
In(¢ 1
4. L :/% tQHEr)l dt en posant u = T

Equations différentielles du premier ordre

Exercice 8 Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes :

1. zln(x)y’ —y = 222 In(z)? sur |0, 1[;

2. xy’ —y =z sur RY avec y(1) =1;

3.Vl —a2%y —y=1sur]—1,1[;

4. y' + 2%y + 2% = 0 sur R avec y(0) = 0;
5.y + th(z)y = th(z) sur R;

6. (x— 1)y +y=a sur |1, +o0[ avec y(2) = 2;
7. 3vy’ — 4y = x sur RY ;

8. zy' — 2y = x3sin(z) sur RY.
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Exercice 9 Déterminer les solutions sur R des équations différentielles suivantes :
1. 4y’ +y = cos(x) et y(0) =0;

y' —y =sh(z) et y(0) = 1;

Yy — 3y =2e3% —sin(x)e®;

y' +3y=e"7"+6;

y' —y = cos(x) +sin(2z) e et y(0) = 0;

y' + 4y = 2 + sin(x).

A T o

Exercice 10 Déterminer toutes les fonctions y : R — R dérivables telles que :
1
eR o)ty = [yl
0

Exercice 11 1. Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que :

Vr,y eR,  flz+y) = f(2)f(y)

2. En déduire I'ensemble des fonctions f : R} — R dérivables telles que :

Ve,y R, f(ay) = f(x)f(y)

Exercice 12 Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que :

Vr,y € R, flx+y)=e” f(y) +e¥ f(x)

Exercice 13 Résoudre I'équation différentielle y' + y = |z| d’inconnue y € 2 (R, R).

Equations différentielles du second ordre

Exercice 14 Déterminer les solutions y : R — R des équations différentielles sui-
vantes :

1. ¥y’ +vy' — 2y = 10sin(z), y(0) =0 et ¢/ (0) = 1;
y" +4y =1 +sin(2z);

y" — 2y + by = cos(2x) e

y 4y —shiz);

y" + 2y +4y = sin(z), y(0) = 1 et y'(0) = 0;
Y — 4y + 4y =2e% + 4, y(0) =y (0) = 1.

S ok

Exercice 15 1. (a) Montrer que I’équation différentielle 3 +y = 322 a une solu-
tion de la forme z — az? + bz 4 c oit a, b, c € R.

(b) En déduire une expression de l'unique solution sur R du probléme de Cauchy :

{ y// + y = 3372
y(0) =1, y'(0) =2

(a) Montrer que I’équation différentielle 2" — 3y’ + y = xe® admet une solution
de la forme x — (az? + bz)e® o a,b € R.

(b) En déduire les solutions sur R de I’équation différentielle 2y” — 3y’ +y = ze®.

Exercice 16 Résoudre les systémes différentiels suivants d’inconnue y, z € (R, R) :

L] v -y== g Y F2y=2=
| 2 +2z=3y "l Z+z2=06y

Exercice 17 1. On considére ’équation différentielle :

Vo e RY, 22y’ + 32y +y = (z+1)? (E)

(a) Soity € Z2%(R%, R) une solution de (E). On considére la fonction z : t — y(e?).
Montrer que z est solution sur R d’une équation différentielle (&) a expliciter.

(b) Reésoudre sur R I’équation différentielle (&).
(c) En déduire I'ensemble des solutions de (E) sur R .

2. Résoudre sur | — 1, 1] équation différentielle :
(1=a®)y" —ay' +y=0
en effectuant le changement de variable z = sin(t).

Exercice 18 Déterminer toutes les fonctions f € Z(R,R) telles que :

Vz € R, flx)y=2f(—z)+1

Exercice 19 On veut déterminer I'ensemble des fonctions f continues sur R telles que :
Vo € R, f(2z) = / (x—t)f(2t)dt +1 (E)
0

Soit f une solution de (E).
1. Montrer que f est deux fois dérivable sur R.
2. Déterminer une équation différentielle dont f est solution.

3. En déduire I’ensemble des solutions de (E).

MPSI

Année 2022-2023



	Primitives et calcul intégral
	Équations différentielles du premier ordre
	Équations différentielles du second ordre

