Fiche de TD #16

FONCTIONS CONVEXES

Inégalités de convexité

Exercice 1 Montrer que la fonction ¢ : £ — 22 est convexe sur R en utilisant la
définition de la convexité.
Exercice 2 Justifier que :
atb 1
Va,b € R, e 2 <§(e +eb)

Exercice 3 Montrer que :
T
vae [0,2],
HAS 5

1. Montrer que la fonction f : x — In(In(x)) est convexe sur |1, +oo].

2 .
—z <sin(z) < x
T

Exercice 4

2. Soient x1, z3 €]1, +00|. Justifier que :

In (zl J2rz2> > /In(z1) In(xz)

Exercice 5 (inégalité de Holder) Soient p et ¢ des nombres réels strictement posi-
1 1

tifs tels que — + - = 1.
P q

1. Montrer que pour tous z,y €]0,+00[, on a :

P q
<=+ L

p q

an, b1, ..., by €]0, +00].

2. Soient n € N* et aq,...,
n

n
(a) On suppose que Zaf = be = 1. Montrer que :

i=1 i=1

(b) En déduire que :

Exercice 6 (inégalité arithmético-géométrique) Soient n un entier naturel non
n

,An € Ry tels que Z)\izlet T1,...,

=1

nul, Aq,... z, € R} . En utilisant la concavité de

la fonction In, montrer que :
1

Exercice 7 1. Etudier la convexité de la fonction f : z +— In(1 +e®).

2. Montrer que :

Vn € N*, Vzq1,...,2,

ool 1+ (Tln) < flasnr
k=1 k=1

3. En déduire que pour tout n € N*, on a :

(ﬁ (ay + by )Un > (ﬁ ak>1/n+ (ﬁ bk>1/n

k=1

Val,...,an,bl,...,b
Exercice 8 Soient n € N* et 21,...,z, € R%. Montrer que :

n 1+t
ﬁg VI T S

€
xrq Tn

Exercice 9 Soient a,b € R? tel que a < b et f une fonction convexe de classe €' sur
[a, b]. Montrer que :

b—a)f <a+b> /f

1. Etudier la convexité/concavité de la fonction f : z —

TERFIORS

Exercice 10
R.

2. En déduire que pour tout n € N* et tous zq,...,

e+ 1

Xy € [1,+00[, on a :

n

1 n
> >
k:11+xk 1+ /... x,
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Fiche de TD #16

Résultats qualitatifs

Exercice 11 Soient f et g deux fonctions convexes sur R.
1. On suppose que f est croissante sur R. Montrer que la fonction f o g est convexe.

2. La fonction fog est-elle convexe si on enléve I’hypothése de croissance de la fonction

£?

Exercice 12 Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I — R est dite logarithmi-
quement conveze si la fonction Inof est convexe.

1. Montrer que si f est logarithmiquement convexe sur I, alors f est convexe.

2. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 13 Soit f une fonction convexe sur un intervalle borné Ja, b[ ot a < b.
1. Montrer que f est minorée.

2. La fonction f est-elle nécessairement majorée ?

Exercice 14 Soient f une fonction convexe sur un intervalle I et a un point de I qui
n’est pas une extrémité de I.

1. Montrer que f est dérivable a droite et a gauche au point a et que :
fo(a) < fila)

2. Montrer que f est continue en tout point de I qui n’est pas une extrémité de I.

Exercice 15 1. Soit f une fonction convexe majorée sur R. Montrer que f est
constante.

2. Le résultat est-il conservé si f est convexe sur R, ?

Exercice 16 Soit f: I — J une fonction bijective, convexe et strictement monotone
sur I. Que peut-on dire de la fonction f~1?

Exercice 17 Soit f: R — R une fonction convexe croissante non constante. Montrer
que :

lim f(x)=+o0
Tr—+0o0
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