Variables aléatoires discrétes

Etant donnée une expérience aléatoire, on peut naturellement construire des applications qui & chaque issue
de 'expérience associe une grandeurs numériques.

Exemple 1 On lance deux dés et on note X la somme des faces obtenues. L'univers est = [1,6]2. Par
exemple :

X((1,1)=2 et X(2,5)=7
On systématise dans ce chapitre I’étude de telles applications.

Dans tout ce chapitre, (2, P) désigne un espace probabilisé fini.

I — Notion de variable aléatoire

1) Définition et notations

Définition 1 (variable aléatoire, univers image) * On appelle variable aléatoire sur ) toute
application X : Q — FE, ou E est un ensemble non vide.

* On appelle univers image de X l’ensemble X (Q2) (c’est-a-dire I'image de 2 par X dans E).

Remarques :

* Si E =R, on dit que X est une variable aléatoire réelle.

* Comme (2 est fini, 'univers image X (€2) de X est fini.

Exemple 2 Pour le lancer de deux dés (exemple précédent), I'univers image de X est X (Q2) = [2,12].

Quelques notations. Soient X : ) — FE une variable aléatoire, z € E et A C E. On notera :
— {X € A} ou (X € A) I'événement :

XA ={weQ|X(w)e A}
— {X =2} ou (X = z) I'événement :
X ({z}) = {w e 2 X(w) =z}
— si ECR, {X <z} ou (X < z) I'événement :
XY (J-00,2]) = {w € Q| X (w) <z}

— idem pour (X > ), (X > z) et (X <x)
Dans la suite, nous serons par exemple amené a calculer la probabilité P({X € A}), que nous noterons plus
simplement P(X € A).

Exemple 3 Pour le lancers de deux dés, on a par exemple :

(5=4)={(1,3),(2,2),(3,1)} et ($<12)=Q



2) Loi d’une variable aléatoire

Définition 2 (loi de X) Soit X : @ — F une variable aléatoire. On appelle loi de X application :

S 2E) —  0,1]
PX'{ A  +— P(XeA

Remarques :

* On a l'égalité Py = Po XL

* La loi de X est complétement déterminée par distribution de probabilités (P(X = x))x cE (appelée
distribution de probabilités de X). En effet, pour tout A € Z(FE), alors :
Px(A)=P(X € A) =P (U(X—@) =Y P(X =ux)
z€A z€EA
Exemple 4 Pour le lancer des deux dés, on obtient :
x 21314 5|6 |7 |89 /]1011/12
T 1213147516 5[4 13]2 71
PS=2z2)|=|l=l=l=l=l=|l=l=|=|=|=
36 136 1361361361361361361361361 36
222 Exercice 1 1. Une urne contient trois boules portant le numéro 1, cinq boules portant le

numéro 3 et 2 boules portant le numéro 5. On tire une boule au hasard et on appelle N le numéro
qui figure dessus.

2. Dans une urne, on place 3 jetons rouges et 4 jetons noirs. On tire successivement et avec remise 2
boules. On note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de jetons rouges tirés. Déterminer le

x 0 1| 2
tableau de la loi de probabilité de X. P(X = 2) 612479
49 149 | 49

Proposition 1 Soit X une variable aléatoire. Alors Px est une probabilité sur E.

Démonstration On vérifie les deux axiomes qui définissent une probabilité.
*x Comme X est a valeurs dans F, on a :
Px(E)=P(XeE)=PQ)=1
car P est une probabilité.
* Soient (A4, B) € Z(E)% tel que ANB =@. Alors X }(AUB) = X" 1{(A)UX~YB) car:
Vw € Q, weEX HAUB) <= X(w)€AUB < X(w)€AouX(w)€B

— weX HA)ouwe X (B)
—= we X (AuXYB)

De plus, X "1(A)NX~1(B) = @. En effet, si ce n’est pas le cas, alors il existe w € Q tel que w € X1 (A)NX~1(B)
et alors X (w) € AN B, ce qui est absurde. Ainsi :

Px(AUB)=P(X € AUB)=P(X 1 (A UX1(B)) = P(X Y(A) + P(X"}(B))
= Px(A) + Px(B) u



Proposition 2 Soit X : @ — E une variable aléatoire. Alors {(X = z) ‘ z € X(Q)} est un systéme
complet d’événements. En particulier, on a :

Démonstration Par définition de X (£2), on a U (X =) = Q. De plus, si (x,y) € X(Q)? est tel que x # y,

z€X ()
alors il est clair que (X = 2) N (X =y) = @, d’ou le résultat. |
Définition 3 (variables aléatoires de méme loi) Deux variables aléatoires X,Y :  — E sont

dites de méme loi, noté X ~Y si Px = Py.

Remarques :
* 51 X ~ Y, alors X(Q) =Y (w).

* Le fait que X ~ Y n’implique pas que X = Y. Par exemple, deux joueurs lancent chacun un dé
équilibré et on note X et Y les numéros obtenus.

3) Image d’une variable aléatoire par une application

Considérons une variable aléatoire X : ) — FE et une application f : E — F ou F est un ensemble non
vide quelconque. L’application :
foX:Q—F

est alors une variable aléatoire que 'on notera plus simplement f(X). Si A € Z(F), alors :

Pj(x)(A) = P(f(X) € A) = P(X € f~1(4)) = Px(f(4))

222%™ Exercice 2 Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par le tableau suivant :

k 2 [-1[0]1] 2 |3
P(X=k)|015]02]03]0.1]0.05]0.2

Déterminer les loisde Y = X + 5 et de Z = X2.

Proposition 3 Soient X,Y : ) — E deux variables aléatoires telles que X ~Y et f: E — F une
application. Alors f(X) ~ f(Y).

Démonstration On a:
Pixy=Pxof ' =Pyof =Py,

ce qu’il fallait démontrer. |

IT — Les lois usuelles

1) Loi uniforme



Définition 4 (loi uniforme)  Soit E un ensemble fini non vide. On dit qu’'une variable aléatoire X :
Q — E suit la loi uniforme, ce que 'on note X ~ % (FE), si Px est la probabilité uniforme, c’est-a-dire
si:

1

Remarques :
* Si E = [1,n], la loi uniforme sur [1,n] est aussi notée % (n).

* Si X ~ % (E), alors :
_ card(A)

Exemple 5  On lance un dé équilibré et on note X le numéro obtenu. Alors X ~ 7% (6).
2%% Exercice 3 Soient n € N* et X ~ % (n). Montrer que X2 suit également une loi uniforme.

22 Exercice 4 On considére un jeu de 32 cartes dans lequel on pioche une carte au hasard jusqu’a
obtenir le valet de pique (on ne remet pas les cartes piochées dans le jeu). On note X la variable aléatoire
réelle correspondant au nombre de tirages nécessaires a I’obtention du valet de pique. Monter que X suit une
loi uniforme.

2) Loi de Bernoulli

Définition 5 (loi de Bernoulli)  Soit p € [0,1]. On dit qu’'une variable aléatoire réelle X : Q@ — R
suit la loi de Bernoulli de paramétre p, noté X ~ ZB(p), si :

X(Q)={0,1} et P X=1)=p

Remarques :

* Comme Px est une probabilité, on a nécessairement P(X =0) =1 — p.

* On dit souvent que p est la probabilité de succés, le suceés étant 1'événement (X = 1).

Exemple 6 — On lance une piéce équilibrée et on note X la variable aléatoire qui vaut 1 si on obtient
pile et 0 sinon. Alors X ~ 93(%)
— Une urne contient 3 boules blanches et 7 noires. On tire au hasard une boule et on note Y la variable
aléatoire qui vaut 1 si la boule est blanche et 0 sinon. Alors Y ~ %(1%)

va% Exercice 5 Soit AZ(Q). Déterminer la loi de 14 : Q — R.



3) Loi binomiale

Q — R suit la loi binomiale de parametres n et p, ce que 'on note X ~ HAB(n,p), si :
* X(Q) = [0,n];

* Vk € [0,n], P(X =k) = <Z>pk(1 —p)n k.

Définition 6 (loi binomiale)  Soient (n,p) € N* x [0,1]. On dit qu’'une variable aléatoire réelle X :

Remarques :

* Ceci définit bien une probabilité sur [0, n] car (d’aprés la formule du binéme) :

> (Z)pk(l —p)"F=(p+(1-p)" =1

k=0

* On a clairement %A(1,p) = #(p).

* La loi #(n,p) modélise le nombre de succés lors de la répétition de n expériences indépendantes

suivant une méme loi de Bernoulli #(p).

En effet, supposons que X compte le nombre de ces succés. Alors on a bien X(Q) = [0,n] et, si

k € [0,n], on a 2 = {succes, échec}™ et...

Exemple 7 Soit (N,r,n) € (N*)? tel que r < N. On considére une urne contenant N boules dont 7
rouges. On préléve n boules de 'urne avec remise. On note X la variable aléatoire correspondant au nombre

de boules rouges obtenues. Alors X ~ %(n, %)

III — Couples de variables aléatoires

s’il existe deux ensembles non vides Fq et Fs tels que E = Ey x Fs.

Définition 7 Soit C : 2 — FE une variable aléatoire. On dit que X est un couple de variables aléatoires

Remarque : autrement dit, un couple de variables aléatoires est une variable aléatoire & valeurs dans un

produit cartésien.

Deés lors, on peut noter X = Pg(C) la projection de C sur F, c’est-a-dire :

Q — E
X:{ w +— Pp(Cw))

De méme, Y = Pp(C), de sorte que I'on puisse réécrire C' sous la forme :

[ — ExF
C=(X,Y) { w — (X(w),Y(w))



1) Loi conjointe et lois marginales

Définition 8 (loi conjointe, lois marginales)
couple (X,Y).

* Les lois Px et Py sont appelée les lois marginales du couple (X,Y).

*x La loi Px)y) est appelée loi conjointe du

Remarques :

* Comme pour toute variable aléatoire, on a :

2.

(z,y)e(X,Y)(©)

P((X.Y) = (2.y)) = 1

* La loi P(xy) est parfois représentée a l'aide d’un tableau a double entrée.

Exemple 8  Soit (X,Y) le couple de variables aléatoires d'univers image (X,Y)() = {0,1,2}? et de loi
conjointe :
P X=0 X=1 X=2
Y=0]| 0,1 0,3 0
Y=1| 0 0,2 0,2
Y =2 0,1 0 0,1

Par exemple, P((X,Y) = (0,2)) =0, 1.

Remarque : l'univers image (X,Y)(€2) du couple est inclus dans X () x Y (2) mais on n’a pas toujours
égalité. Dans I'exemple ci-dessus, (0,1) ¢ (X,Y)(9).

Notation : si (z,y) € (X,Y)(Q), on écrira P(X =2,Y =y) au lieu de P((X,Y) = (z,y)).

Proposition 4  Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires.

* La loi de X est donnée par :

Vr e X(Q), P(X =2)= Z P(X =z,Y =vy) (sommation par colonnes)
YEY (Q)
* La loi de Y est donnée par :
Yy € Y(Q), PY =y)= Z P(X =2,Y =y) (sommation par lignes)

Démonstration Soit z € X(£2). Comme {(Y =y)|y € Y(2)} est un systéme complet d’événements, la formule
des probabilités totales nous donne directement le résultat. |

Exemple 9 Les lois marginales du couples (X,Y’) de I'exemple précédent sont données par :
P X=0 X=1 X=2|F
Y =0 0,1 0,3 0 0,4
Y =1 0 0,2 0,2 0,4
Y =2 0,1 0 0,1 0,2
Px 0,2 0,5 0,3
Remarque : la loi conjointe détermine donc les lois marginales du couple mais la réciproque est fausse.
X\Y |01 |loideX X\Y |01 ]|loideX
3 3 51 3
0 1|0 1 0 5|8 1
1 1 1|1 1
1 04 1 1 5158 i
loideY | 3|1 1 loideY |3 |1 1




2) Loi conditionnelle

Définition 9  Soit z € E tel que P(X = x) > 0. On appelle loi conditionnelle de Y sachant (X = )
I’application :

b [20@) — 1]
Yix=a) { A — P(B|X =1z)

Remarques :

* On définit de la méme maniére la loi conditionnelle Px|y—, de X sachant (Y = y) pour y € F tel que
P(Y =y) > 0.

* On montre facilement que les lois conditionnelles sont des probabilités.

* Pour tout (z,y) € E x F tel que P(X =x) >0, 0n a:
PX=2Y=y)=PX=2)PY =y|X =2)
Connaissant la loi de X et les lois conditionnelles, on peut obtenir la loi conjointe du couple.

222%™ Exercice 6 Soit une urne contenant trois boules blanches et quatre boules rouges. On tire suc-
cessivement et sans remise deux boules de I'urne. On note X7 et X5 les variables aléatoires qui valent 1 si la
boule tirée est blanche, 0 sinon.

X1(Q) x X2(92) = {0,1}?

1. Déterminer la loi du couple (X7, X2) ainsi que ses lois marginales.

X1 \XQ 0|1]loide X
0 212 4
7 7 7
2 1 3
1 717 7
. 4 | 3
101 de Y 7 7 1

car par exemple P(X; = 0N Xy =0) = P(R1 N R2) = P(R1) x P(Ra/Ry) (formule des probabilités
composées avec P(Rp) # 0)

ainsiP(XlzorWXQ:o):%x%:%

2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que X5 =1 :

P(X1=0NnXo=0) %

P(X;=0/X;=1 =1=2

( 1 / 2 ) P(X2 — 1) % 3
P(X;=1NXy=0) £
t P(X) =1/X, =1 =I-1
€ ( 1 / 2 ) P(XQ — 1) % 3

3) Généralisation
La notion de couple se généralise facilement au cas de n variables aléatoires (Xi,...,X,) oun € N\ {0,1}.

Il y a alors n lois marginales et on peut définir, de la méme fagon, la notion de loi conditionnelle.

IV — Indépendance

1) Cas de deux variables aléatoires

Soient X : Q2 — F et Y : Q) — E deux variables aléatoires.



Définition 10 (indépendance de deux variables aléatoires) On dit que X et Y sont indépen-
dantes si pour tout (4, B) € Z(X(Q)) x Z(Y(Q)), on a:

P((X e A)n(Y € B)) = P(X € A)P(Y € B),

c’est-a-dire :

Pixy)(A x B) = Px(A)Py(B)
On note alors X 1L Y.

Exemple 10 On lance successivement deux fois un dé et on note X et Y les résultats obtenus. Alors X
et Y sont indépendantes.

Proposition 5 Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si :

V(z,y) € X(2) x Y (), P X=2z,Y=y)=PX=x)P(Y =y)

Démonstration (=) Supposons que X et Y soient indépendantes. Soit (z,y) € X(Q) x Y (). Les choix
A={z} € Z(X(w)) et B={y} € 2(Y(Q)) fournissent directement le résultat souhaité.

(<) Supposons maintenant que :
V(z,y) € X(Q) xY(Q), PX=zY=y)=PX=2)P(Y =y)
Soit (A, B) € (X () x Z(Y(Q)). Alors :

P(X,Y)eAxB)= > P((X,Y)=(aD))

(a,b)eAxB
=Y Y P(X=aY =b)

acAbeB
= Z Z P(X =a)P(Y =D) (par hypothése)

a€cAbeEB
- (Z P(X = a)> (Z P(Y = b))

acA beB

=P(X € A)P(Y € B) u

Proposition 6 Soient X : Q — E et Y : Q@ — F deux variables aléatoires et f : E — G et
g : F — H deux applications. Si X et Y sont indépendantes, alors f(X) et g(Y') sont indépendantes.

Démonstration Soit (A4, B) € Z(f(X(Q))) x Z(g(Y(Q))). Alors :
P((f(X),g9(Y)) € Ax B) = P((f(X) e A)n(g(Y) € B)) = P((X € fH(A) N (Y € g~ (B)))

On conclut en utilisant 'indépendance de X et Y. |

Exemple 11 Par exemple, si X et Y sont des variables aléatoires réelles indépendantes, alors les variables
X2 4 3 et sin(Y) sont indépendantes.

2) Généralisation

Soient n € N\ {0,1} et, pour tout k € [1,n], une variable aléatoire X : Q@ — Ej.



Définition 11 (indépendance mutuelle) On dit que les variables aléatoires X7, ..., X, sont mutuel-
lement indépendantes si :

V(A1 Ap) € P(X1(Q) x -+ x P(Xn(),  P((X1€ A1) NN (Xp =) = [[ P(Xk € Ap)

c’est-a-dire :
P(Xl,..‘,Xn)(Al X+ x Ap) = Px, (A1) ... Px, (An)

Remarque : une telle famille de variables aléatoires peut modéliser une suite d’expériences aléatoires indé-
pendantes.

On a la méme caractérisation que pour deux variables.

Proposition 7 Les variables aléatoires X1i,..., X, sont mutuellement indépendantes si et seulement
si:

V(1. mn) € X1(Q) X - x Xp(Q),  P(Xy=ua1,..., Xp=m,) = [[ P(Xs =
k=1

Lemme 1 (des coalitions) Soit X1, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes, m €
[L,m]et f: Eyx---XEy, — Fetg: Epi XX E, — G deux fonctions. Alors les variables aléatoires
f(X1,..., Xm) et g(Ximt1, ..., X,) sont indépendantes.

Démonstration

Remarque : le résultat reste vrai si on considére plus de deux coalitions. Par exemple, si X, Y, Z, T : Q — R
sont mutuellement indépendantes, alors sin(X), Y2 et Z — T sont mutuellement indépendantes.

Proposition 8  Soient p € [0,1] et (X1,...,X,) des variables aléatoires mutuellement indépendantes

de méme loi A(p). Alors :
k=1

Démonstration On utilise un raisonnement par récurrence sur le nombre n de variables aléatoires dans la somme.
Sin=1,iln’y arien a démontrer puisque #(1,p) = A(p).

Soit n € N* tel que la propriété soit vraie et considérons n + 1 variables aléatoires mutuellement indépendantes
Xl, v ;X'ran-‘rl de loi %(p)

* On sait que (X1 + -+ + X,,)(Q) = [0,n] (hypothése de récurrence) et X,,+1(2) = {0,1} donc :
(X1 4+ + X+ Xng1)(Q) = [0,n + 1]
* Soit k € [1,n+ 1]. Alors (d’aprés la formule des probabilités totales) :
PXi+ 4+ Xp1=k)=PX1+ -+ X, =k X1 =0+ PXa+ 4+ X, =k, Xpnt1=1)
=P(Xi 4+ Xp =k)P(Xnp1 = 0) + P(X1+ -+ X =k — )P(Xpy1 = 1)

=(1-p) (Z)pk(l —p)F +p<k " 1)p’”(l —p)

[

n+1 et l—
:( N >pk(1—p) ok



d’aprés la formule du triangle de Pascal. La formule est immédiate si k = 0, d’ou le résultat. ]

Interprétation : si on répéte n épreuves identiques et indépendantes ayant la probabilité p de succés, alors
la variable aléatoire X qui compte le nombre de succés suit la loi A(n,p).

V — Espérance

1) Définition

Définition 12 (espérance) Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle espérance de X, noté
E(X), la quantité :

E(X)= Y aP(X=nx)

z€X(Q)

L’espérance de X est un indicateur de position : il s’agit de la valeur moyenne prise par la variable aléatoire
(plus précisément, on pondére les valeurs prises par X de la probabilité d’occurrence correspondante).

7
Exemple 12 — On lance un dé équilibré et on note X le numéro obtenu. Alors E(X) = 3
1
— Plus généralement, si n € N* et si X ~ % (n), alors E(X) = n—2|— .
Définition 13 (variable centrée)  Une variable aléatoire est dite centrée si E(X) = 0.
Proposition 9 Soit X : 0 — R une variable aléatoire réelle. Alors :
= 2_X(@P({w})
we
Démonstration On sait que {(X =z) |z € X()} est un systéme complet d’événements donc :
Y XWP{wh) = Y Y X(WP({w))
weN zeX (w)weX—1({z})
> Y aP({a})
re€X(w)weX 1 ({z})
= > = Z P({z})
ze€X(w) weX—1({z})
= > aP(X7'({z})
reX(w)
= Z zP(X =z),
zeX (w)
ce qu’il fallait démontrer. |

8% Exercice 7 Soit A € Z(Q). Montrer que E(14) = P(A).

10



Une solution.
D’aprés la proposition précédente :

E(1a) =Y 1awP{w}) + Y 1aw)P({w})

weA weN\A

= P{w})

wEA
= P(4)

On peut aussi utiliser la définition : 'univers image de 14 est {0,1} (valeurs prises par une indicatrice) donc :
E(14) =0xP(1a=0)+1xP(14 =1)=P(4)
puisque {w € Q| L(w)} = A.

2) Espérance des lois usuelles

(a) Variable constante

Une variable aléatoire X : ) — E est dite constante s’il existe e € E tel que P(X = e) =1 (il est équivalent
de dire que X (Q2) = {e}).

Proposition 10  Si X est une variable aléatoire constante égale a e, alors E(X) = e.

Démonstration On a effectivement E(X) = e x P(X = e) = e (par définition de l'espérance). [ |

Remarque : soit X une variable aléatoire (quelconque). En notant E(X) la variable aléatoire constante
E(X)1q, on a l'égalité :

(b) Loi uniforme

Proposition 11 Soit X ~ % (FE), ou E = {xl, e xn} est un ensemble fini. Alors :

1 n
E(X) =~ >
k=1

Dans le cas particulier ot F = [1,n], on a :

Démonstration C’est immédiat. |

Remarque : I'espérance de X est ici la moyenne arithmétique des valeurs prises par X.

(c) Loi de Bernoulli

Proposition 12 Soient p € [0,1] et X ~ A(p). Alors :

E(X)=p

Démonstration Ona:
EX)=0xP(X=0)+1xP(X=1)=p

11



(d) Loi binomiale

Proposition 13  Soient (n,p) € [0,1] x N* et X ~ HA(n,p). Alors :

E(X)=np
Démonstration Par définition de ’espérance :
n n n
E(X) = =k) = k(1 —pyn—Fk
00 = Sorex =1 = k() ) p)
k=0 k=1
n n 1
- k—1 n—k
= 1
nk (k_1>p (I-p)

d’ou le résultat.

3) Propriétés générales de ’espérance

Proposition 14 Soient X, Y : 2 — R deux variables aléatoires.

(i) si X > 0 (c’est-a~dire X (Q2) C R,), alors E(X) > 0 (positivité de [’espérance) ;
(ii) pour tout A € R, on a E(X + \Y) = E(X) + AE(Y) (linéarité de l’espérance) ;
(iii) si X <Y, alors E(X) < E(Y) (croissance de l’espérance) ;

(iv) [E(X)[ <E(X]);

)

(v) La variable aléatoire X est centrée.

Démonstration (i) Il existe n € N* et (z1,...,2,) € (Ry)™ tels que X (Q) = {z1,...,2,} et alors :
n
E(X) =) axP(X =) >0
k=1

comme somme de produits de nombres positifs ou nuls.

(ii) On a :
E(X +AY) = Y (X(w) + AY (w))P({w})
wEeN

et il suffit d’utiliser la linéarité de la somme.
(ili) Ona Y — X > 0 puis on utilise (i) et (ii).

(iv) D’apres l'inégalité triangulaire pour les sommes, on a :

EX)| =] > ePX=2)|< Y J2|PX=2)=E(X])

zEX(Q) z€X(Q) >0

(v) 1 suffit d’utiliser (iii).
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Proposition 15 (formule de transfert) Soient X : 2 — E une variable aléatoire et f : E — R
une fonction. Alors :
= 2 f@PX=2)

zeX ()
Démonstration On sait que {(X =1) | T € X(Q} est un systéme complet d’événements donc :
=) JX@Pr{wH= > > FXW)P({w})
weN ze€X(Q) weX~1({z})
= > J@ Y P{w)
z€X(Q) wEX*l({x})
= Y [f@PX =),
zeX ()
ce qu’il fallait démontrer. [ |

Remarques :
* Un couple de variables aléatoires étant une variable aléatoire par définition, on a pour tout fonction
f+F—R:
EfX.Y) = >,  flayPX =Y =y
(z,y)e(X,Y)(Q)
* L’espérance de f(X) est donc complétement déterminée par la loi de X (il est donc inutile de déter-
miner la loi de f(X)).

2% Exercice 8 Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par le tableau suivant :

k 2 [-1[o[1] 23
P(X=k)[0.15]02[03]01]005]02

Déterminer l'espérance de Z = | X|.

%% Exercice 9 Soient n € N* et X ~ % (n). Déterminer E(X?).

4) Lien avec I’indépendance

Proposition 16 Soient X,Y : 2 — R deux variables aléatoires réelles indépendantes. Alors :

E(XY) = E(X)E(Y)

Démonstration  Le théoréme de transfert nous donne (on considére la fonction f: (z,y) € (X,Y)(R) — zy) :
E(XY) = > wP(X =2,V =y)= Y > ayP(X=z)PY =y)
((z,y)e(X,Y)(Q) (reX (Q)(yeY(Q)
d’ou le résultat par linéarité de la somme. [ |
Remarques :

* Attention, la réciproque de la proposition est fausse. Par exemple, si X suit la loi uniforme sur {—1, 1},
alors E(X) = 0 donc E(X)? = 0, tandis que E(X)?) = 1. Par contre, la variable aléatoire X n’est pas
indépendante avec elle-méme (calculer P(X = 1, X = —1) pour s’en convaincre).

* Si Xq,...,X, sont des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes, alors on a aussi :
E(X;...X,) =E(X1)...E(X,)

On démontre ceci par récurrence.
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VI — Variance et écart-type

1) Définitions

Définition 14 (variance)  Soit X une variable aléatoire réelle.

* On appelle variance de X, notée V(X), la quantité :
V(X) =E((X ~E(X))*)(>0)

* On appelle écart-type de X, noté o(X), la quantité :

* La variable aléatoire X est dite réduite si V(X) = 1.

Remarque : on dit que la variance est un paramétre de dispersion. Plus V(X)) est petit et plus, en moyenne,
les valeurs de (X — E(X))? sont petites. Ceci signifie que X prend des valeurs resserrées autour de sa valeur
moyenne E(X).

Le résultat suivant permet un calcul pratique de la variance.

Proposition 17 (formule de Koenig-Huygens) Soit X une variable aléatoire réelle. Alors :

V(X)=E(X?) - E(X)?

Démonstration 11 suffit de faire le calcul (on utilise la linéarité de 'espérance) :
V(X)=E(X - E(X)*) = E(X*> - 2E(X)X + E(X)?)
=E(X)? - 2E(X)% + E(X)?,

d’oul la formule annoncée. [ ]

%% Exercice 10 Soient n € N* et X ~ % (n). Déterminer V(X).

2) Variance des lois usuelles

(a) Cas des variables constantes

Proposition 18  Soit X une variable aléatoire. Alors V(X) = 0 si et seulement si P(X = E(X)) =1
(on dit que X est presque sdrement constante).

Démonstration D’aprés la formule de transfert :
VX)= ) (z-EX))’P(X =2
zeX () >0
donc :

V(X)=0 <= Ve X(Q), P(X =z) ouz=E(X)
— Vre X(Q)\{EX)}, P(X =) =0
— P(X=EX)) =1

car Z P(X =2)=1. [ |
zeX(Q

14



(b) Loi de Bernoulli

Proposition 19  Soient p € [0,1] et X ~ Z(p). Alors :

V(X)=p(1-p)

Démonstration Comme X (Q) = {0,1}, on a X? = X et alors (formule de Kcenig-Huygens) :

V(X)=E(X?) -EX)*=p—p°>=p(l—p)

(c) Loi binomiale

Proposition 20  Soient (n,p) € N* x [0,1] et X ~ A(n,p). Alors :

V(X) =np(1l-p)

Démonstration On l’a fait dans la section précédente pour n = 1. On peut maintenant supposer que n > 2. On
utilise la formule de Koenig-Huygens :
V(X)=E(X?) -EX)?=EX(X —-1)) +E(X) -E(X)?
=E(X(X — 1)) + np — n?p?

puisque X ~ %(n,p). La formule de transfert nous donne :

E(X(X —1)) = Zn: k(k — 1)P(X = k)
k=0

Il
=
|
=
>
PR
> 3
N
s
Ead
—
|
=
3
|
o

Ainsi :
V(X) =n(n—1)p* + np — n’p* = np — np* = np(1 — p),

ce qu’il fallait démontrer. [ |

3) Propriétés

Proposition 21  Soit X : O — R une variable aléatoire réelle. Pour tout (a,b) € R? on a :
(i) V(aX +b) = a®*V(X);
(i) o(aX +b) = Jalo(X).

15



Démonstration La formule (ii) est une conséquence immédiate de (i). Par définition de la variance d’une variable
aléatoire, on a :

V(X) =E((aX +b) — E(aX +b))?)
=E(aX +b— aE(X) — b)?) (linéarité de I'espérance)
=a’E((X — ]E(X))2 linéarité de l’espérance)
=a*V(X) [ |

Corollaire 1 Soit X :  — R une variable aléatoire réelle telle que V(X) > 0. Alors la variable

leatoire ~—X) ot centrée reduit
aléatoire ————= est centrée réduite.
V(X)
Démonstration En notant Y cette variable aléatoire, on montre facilement que E(Y") = 0 (linéarité de 'espérance)
et V(Y) =0 (en utilisant la proposition qui précede). [ |

X —np

vnp(l —p)

Exemple 13 Soit (n,p) € N*x]0,1] et X ~ HB(n,p). La variable aléatoire est centrée

réduite.

VII — Covariance

1) Définition

Définition 15 (covariance) Soient X,Y : 8 — R deux variables aléatoires réelles. On appelle cova-
riance de X et Y la quantité :

Cov(X,Y) = E((X —E(X))(Y - E(Y)))

Remarques :
* On a donc Cov(X, X) = V(X).

* Si Cov(X,Y) =0, on dit que les variables aléatoires X et Y sont décorrélées.

On dispose d’une formule (de Kcenig-Huygens) permettant de calculer en pratique une covariance.

Proposition 22 Soient X,Y : 2 — R deux variables aléatoires réelles. Alors :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Démonstration 11 suffit de développer le membre de droite et d’utiliser la linéarité de ’espérance. |

Remarque : on calcule E(XY') en utilisant la formule de transfert appliquée a la fonction f : (z,y) — xy.

16



22% Exercice 11 Soit (X,Y") le couple de variables aléatoire de loi conjointe :

X\Y 2134 loiide X
1 T1I[1 3
g
2 01515 g
3 0]0]¢ G
loide Y % % %

Déterminer Cov(X,Y).

Corollaire 2 Si X,Y : Q — R sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0.

Démonstration En effet, comme X 1l Y, on a E(XY) = EE(Y), d’ou le résultat. [ |

Remarque : attention, la réciproque est fausse. On peut avoir des variables aléatoires réelles X et Y non
indépendantes et telles que Cov(X,Y’) = 0.

Exemple 14  Considérons X ~ 7% ({—1,0,1}) (loi uniforme sur l'ensemble £ = {—1,0,1}) et posons
Y = X2

* Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. En effet (par exemple) :

et :
IP’(X:LY:O):IP’(X:LX:O):P(Q):O#P(le)IP’(Y:O)

* Par ailleurs, on a XY = X3 = X (puisque I'univers image de X est {—1,0,1} donc :
E(XY) = E(X) = 0 = E(X)E(Y)

donc Cov(X,Y) = 0.

22 Exercice 12 On tire deux boules simultanément dans une urne contenant 4 boules numérotées
de 1 & 4. Soit X le plus petit des numéros obtenus et Y le plus grand. Déterminer la covariance de X et Y.

2) Propriétés

Proposition 23 Soientt X, X', Y et Y’ des VAR alors la covariance est :
e symétrique : cov(X,Y) = cov(Y, X)
e bilinéaire :
* VA €R, cov(AX + X" Y) = Acov(X,Y) 4 cov(X",Y)
* Yu e R, cov(X,uY +Y') = pcov(X,Y) + cov(X,Y)
e positive : cov(X, X)=V(X) >0

Démonstration C’est immédiat. |
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Proposition 24 Soient X,Y : 2 — R deux variables aléatoires réelles. Alors :
(i) VIX4+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y);
(ii)) V(X -Y)=V(X)+ V(Y) —2Cov(X,Y).

Si X et Y sont décorrélées (donc en particulier si X 1L Y'), alors :

VIX£Y)=V(X)+ V(Y)

Démonstration On démontre (i) (c’est le méme calcul pour (ii)). On a :
VIX+Y)=Cov(X+Y,X+Y) =Cov(X, X)+ Cov(X,Y) + Cov(Y, X) + Cov(Y,Y)

par bilinéarité de la covariance. On conclut en utilisant la symétrie et le fait que Cov(Z, Z) = V(Z). ]

On peut généraliser la formule précédente.

Proposition 25 Soit n € N* et X1,...,X, : @ — R des variables aléatoires réelles. Alors :
1% (Z Xk> =Y V(Xp)+2 > Cov(X;, X;)
k=1 k=1 1<i<j<n

En particulier, si les variables sont deux a deux décorrélées (ce qui est le cas si elles sont deux a deux

14 (Zm) = V(X
k=1 k=1

indépendantes), alors :

Démonstration Il suffit de faire le calcul. |

Application : retour au calcul de la variance relative & la loi binomiale.

Remarquons que la variance d’une variable aléatoire ne dépend pas de la variable mais de sa loi. Or, on sait

que si Xi,..., X, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi H(p), alors S =
n

Z Xy ~ PB(n,p). Les variables aléatoires X1,..., X, étant deux a deux indépendantes (donc décorrélées),
k=1

la proposition précédente implique que :

n n

V(S) =Y V(Xp)=> p(1—p)=np(l-p)
k=1 k=1

On retrouve la formule obtenue par un calcul direct pour la variance d’une loi binomiale.

VIII — Inégalités probabilistes

1) Inégalité de Markov

Théoréme 1 (inégalité de Markov) Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs positives ou nulles.
Alors :

VteR,, P(X>t)<——
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Démonstration Soit t € R7. On a les inégalités :
Ix>it <lx X <X
donc, par linéarité et croissance de ’espérance :

tE(1x>:) < E(X)

d’ou le résultat en divisant par ¢t > 0 et car E(1x>;) = P(X > t). |
Exemple 15 Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramétres n € N* et p € [0, 1].
Comme X est a valeurs positives, on a :
n
vt > 0, P(X}t)gTP

Remarques.

* On s’attend a ce que la probabilité P(X > t) soit d’autant plus faible que F(X) (valeur moyenne prise
par X) soit petite et ¢ soit grand (puisque t € longmapstoP(X > t) est décroissante). L’'inégalité de
Markov précise quantitativement cette observation.

* Pour tout ¢ € R’ et pour toute variable aléatoire X, on a donc :

E(X])

t

P(X|>1) <

2% Exercice 13 Soit n € N*. On lance 2n fois un dé équilibré et on note X le nombre de 6 obtenus.
Estimer la probabilité qu’au moins la moitié des lancers aient donné un 6 a ’aide de 'inégalité de Markov.

Une solution

On répéte 2n fois la méme épreuve de Bernoulli (qui consiste a lancer un dé) dont le succés (& savoir obtenir un
6) a pour probabilité % (le dé étant équilibré). La variable aléatoire X correspond au nombre de 6 obtenus donc
X — %’(Qn, %) La variable aléatoire X est donc positive et admet une espérance (qui vaut %) donc, d’aprés I'inégalité
de Markov,

VA 0 PXZ)\ < —
=% ( ) 3\
Pour)\—n>0,0na:

P(X 2n) <

2) Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoréme 2 (inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Soit. X une variable aléatoire réelle. Pour tout
teR* ona:
V(X)

P(X — B(X)| ) <

Démonstration Soit ¢ € R% . D’aprés I'inégalité de Markov, appliqué & la variable aléatoire (X — E(X))? qui est
positive, et au réel 2 > 0, on a :
E((X - B(X)?)  V(X)
2 < 42
P((X - EX))*>1t*) < = =3

On remarque ensuite que (X — E(X))? > %) = (|X — E(X)| > t), d’ou le résultat. [ |

Remarque : On s’attend a ce que la probabilité P(|X — E(X)| < t) soit petite quand ¢ est grand (puisque
|X — E(X)| représente la distance de X a sa valeur moyenne) ou que la variance de X soit petite (ce
qui signifie que, en moyenne, X prend des valeurs resserrées autour de F(X)). L’'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev précise quantitativement cette observation.

22% Exercice 14 On lance un dé équilibré. Combien de fois faut-il le lancer pour pouvoir affirmer avec

un risque d’erreur inférieur a 5% que la fréquence d’apparition du numéro 1 au cours de ces n lancers sera

1 1 1 1
dans l'intervalle |- — —, - + — 17
6 100°6 100
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