Déterminant

Dans tout ce chapitre, K désigne 'un des deux corps R ou C.

I — Groupe symétrique et permutations d’un ensemble fini

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

1) Rappels et compléments

On note S, I'ensemble des applications bijectives o : [1,n] — [1,n].

Définition 1 (permutation) Une application bijective o : [1,n] — [1,n] est appelée une permuta-
tion de I'ensemble [[1,n].

On sait que (Sy,0) est un groupe (de neutre Idp ,,1), appelé groupe symétrique, de cardinal n!. Ce groupe
n’est pas commutatif.

Notation. Si ai,...,a, (o0 p < n) sont des éléments deux a deux distincts de [1,n], on notera :
1 2 . n
7= (0(1) o(2) ... a(n)> € Sn
. , T . 1 2 ... n
Avec cette notation, I'application identité est Idpy ,,) = 1 9 0
Exemple 1 * Le groupe Ss est composé de deux éléments :

12 12
Idﬂl:?ﬂ_(l 2> o (2 1)

* Le groupe S5 est composée de 3! = 6 éléments :

e (123 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 (L 23
3=\1 2 3)° \1 32/ \213) \321) \3 12 & \231

Notation. Pour alléger les notations, la composition ¢ o 7 de deux éléments o et 7 de S, est parfois notée
plus simplement « o7 ». On parlera du produit de o par .

21 3 13

(1 2 3
97=\2 3 1

ATTENTION : une composition se lit de la droite vers la gauche.

Exemple 2 Dans S3, si o0 = (1 2 3> et T = (1 2 g), alors :



2) Cycle et décomposition d’une permutation

La notion d’orbite va nous permettre de décomposer une permutation en « produit » de permutations plus
simples.

Définition 2 (orbite) Soient o € S,, et a € [1,n]. On appelle orbite de a selon o 1'ensemble :

Orb,(a) = {o"(a) | k € Z}

k:

ot o désigne la composée o =g o--- 00 (k fois).

L’orbite d’un point a € [1,n] par une permutation o € S,, est donc I'ensemble des points atteignables a
partir de ce point par 'action de la permutation o. Par exemple, si on considére la permutation :

(123456
7=\3 125 4 6 6

alors :
— Orby (1) = {1,2,3} = Orb,(2) = Orb,(3) ;
— Orb,(4) = Orb,(5) = {4,5};
— OrbO'(G) = {6}

Pour o € S, fixé, la relation binaire & sur [1,n] défini par :
Y(a,b) € [1,n]?, aZb <~ (3ce [1,n]? (a,b) € Orby(c))

est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les orbites de la permutation o. On en déduit
donc que les orbites (disjointes) d’une permutation o € S,, forment une partition de ’ensemble [1,n].

Définition 3 (cycle) On appelle cycle toute permutation admettant une unique orbite non triviale
(contenant au moins deux éléments).

* L’orbite du cycle est alors appelée le support du cycle.

* Le cardinal de 'orbite est appelé la longueur du cycle.

1 2 . .
Exemple 3 1. Dans S3, 0 = <3 1 ;’) est un cycle de longueur 3 (I'unique orbite est en effet
{1,2,3}).
1 2 3 4\ , . . .
2. Dans Sy, 7 = 9 1 4 30 est pas cycle. Cette permutation admet effectivement deux orbites
distinctes, a savoir {1,2} et {3,4}.

Remarque : si o € S, est un cycle et si a est un élément de [1, n] n’appartenant pas au support de o, alors
o(a) = a.

Notation. Si o € S, est un cycle dont I'unique orbite est {a1,as,...,ap}, alors utilisera 'écriture abrégée :
g = (a1 as ... ap)

pour dire que o(a1) = az, o(az) = as,..., o(ap—1) = a, et o(ay) = ai.

1 2 3
Exemple 4 — Dans 53, 0 = <3 1 2) = (1 3 2).

. . 1 2 3 4
— Dans Sy, T = (2 1 3) désigne la permutation 7 = (3 1 o 4).

Remarque : si 0 € 5, est un cycle de longueur k et que a est dans le support de o, alors :

o= (a ola) o*a) ... o 1(a))



Proposition 1 (cycles et commutativité) Deux cycles de S, dont les supports sont disjoints com-
mutent.

Démonstration Soient o et 7 deux cycles de supports notés supp(o) et supp(7) et a € [1,n].

* Premier cas : a € supp(o)
Alors o(a) € supp(o) et o(a) ¢ supp(7) (car supp(o) Nsupp(r) = ). Donc :

(ro)(a) =7(0(a)) =a(a) et (07)(a) = o(7(a)) = o(a)
car a et o(a) n’appartiennent pas au support de 7.
* Deuxiéme cas : de la méme maniére, on a (o7)(a) = (70)(a) si a € supp(r).

* Troisiéme cas : si a ¢ supp(o) Usupp(7), alors on a encore égalité.

Finalement, o7 = 70. |

Théoréme 1 Toute permutation o € S,, différente de identité peut s’écrire de maniére unique (&
l'ordre des facteurs prés) comme produit de cycle a supports disjoints.

Démonstration Ce résultat est admis. |
. 1 2 3 4 5 6
Exemple 5 — Soit 0 = <3 1925 4 6> € Sg. Alors :

c=(1 3 2)(4 5)

— DN

3
2 )

. 1
801t7'—< 3

4 5
4 ).Alors.

T=(1 2)(3 5)

3) Signature d’une permutation

Définition 4 (transposition) On appelle transposition tout cycle de S, de longueur 2.

Ainsi, un cycle de S, est une permutation de la forme (i j) € S, ou (4,5) € [1,n]? est tel que i < j.

Proposition 2 (décomposition d’une permutation comme produit de transpositions) Tout
permutation de S, peut s’écrire comme produit de transpositions.

Démonstration On utilise un raisonnement par récurrence sur ’entier n € N*,
* Pour n =1, on a 1 = {Id{}} et la permutation Id;) est le produit de 0 transposition.
* Soit n € N* et supposons que toute permutation de S,, se décomposition comme produit de transpositions.
Soit o € S,4+1. La permutation :
g:=(n+1 on+1))o
est tel que 5(n + 1) = n + 1 donc &y ) appartient & S,,. On peut donc appliquer I'’hypothése de récurrence &
7, ce qui nous donne une décomposition de ¢ comme produit de transpositions de S, 11. ]



Remarques :

* Contrairement & la décomposition d’une permutation en produit de cycles & supports disjoints, il n’y
a pas unicité quand on décompose en produit de transpositions. Dans S3 par exemple :

(1 23)=010 22 3=(2 331
* Sio= (al as ... ap) € S, est un cycle, alors :

o=(ar a2)(az as)... (ap1 ap)

Théoréme 2 (signature) Il existe une unique application ¢ : S,, — {—1,1} telle que :
(1) pour toute transposition 7 € S, on a (1) = —1;
(#7) € est un morphisme de groupes de (Sy,0) vers ({—1,1}, x).

L’application € est appelée signature sur .S,,.

Démonstration Ce résultat est admis. |
Pour calculer la signature d’une permutation, il suffit donc de décomposer la décomposer en produit de
transpositions et d’utiliser les propriétés de e.

1 2 3 4 5
215 4 3

e(o)=c((1 2)(3 5))=¢c((1 2))e((38 5))=(-1)*=1
Remarque : le noyau de € est appelé groupe alterné et est noté A,. Il s’agit d’un sous-groupe de A, de
cardinal %! (pour n > 2).

Exemple 6 Soit o = ( ) € S5. Alors 0 = (1 2) (3 5) donc :

IT — Forme multilinéaire alternée

1) Motivation géométrique

Soient @ et ¥ deux vecteurs de R?. On considére I'aire algébrique <7 (i, ) du parallélogramme de base les
vecteurs u et 7.

Si 4 = (a,b) et = (c,d), alors :

On remarque qu’on a les propriétés suivantes :
* o (U,4) = —o (U, V) ;
* si 4 et U sont colinéaires, alors &7 (4, V) = 0;
* Si ¥ = ¥ + U, alors :
o (U, V) = o (4, ) + (U, V)

De méme, on peut définir dans R? le volume algébrique engendré par trois vecteurs (volume d’un parallélé-
pipéde). La définition suivante est une généralisation de la notion de volume en dimension quelconque. Le
point de départ est la notion de forme multilinéaire.



Définition 5 (forme n-linéaire) Soitn € N* et E1, ..., E, des K-espaces vectoriels. Une application :
f:E1x---xE, —K
est appelée une forme n-linéaire sur Ey x - -+ x E, si pour tout i € [1,n], 'application :

v u f(l‘l,...,$i_1,u7xi+1,...,$n)

Autrement dit, une application f est une forme n-linéaire sur Fy X --- X E, si elle est linéaire par rapport a
chacune de ces n variables. Si n = 1, on retrouve la notion de forme linéaire.

Notation. On note Z(Ey, ..., E,;K) 'ensemble des formes n-linéaires sur £y X -« X E,.

Remarques :

* Lorsque les espaces vectoriels F; sont tous égaux & un méme K-espace vectoriel F, on notera cet
ensemble %, (E, K).

* On montre facilement que Z(Ey, ..., E,;K) est un K-espace vectoriel.
R . . K? — e, c, . 2
Exemple 7 — L’application p : est une forme bilinéaire (ou 2-linéaire) sur K.
(z,y) —

2
— L’application f : { /(/i’i(]l;)) : Tr(ETB) est une forme bilinéaire sur .#,(R).

L’aire algébrique formée par deux vecteurs du plan est une forme bilinéaire sur R2.

Définition 6 (forme symétrique, antisymétrique, alternée) Soient E un K-espace vectoriel, n €
N* et f € £, (E,K). On dit que :

* f est symétrique si :
Y(z1,...,2,) € E™ Y(i,j) € [1,n]?, i <j= f(x1, . Tiy. .., xj, .. xn) = f(@1, T, Ty

* f est antisymétrique si :

* f est alternée si

V(w1,. .. wn) € E™, V(i,5) € [LLn]?, i £ j et 2 = x5 = f(@1,.. ., Tiyer oy Tjyeaoy ) =0

Exemple 8 — L’application p est une forme bilinéaire symétrique.
— L’aire algébrique &7 est une forme bilinéaire antisymétrique alternée.

Remarque : autrement dit, f est antisymétrique si et seulement si, pour toute transposition 7 € S;, et pour
tout (x1,...,2,) € E™, on a:

f@rys 5 @rm)) = —f(@1, . mn) = e(m) f(21, ..+, 20)

2) Premiéres propriétés

Y(z1,...,2,) € E™ Y(i,j) € [1,n]?, i<j= f(x1, . Ty, xj, .., xn) = —fz1, .. x5, x|



Proposition 3 Soient E un K-espace vectoriel, n € N* et f € £, (E,K). Alors :

f est alternée <= f est antisymétrique

Démonstration (=) Supposons que f soit alternée. Soit (x1,...,7,) € E™ te (i,5) € [1,n]* tel que i < j.
Calculons f(z1,...,x; +xj,...,2; +2j,...,2,). Comme f est alternée, on a :

f(xl,...,a:i—l—xj,...,a:i+33j,...,mn):0

et, comme f est n-linéaire, on a aussi (en développant par rapport au i© et j¢ coordonnées,

0=f(z1,...,xs+xj,.. ., +xj,...,00) = fl@1,.. ., Tiy . T + 25, ) + flX, o2y, T 25,00, Ty)
=flz1,.. ., i @iy )+ (2, T T, T)
+ f@1, o my, Ty ) (@, T, )
=f(@1, iy Ty ) (T, T T D)

en utilisant & nouveau la caractére alterné de f. On en déduit que :

flre, oo @,y xn) = —fan, o 2,0, Ty, T)

et donc f est antisymétrique.

(<) Supposons que f soit antisymétrique et fixons (i, j) € [1,n]? tel que i < j et (x1,...,z,) € E™ tel que z; = x;.
Comme f est antisymétrique, on a :
flxe, @iy, @) = —f(@1, .o Ty, Ty )
Comme z; = z;, cela signifie que f(z1,...,2,) = —f(z1,...,2,), soit encore 2f(z1,...,2,) = 0 puis
f(z1,...,2,) = 0. La forme f est donc alternée. |

Notation. On note A,(E) 'ensemble des formes n-linéaires alternées (c’est-a-dire antisymétriques). On
montre facilement que A, (E) est un K-espace vectoriel.

Proposition 4  Soient n € N* FE un K-espace vectoriel et f € A,(F). Pour toute famille liée
(x1,...,xn) € E", on a f(x1,...,2,) =0.

Démonstration Soit (z1,...,x,) € E™ une famille lice. Alors il existe (A1,...,A,) € K"\ {(0,...,0)} tel que

Z)\ixi = 0g. Soit i € [1,n] tel que A;, # 0. On a donc :

i=1
n n
Ai
ro= 3 ()=
i=1 ‘o i=1
i#io i#i0
en posant p; 1= 7>\>\ pour tout i € [[1,n] \ {ip}. Alors :
0
n
f(x17'-'?$n):f xl?"'7xio—17 E /’('imiami0+17"'7mn
=1
i#ig
n
- E /inf(xlv"°7xi071axiaxig+1w~~axn)
iZ:ilo =0 car f est alternée
= O,
d’otu le résultat. |



Proposition 5 Soient n € N*, E' un K-espace vectoriel et f € A, (E). Alors :

Vo € Sy, Y(x1,...,2,) € E", f(@o(1ys - Tom)) = (o) f(z1,. .., 20)

Démonstration Soient o € S, et (z1,...,2,) € E™. On décompose o comme un produit de transposition : il
existe p € N* et (71,...,7) € (Sp,)P des transpositions telles que o = 71 ... 7,. Alors :

f(xo(l)a .. 71'0(n)) = f( T1(T2 Tp(1))r e e x7'1(7'2...7'p(n)))

:5(7-1) ( Ly Tp(1)7"'?‘r‘l'2...7'p(n))
=e(m)...e(mp)f(z1,...,2p) (récurrence immeédiate)
= 5(U>f(3717 Ce @)
car € est un morphisme de groupes. |

IIT — Déterminant

Dans cette partie, on considére un entier naturel n non nul, £ un K-espace vectoriel de dimension n et
A = (e1,...,e,) une base de E.

1) Déterminant d’une famille de vecteurs

Théoréme 3 Il existe une unique forme n-linéaire alternée f € A, (F) telle que f(#) = 1.

Démonstration La démonstration de ce résultat n’est pas exigible. Nous nous contenterons de justifier 'unicité.
Soient f € Ap(E) et (z1,...,2,) € E™. Pour tout j € [1,n], il existe une unique famille (z1;,...,2,;) € K" de

scalaires telle que :
n
Ty =) wije
i=1

Alors :

n n
fay,. . zn) = f (Z Zi,1€4, - - -7in,nei>
i=1 i=1

Commengons par traiter le cas n = 2. On a :

flz1,22) = f(x1161 + 22162, 1 261 + X2,2€2)
=xax12f(e1,e1) +x11x22f(e1,e2) + wa1212f(e2,e1) + 21222 f (€2, €2)
=x11222f(e1,e2) + x21712f (€2, €1)

= (561,1331,2 - 96‘271561,2)]8(617 62)

car f est alternée. On conjecture alors que, dans le cas général,

flz, ... x,) = Z Hm (@),if (€o(1)s -+ o(m))
oesS, i=1
n
= ( Z H‘ra(i)’i> f(elv cee ,en),
oES, i=1
ce que 'on démontre par récurrence sur n € N*. =



Définition 7 (déterminant)  L’unique forme f € A, (F) telle que f(#) = 1 est appelée déterminant
dans la base #4. On le note det 4.

Remarques :
* On a donc detg(#) = 1.
* De plus, pour tout (z1,...,2z,) € E", on a (cf. calcul dans la démonstration précédente) :
n
dét(xl, cey X)) = Z Haca(i“-
0ESy i=1

n
en posant x; = meei pour tout j € [1,n].
i=1

Exemple 9 — Dans R? : soient = = (x1,22) et y = (y1,%2) deux vecteurs de R?. Le déterminant de
(z,y) dans la base canonique %, = ((1,0),(0,1)) de R? est :

%?ct(w’ Y) = T1Y2 — T2y,
ce qui correspond a la quantité &7 (x,y) introduite au début du chapitre.

— Dans R? : si oz = (1,22, 23), y = (y1,y2,y3) et z = (21, 20, 23) sont trois vecteurs de R3, alors (ici %,
désigne la base canonique de R3) :

det(w,y,2) = ), (0)To(1)Uo(2)%0(3)

o€Ss
avec :
donc :
det(r,y, 2) = T1y223 + Tay321 + T3Y122 — T3Y221 — T2Y123 — T1Y322
Be —— Y= =~ Y~ = =
Id (123 (132 (13) (12) (2 3)
Proposition 6 (forme n-linéaire alternée et déterminant)  Soit f € A, (F). Alors il existe un
unique A € K tel que f = Adetg.
Démonstration Nous l'avons établi dans la démonstration précédente, avec A = f(eq,...,ep). |

Remarque : 'espace vectoriel A, (K) est donc de dimension 1; il s’agit de la droite vectorielle engendrée
par detg.

Le déterminant permet de caractériser les bases d’un espace vectoriel.

Proposition 7 Soit .# = (x1,...,xy) une famille de vecteurs de E. Alors :

F est une base de £ <= dgeyt(ﬁ) #0

Démonstration On raisonne par double implication.



(=) Supposons que & = (x1,...,x,) soit une base de E. Alors detyz € A, (F). Comme A, (E) est une droite
vectorielle engendrée par detg, il existe A € K tel que detg = Adetg. Ainsi :

dgeat(ﬁ) = dgﬁ(ﬁ) =X
par définition du déterminant. De plus :
d{gc(%) =1= /\dge?t(ﬁz)

donc A # 0. Il s’ensuit que detg(F#) # 0.

(<) Supposons que % ne soit pas une base de E. Comme card(.%) = dim(F), la famille .7 est liée. Comme detg
est une forme n-linéaire alternée, on en déduit que detg(.%) = 0. |

La premiére implication de la preuve ci-dessus nous donne la relation suivante.

Proposition 8 Soient # et %' deux bases de E. Alors :

det = det(%#') det
% B »

2) Déterminant d’une matrice carrée

Définition 8 (déterminant d’une matrice)  Soit M € #,(K). On appelle déterminant de M le
déterminant de la famille de ses vecteurs colonnes dans la base canonique de K".

Notation. Le déterminant d’une matrice M = (m; j)1<i j<n Sera noté det(M) ou encore :

mi1 ... Min

Mp1 ... Mnn

Remarque : si M = (m; j)i<ij<n € #n(K), on a donc :

det(M) = Z ng(im

oeS, 1=1
Exemple 10 1. det(l,) =1
2. si (a,b,c,d) € K, alors :
a b
. d’ =ad — bc

Proposition 9 (propriétés du déterminant)  Soient (4, B) € #,(K) et X € K. Alors :
(1) det(AT) = det(A);
(11) A€ GL,(K) <= det(A) #0;
(13i) det(AB) = det(A)det(B);
(1v) det(AA) = A" det(A).




Démonstration () On a (formule du déterminant) :

det Z Haoz i Z Hao'(i)70'71(0(i))

oesS, i=1 ocesS, i=1
n
= [[uw—o
oceS, j=1
en effectuant le changement d’indice j = 0~!(i) dans le produit. Comme S,, est un groupe, on a :
{0‘_1 ‘0 S S’n} =5,

donc :

det(A Z HaJT =det(A")

T€S, j=1

(79) Une matrice est inversible si et seulement si la famille de ses vecteurs colonnes forme une base de K. Ceci
équivaut a la non-annulation de cette famille de vecteurs (z1,...,z,) € (K™)", c’est-a-dire & la non-annulation
du déterminant de la matrice (par définition du déterminant d’une matrice).

(7i7) On note £ la base canonique de K™. L’application :
_ (K™)™ — K
v (x1,...,xp) +—— det (Mat@(xl,...,xn)B)

est une forme n-linéaire (par composition d’applications n-linéaires) qui est alternée (car det l'est). Comme
A, (E) est une droite vectorielle, il existe A € K tel que :

VM € Mn(K), (M) = Xdet(M)

c¢’est-a-dire :
VM € 4, (K), det(MB) = Adet(M)
En évaluant en M = I,,, on obtient A = det(B), d’ou le résultat annoncé.

(iv) Cette formule provient du caractére n-linéaire du déterminant. ]

Corollaire 1 Soit A € GL,,(K). Alors :

1
det(A)

det(A™1) =

Démonstration  Soit A € GL,,(K). Comme A est inversible, on sait que det(A) # 0 et que :
det(I,) = 1 = det(AA™") = det(A) det(A™1)

d’ot le résultat en divisant par det(A). [ |

3) Déterminant d’un endomorphisme

Proposition/définition 1 Soit f € Z(F). Alors la quantité det(Matg(f)) ne dépendant pas du choix
de la base Z de E. Cette quantité est appelée déterminant de l’endomorphisme f de E et il est noté det(f).

Démonstration Soient A et A’ deux bases de E et P = Py g la matrice de passage de la base # vers la base
%', On sait alors que :
Mat g (f) = P~ 'Matg(f)P

donc (propriété relative au déterminant du produit de deux matrices) :
det(Matg (f)) = det(P~'Matg(f)P)
= det(P~!) det(Matz(f)) det(P)
= det(Mat(f)) [ |

10



222 Exercice 1 Soit I’endomorphisme de R? :

f-{ R? — R?
' (l‘,y) — (x+2y,—x—y)

L’endomorphisme f est-il bijectif 7 Justifier.

Proposition 10  Soient (f,g) € £ (E)? et A € K. Alors :
(1) det(go f) = det(g) det(f);
(4i) pour tout k € N, det(f*) = det(f)* ott f¥ = fo---o f (k fois);
(7i7) det(Af) = A" det(f);
(iv) f e GL(E) < det(f) #0.

Démonstration Tout découle des propriétés du déterminant matriciel. |

Remarque : l'application det : GL, (K) — K* est donc un morphisme (surjectif) de groupes.

IV — Calculs pratiques

1) Déterminant d’une matrice triangulaire

Proposition 11 Soit A = (a;;)1<ij<n € #,(K) une matrice triangulaire. Alors :

det(A) = ﬁ (7%
i=1

Démonstration Quitte & remplacer A par AT (ce qui ne change pas la valeur du déterminant), on peut supposer
que A € 7,7 (K). Soit 0 € Sy, \ {Id}. 1l existe alors nécessairement i € [1,n] tel que o (i) > i, et donc a,(;),; = 0, d’ou
la formule annoncée. u

Exemple 11 — det(diag(A1, ..., A\n)) = A1 X -+ X Ap.
1 2 3
— |0 =1 0] =-5
0 0 5

2) Effet des opérations élémentaires sur le déterminant

Nous avons introduit les opérations élémentaires dans le chapitre sur les matrices et les systémes. Le déter-
minant étant une forme linéaire alternée, les effets de ces opérations sont les suivants :

— échanger deux colonnes (C; <+ C;) multiplie le déterminant par —1;

— multiplier une colonne par un scalaire non nul A (C; <— A C;) multiplie le déterminant par A

— ajouter une colonne & une autre (C; <— C; + Cj, ot j # i) ne modifie par le déterminant.
On peut également faire des opérations élémentaires sur les lignes et les effets sont les mémes (puisqu’une
matrice et sa transposée ont le méme déterminant).

11



Exemple 12 Soit x € C. Calculer le déterminant d’ordre n suivant :

z 1 ... 1
x
Dy (z) =
1 ... 1 =«
Une solution. On commence par effectuer 'opération élémentaire C; < C1 +---+ C,, :
11 ... ...1
1 =z

Dyp(z)=(x+n—-1)|1 4

R |
11 ... 1 =

Pour tout i € [2,n], on réalise maintenant ’opération élémentaire L; + L; — L1, ce qui donne :

1 1 1
0 z—1 0 ... 0
Dy(z)=(x+n-1): . . - Cl=@4n—1)(z—1)""
. .
0 0 0 z—-1

3) Développement suivant une ligne ou une colonne

Définition 9 (mineur et cofacteur)  Soient A € .#,(K) et i,j € [1,n].

* On appelle mineur d’indices 7 et j la matrice extraite de A suivante :

Min; ;(A) = (@ij)1<k,e<n
ki
(]

* On appelle cofacteur d’indices i et j le scalaire :

COfiJ‘(A) = (—1)i+j det(Minm(A))

Remarques :

* Pour obtenir le mineur d’indices ¢ et j, on supprime donc la ligne ¢ et la colonne j de la matrice A.

* Pour une matrice de taille 3 x 3, il y a donc 9 mineurs et autant de cofacteurs.

1 2 3
Exemple 13 Pour la matrice A= (4 5 6|,ona:
7 8 9
1 j Mini,j (A) COf@j(A)
11 (g g) 99X 9—-6x8
112
113
21
2|2
213
311
312
313
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Proposition 12 Soit A € ., (K).

* Pour tout j € [1,n], on a :
det(A) = Z a;,j Cof; j(A)
i=1

* Pour tout i € [1,n], on a :

det(A) = Z Qg j COfiVj (A)
j=1

Démonstration Soit j € [1,n]. Posons A = (air)1<ie<n €t notons Aj,..., A, les matrices colonnes de A. Si
B = (e1,...,e,) désigne la base canonique de K", alors :

Ve € [1,n], Ay = Zai,éei
i=1
Ainsi :

det(A) = dg%t(Al, ey Aj—lvAj7Aj+17 e 7An)
= d%t (Al, ce 7Aj—1a §ai7jei,AJ~+1, NN 7An>

n
= Zam dét(Al, N ,Aj_l,ej,Aj+1, . 7An)
i=1

noté D; ;
par n linéarité du déterminant dans la base Z. Pour tout ¢ € [1,n], on a :

1,1 e al’j,l 0 a1’j+1 e ai,n

aj—15-1 0

Di, i = | Qi1 PN i 5—1 1 i 41 SPN Qi n
J
0 .
. An—1,n
an1 .- Qp,j—1 0 Qpj4+1 - An,n

Soit 7 € [1,n]. Calculons le déterminant D; ;. En effectuant les opérations élémentaires C;j <+ Cj11, Cji1 <> Cjia,...,
Cph1+C,,ona:

a1,1 PN ai,j—1 a1,541 AP ain 0
) Qi—1,5—-1 0
n—
Di,j = (—1) J a1 e Aj5—1 Q541 e Qi n 1
An—1,n 0
an,a1 - Qp,j—1 Qp 41 - -- An . n 0

On effectue ensuite les opérations élémentaires L; <+ L;+1, Liy1 <> Liyo, L1 <> L, pour obtenir :

ai,i . a1,5-1 a1,5+1 cee QA1 0
o Ai—1,j—-1 -0
D; ;= (1) (D) L
[ — @j41,5+1 :
=(—1)i+i .
an,1 N Qn,j—1 Un,j+1 cee Qpn 0
;1 . Q51 Q541 . Qi n 1

13



En explicitant ce déterminant (avec la définition), les seules permutations o de S,, qui donnent une contribution non
nulle sont celles telles que o(n) = n. On obtient :

ai,1 ar,j—1 ar,j+1 ai,n
o Ai—1,5—1 o
Di,j = (—l)hLJ = (—1)“” det(Minivj(A)) = COfiJ‘(A),
Aj+1,5+1
Qn,1 Gp,j—1 Gn,j4+1 An,n
@i,1 @i j—1 @i, j+1 Ain
ce qui démontre la premiére formule annoncée. Le calcul est analogue pour la seconde. |
Exemple 14 On a :
1 4 7
5 8 4 7 4 7
2 5 8 =1x +(—2) x +3 x =0
36 9 6 9 6 9 5 8

En pratique, on calcule un déterminant en faisant des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes
(pour simplifier le calcul du déterminant) et on se raméne a la proposition précédente.

0 2 -1 1

Exemple 15 Calculer le déterminant D = -1 1l

0
2
1 2

o = O

4) Déterminant de Vandermonde

Théoréme 4 (déterminant de Vandermonde)  Soient n € N\ {0,1} et zy,..., 2z, € K. On pose :

Va1, ..., xpn) = det ((azg_l)lgij@J

1 oz 2?0 a2t
1 oz a3 ... ap!
= : (déterminant de Vandermonde)
1z, 22 xnt
Alors :
Vo(z1,. .., x0) = H (xj — ;)
1<i<j<n

En particulier, ce déterminant est non nul si et seulement si les scalaires x1,...,x, sont deux & deux

distincts.
Démonstration Pour tout k € [2,n], on effectue l'opération élémentaire Cy < Cj — x,Ci—1 (dans 'ordre
décroissant) :

1 z1—2z, x1(T1 — Zp) e x?‘Q(ml — )

1 x9—x, xo(Ty — Tp) . xg_z(mg — )

V’I’L(w17 >$Tl) = N N
1 zp1—x xn—l(l‘n—l - xn) . xﬁ:%(xn—l xn)
1 0 0 - 0
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On développe ce déterminant par rapport & la derniére ligne :

1 — Tp, x1(x1 — Tp) . x}‘_Q(xl — )
| T2 Zn xo(Ta — Tp) . 217;172({172 — ) )
V(i .. yz,) = (1) . . ) (déterminant d’ordre n)
Tpo1— Ty Tpo1(Tno1—Tn) ... Tp(Tao1 — Tp)

Pour tout 7 € [1,n — 1], on remarque la présence du facteur x; — x,, sur la i® ligne du déterminant donc, par
multilinéarité, on obtient :

1 oz zp 2
nl 1 @ xh 2
Valar, ..o aa) = (—1)™* (Hm - m>>
i=1
1z ‘TZ:%

1 T . . .
Or Vo(z1,x0) = ‘1 | =21 donc un raisonnement par récurrence fournit :
2
n k—1
n yeeeydn) = — &) = ] L)y
Va(wr,-own) = [T [[G@r =200 = [ (25 —=)
k=21i=1 1<i<j<n
d’oit le résultat. [

Retour sur l’interpolation polynomiale et les polynémes de Lagrange

Soient n € N\ {0,1} et des scalaires z1,...,Zn,Y1,...,Yn € Kol z1,..., 2, sont deux a deux distincts. On
sait qu'il existe un unique polynéme P € K,,_1[X] (de degré au plus n — 1) tel que :

Vk € [1,n], P(zk) = y
Plus exactement, il s’agit du polynéme :

n
P = Z YiLi
i—1

ou Ly,...,L, sont les polyndémes de Lagrange associés aux scalaires z1, ..., Ty, c’est-a-dire :

n X—
vie[ln], Li=[[>—=

i) Ti — Tk
kA
L’existence et 'unicité d’un tel polyndéme peut étre (re)démontré a l’aide du résultat connu sur le déterminant
n—1
de Vandermonde. En effet, si P = Z ap Xk € K,_1[X], alors :
k=0
n .
(Vi € [1,n], P(x;) =y;) — [Vie[l,n—1], Zajxf =y
j=1
1 @ 22 ... m’f‘l ao Y1
1 @ 2d ... 2! ai Y2
<~ =
1 =z, x% ... :Uﬁfl Ap—1 Yn—1
notée ¥ (x1,...,Tn
Ce systéme linéaire est compatible si et seulement si la matrice ¥, (z1, ..., x,) est inversible, c’est-a-dire si et
seulement si V,,(x1,...,2,) # 0, ce qui est le cas puisque les scalaires x1, ..., x, sont deux a deux distincts.
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5) Inversion de matrices

Définition 10 (comatrice)  Soit A € ., (K). On appelle comatrice de A la matrice de ., (K), notée
Com(A), dont le coefficient en position (i, j) € [1,n]? est le cofacteur Cof; ;(A).

Exemple 16 — SiA= (Z Z) € #5(K), alors Com(A) = (_db —ac).
1 0 0 -1 3 2
— SiA=[1 1 —1],alorsCom(A)=|0 -1 0
-2 0 -1 0 1 1

Proposition 13  Soit A € .#,,(K). Alors :
ACom(A)T = Com(A)T A = det(A)I,

Ainsi, si A € GL,(K), on a :

Démonstration Posons A = (a; ;)1<ij<n et ACom(A)T = (b; ;)1<i j<n. Soit 4,7 € [1,n]. On sait que :

bi’j = Z Qi k (Com(A)T)k,j = bi,j = Z Qs k CijJC(A)
k=1 k=1

On distingue deux cas.

*x Premier cas : j =1
Alors :

n
bii = aixCof;(A) = det(A)
k=1
en développant le déterminant par rapport a la ligne i.
*x Deuxiéme cas : j # i
Ici:

bi’j = Z Qi L Cij’k(A) =0
k=1

En effet, ce déterminant est celui de la matrice de taille n x n dont toutes les lignes sont celles de A, sauf la j°

qui correspond a la i° ligne de A. Comme cette matrice & deux lignes identiques, le déterminant est nul. W
a b , . )
Exemple 17 — Pour A = ¢ d € GLy(K), on retrouve 'expression de I'inverse :

A= (% )
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