Applications linéaires : aspect matriciel

Dans tout ce chapitre, K désigne 'un des deux corps R ou C. On considére ici trois espaces vectoriels E, F
et G que 'on suppose de dimensions finies respectives n € N*, p € N* et ¢ € N*. On munit £ d’une base

P = (e1,...,en), F d'une base € = (fi1,..., fp) et G d’une base & = (g1,...,9q).

I — Matrice(s) d’une application linéaires

1) Matrices et vecteurs

Définition 1 (matrice d’un vecteur dans une base donnée)  Soit z € E. Il existe un unique n-
n

uplet de scalaires (z1,...,2,) € K" tel que z = Zxkek. On appelle matrice de = dans la base 4,
k=1

notée Matz(x), la matrice colonne :

I
Matg(z) = | : | € #n1(K)

)

Tn

Exemple 1  Dans la base 2 = ((1,0),(1,1)) de R*, on a :
V(z.y) €R? (zy) = (@ —y) (L,0)+y-(1,1)

donc :

Mat((z,y)) = (m - y)

Y

Proposition 1 L’application :

. EFE — %n,l(K)
Mat@.{ x +—— Maty(z)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration La linéarité est claire. De plus :

Vo = inei €E, x € Ker(Matg) < (Vi € [1,n], x; =0)
i=1

ce qui entraine l'injectivité de Mat . On conclut avec les dimensions des deux espaces mis en jeu. |

On peut également définir la matrice d’une famille de vecteurs # = (uq,...,ux) dans la base 4 de E; il
s’agit de la matrice Matg(.#) de 4, 1,(K) dont la i® colonne contient les coordonnées de u; dans la base %.

1 0
Exemple 2 La matrice dans la base canonique de R? de la famille ((1, 0,1),(0,2, 3)) est [0 2
1 3



2) Matrices et applications linéaires

Définition 2 Soit f € Z(E, F). On appelle matrice de f dans les bases # et € de E et F, notée
Matg «(f), la matrice de la famille f(Z) dans la base €, c’est-a-dire :

Matggfg(f) = Mat%(f('%)))

Remarques.
x Cette matrice est de taille p X n.
* Si f e Z(FE) et si =%, cette matrice est notée Matz(f) (au lieu de Matgz z(f)).
* Concrétement, la matrice Matg (f(£)) est celle des vecteurs f(e1), f(e2),..., f(e,) dans la base €.

Exemple 3 1. Considérons 'application linéaire suivante :
I R? — R3
| (@) — Qetyz+y,3y)

Posons % = ((1,0), (1, 1)) et € = ((1,0,0), (0,1,0), (0,1, 1)) On vérifie facilement que & et € sont
des bases de R? et de R? respectivement. De plus :

F(1,0) = (2,1,0) =2 (1,0,0) +1- (0,1,0) +0- (0,1,1)

et :
On a donc :
2 3
Mt (f) = [1 -1
0 3

2. Considérons C comme un R-espace vectoriel (une base est donc %(1,1)) et la similitude fop : 2 €
C — az + b. La matrice de f,; dans la base % de C est :

~ (Re(a) + Re(b) Re(b) —Im(a)
Map = <Im(a) +Im(b) Tm(b)+ Re(a)>

)

Remarques.

* Si0: E — F est Papplication linéaire nulle, alors :
Matg ¢ (0) = 0, (matrice nulle)

* On a également Maty(Idg) = I,,.

* Par contre, si £ est muni de deux bases différentes % # ¢, alors Matg « (Idg) # I,, en général. Par
exemple, si on munit R? des bases 2 = ((1,0), (1,1)) et € = ((1,0), (0,1)), alors :

1 1
Mate%’%(IdRz) = (0 1> D)

Proposition 2 L’application :

Z(E,F) —  Mpn(K)

Mat :
e { f o Matge(f)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.




Démonstration La linéarité est claire, de méme que l’injectivité. Les deux espaces mis en jeu sont de méme
dimension np. |
Remarques :

* Le caractére linéaire de Mat g « signifie que :
VAeK, Vf,ge .,%(E, F), Mat@7g(f + )\g) = Matgg7<g(f) + )\Matggfg(g)

* Soit A € M, (K). D’apres la proposition précédente, il existe une unique application linéaire f4 €
Z (K" KP) donc la matrice dans les bases canoniques de K" et de KP est la matrice A. On 'appelle
application linéaire canoniquement associée a A. Par exemple, I'application linéaire canoniquement

R . - 1 2 3 )
associée a la matrice A = <4 5 6> est :

fa K} — K2
A\ (z,y,2) — (24 2y + 32,42 4 5y + 62)

Cette identification permet de définir le noyau, 'image et le rang d’une matrice :

Définition 3  Soit A € ), ,(K) d’application linéaire canoniquement associée notée f4 € Z(K", KP).
On définit le noyau, 'image, et le rang de A comme suit :

Ker(A) = Ker(fa),  Im(A)=Im(fa) et  rg(4) =rg(fa)

Exemple 4  Donner le noyau, I'image et le rang de A = (é _21> € #>(R).

Remarque : Les colonnes d’une matrice A constituent donc une famille génératrice de Im(A). Quant aux
lignes, elles fournissent un systéme d’équation cartésiennes de Ker(A).

Proposition 3  Soient u € Z(E,F) et x € E. Alors :

Maty (u(x)) = Matg «(u) Mat z(x)

n
Démonstration Soit x = Zx]—ej € E. Posons Matg ¢ (u) = (u; ;) 1<i<p € Mpn(K). Par linéarit¢ de u, on a :

j=1 1<isn
n n p n
u(z) =Y wjules) = apy wigfi=Y | D i | fi
j=1 j=1  i=1 i=1 \j=1
d’on ’égalité annoncée. |

3) Matrice et composition d’applications linéaires

Proposition 4  Soient u € Z(E,F) et v e Z(F,G). Alors :

Matg (v o u) = Maty ¢ (v) Matg «(u)




Démonstration  Posons Matg,«(u) = (u;;) 1<i<p et Mate (v) = (vij)1<i<q- Soit j € [1,n]. On a (par linéarité

1<jsn 1<<p
de u et de v) :
P P
(vou)(e;) = vlules)) = v | D wijfi | = ujvler)
i=1 k=1
P q
= Z Uk,j Z Vi, kGi
k=1 i=1
q P
= E E Vi kUk,5 | 9i
i=1 \k=1
Ainsi :
P
Matag,g (v o u)s; = Y vk
k=1
ce qui démontre I'égalité annoncée. |

Corollaire 1 On suppose ici que E est muni de £ (i.e. € = %). L’application :

Mat : { —  Matg(u)

est un isomorphisme d’anneaux (et d’espaces vectoriels).

Démonstration Les seules nouveautés sont :
Yu,v € Z(FE), Mat (v o u) = Matz(v) Mat g (u)

et Matg(Idg) = I, ce qui est désormais acquis. |

Remarque : si n > 2, alors .Z(F) n’est pas commutatif (pour la composition) puisque .7, (K) ne 'est pas.

Corollaire 2 Soit f € Z(E, F). Alors f est un isomorphisme de E sur F si et seulement si .# 5 «(f)
est inversible. Dans ce cas, on a :

Maty (/1) = (Matuse (f)

Démonstration On raisonne par double implication.
x Si f est bijective de réciproque f~1, alors on sait que f~! € Z(F, E) et :

I, =Matg »(f ' o f) = Mate »(f ) Matg «(f)

De méme, Matg «(f) Mate %(f ') = I,. Donc Matg «(f) est inversible et on a I’égalité matricielle annoncée.

* Réciproquement, supposons que Matz «(f) soit inversible. On note M € .#,(K) son inverse. On note g
I’application linéaire de F' vers E dont la matrice dans les bases € et % est M. Alors on a les égalités :

Matg (g o f) = Matg «(f og) = In

Or Matg 5 et Maty « sont injectives donc go f =1Idg et fog =IdF, ce qui prouve le caractére bijectif de f.
|

-1 1 1
Exemple 5 L’endomorphisme f de R? canoniquement associé a la matrice A= | 1 -1 1 | estun

1 1 =1
automorphisme de R3.



4) Critére d’inversibilité d’une matrice

Proposition 5  Soit A € .#,(K). S'il existe B € 4, (K) telle que AB = I, (on dit que A est inversible
a droite), alors A est inversible d’inverse A~! = B.

Remarque : on dispose du méme résultat si A est inversible & gauche.

Démonstration Notons fa et fp les endomorphismes de K" canoniquement associés a f4 et & fp. L’égalité
AB = I, se réécrit (en notant B, la base canonique de K") :

Matggcan (f o g) = In = Mat{@mn (Id]Kn),

c’est-a~dire f o g = Idg» par injectivité de I'application Matg_, . Il s’ensuit que f est surjective et donc bijective
(en tant qu’endomorphisme d’un espace de dimension finie). Par unicité de la réciproque d’une application, on a
nécessairement f~' = ¢. On a donc g o f = Idg» se qui s’écrit matriciellement BA = I,,. Finalement, A est inversible
d’inverse B. ]

Proposition 6  Soit A € ., (K). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) A€ GL,(K)
(i) Ker(4) = {0}

(iii) les colonnes de A forment une base de K"
)

(iv) rg(A)

Démonstration Soit fa 'endomorphisme de K" canoniquement associé & A. Alors :
A € GL,(K) <= f4 bijective <= f4 injective <= f4 surjective,

d’ou les différentes équivalences. |

Conséquence : une matrice T' € 7,7 (K) U 7, (K) (triangulaire) est inversible si et seulement si ses coeffi-
cients diagonaux sont tous non nuls.

5) Retour sur les systémes linéaires

Considérons A € 4, ,(K), B € #,1(K) et le systéme linéaire . : AX = B d’inconnue X € .#,1(K).
L’équation homogéne associée est :
H: AX =0y

On a Sol(.7#) = Ker(A).

Définition 4 (rang d’un systéme) On appelle rang de ., noté rg(.¥), le rang de la matrice A, i.e. :

rg() = rg(4)

Remarque : rg(¥) < min(n, p).

Proposition 7 L’espace vectoriel Sol(7#) C KP est de dimension p — r, ot r = rg(.¥).




Démonstration Notons f4 € Z(KP,K") lapplication linéaire canoniquement associée a A. Alors rg(fa) =
rg(A) = r (par définition du rang d’une matrice) et l’ensemble Sol(.7°) est isomorphe a Ker(f) (via 1'application
Matg,,, qui associe & un vecteur de K sa matrice dans la base canonique de K?). En particulier, ces deux espaces
ont la méme dimension et on déduit le résultat du théoréme du rang. |

Remarques.

* Sin < p (moins d’équations que d’inconnues), alors r << p et donc dim(Sol(s#)) > 0. Le systéme
homogéne admet donc une infinité de solutions.

* Passons maintenant au systéme .#. Celui-ci est compatible si et seulement si B € Im(A).

De plus :

Proposition 8 Si . est compatible et si Xy € KP est une solution particuliére, alors Sol(.¥) est un
sous-espace affine de KP de dimension r — p, oil 7 est le rang du systéme.

Démonstration On sait en effet que :
Sol(.7) = X + Sol(2)

et on connait la dimension de Sol(J7). ]

Remarque : si A est carrée est inversible, alors on sait . admet une unique solution (qui est A~!Xg). Dans
ce cas, la dimension de l'espace affine associée est 0 (ce qui est rassurant). On parle de systéme de Cramer.

II — Changements de base

1) Matrices de passage

On suppose que E et F sont de dimensions respectives p € N* et n € N* et que E est muni de deux bases
P et #' tandis que F est muni de deux bases € et €.

Définition 5 (matrice de passage) On appelle matrice de passage de B a 9B’ la matrice carrée notée
Py g suivante :
ng7 — Mat@(%/)

Remarque : Py g = textrmMat gz z(1dg).

Exemple 6  Dans R?, considérons les bases 2 = ((1,0), (0,1)) et ' = ((1,0),(1,1)). Alors :

11 1 -1
P,%,e%l - (0 1) et Ppg,,e% - (0 1 )

Proposition 9 On a :
(i) Pg.a € GLyn(K)

(11) et (Pg&gg/)_l = P@’,%

Démonstration D’aprés le lien entre le produit de matrices et la composition des applications, on a :

Py o Py . = Matg (ldp) Matg g (Idg) = Matg(Idg o Idg)
— Mat(1dg)
= In,

d’ou le résultat. |



Connaissant les coordonnées d'un vecteur dans une base % donnée, la matrice de passage Pg g permet
d’obtenir les coordonnées du-dit vecteur dans la nouvelle base %'

Proposition 10 Pour tout x € F, on a :

Mat g (z) = Py # Mat z(x)

Démonstration Pour tout x € F, on a :
Matz(z) = Matgz(Idg(z)) = Matg 2 (Idg) Matg(x),

d’ott le résultat. n
Exemple 7 Soit (z,y) € R?. Considérons la base 2 = ((1,0),(1,1)) de R%. Alors :

=3 )(0)-(7)

Les matrices de passages permettent également de trouver la matrice d’une application linéaire dés lors que
I’on change les bases.

Proposition 11 On a l'égalité :

Matg «/ (f) = Pgr o Mat g« (f) Pz

Démonstration On a l'égalité f = Idp o f o Idg donc :
Matg % (f) = Matg « (Idr) Matz < (f) Matz, 2 (Idg),
d’oit le résultat. [
Remarque (cas particulier) : si E = F et si Z =% et ' = ¢’, alors on a, en posant P = Py 4,
Mats(f) = P~ Maty (f)P

Exemple 8 Considérons une base % = (ey, e, e3) de R3 et ’'endomorphisme de R? dont la matrice dans
la base £ est :

1 -1 2
A=1| 0 1 1
-2 0 1

On considére les vecteurs €1 = 2e1 + 3ea + e3, €9 = 3e1 + dey + €3 et €3 = e1 + 2es + 2e3. Montrer que
€ = (e1,€2,¢3) est une base de R? et calculer la matrice de f dans celle-ci.

Solution. On vérifie que :
-1

2 31 -6 5 =2

Pt=1(3 4 2 =14 -3 1

1 1 2 1 -1 1
1 00
La matrice demandée est donc B=P AP =0 2 0
00 3

2) Matrices équivalentes



Définition 6  Soit A € ), ,(K). On appelle rang de A, noté rg(A), le rang de la famille des colonnes
de la matrice.

Exemple 9 Déterminer le rang de ...

Proposition 12 Soit f € Z(FE, F) de rang noté r (on a r € [0, min(p,n)]). Il existe une base & de E
et une base € de F' dans laquelle la matrice de f est :

Matgg’cg(f) = J,
ou :

I. 0
J, = <0 0) € My p(K)

Cette matrice est appelée matrice canonique de rang r.

Démonstration  D’aprés le théoréme du rang, on a dim(Ker(f)) = p — r et Ker(f) admet un supplémentaire de
dimension r. Considérons une base %(eq,...,ep) qui est adaptées a la décomposition E = G & Ker(f). La famille
(e1),...,er) est libre dans G et f|g est injective (puisque G N Ker(f) = {0}) donc la famille (f(e1),..., f(er)) est
libre. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut compléter cette famille en une base ¢ de F'. On vérifie alors
que Matg ¢ (f) = Jyr. |

Définition 7  Deux matrices A, B € #,, ,(K) sont dites égquivalentes sil existe deux matrices inversibles

P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que B = P71 AQ.

Remarques : deux matrices d’une application linéaire f € Z(E, F'), écrites dans des bases différentes de
E et de F' sont équivalentes.

Proposition 13 La relation d’équivalence sur les matrices est une relation d’équivalence.

Démonstration facile |

Proposition 14 Soit A, B € M, p(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A et B sont équivalentes

(ii) A et B sont des matrices d’'une méme application linéaire
(iii) rg(A) = rg(B)

Démonstration * Soit f D'application canoniquement associée & A et notons Z et € les bases canoniques
de K? et de K™ respectivement. Alors A = Matg «(f). Comme B est équivalente & A, il existe P € GL,(K)
et Q € GL,(K) telles que A = P~'BQ. Si on note ¢’ la famille des colonnes de la matrice P et £ la famille
des colonnes de la matrice @, on a P = Py 4 et Q = Py 2 (on sait que les familles %’ et € sont des bases
de leurs espaces respectifs puisque P et ) sont inversibles). Ainsi :

B = ch/fg Mat@7cg(f)P@7=@/ = Matga/fg/(f)

ce qui montre que A et B sont les matrices d'une méme application linéaire. Ceci démontre 1'implication
(i)=(ii).



* Soit f une application linéaire représentant A et B. Par définition du rang, pour toute base B de I’espace de
départ de f, on a rg(f) = rg(f(A)), d’ou 'égalité annoncée par définition du rang d’une matrice.

* Supposons que A et B soit de méme rang r et notons f et g les applications linéaires canoniquement associées
a A et a B respectivement. On a rg(f) = rg(g) = r donc, dans des bases adaptées, f et g admettent pour
matrice la matrice J,.. Donc, par changement de base, A est équivalente & B. |

Corollaire 3 ~ Une matrice A € ., ,(K) est de rang r € [1,min(n,p)] si et seulement si elle est
équivalente a la matrice J, (de taille n x p).

Démonstration Cette équivalence provient de la proposition et du fait que rg(J,.) = 1. |

3) Calcul pratique du rang d’une matrice ou d’une application linéaire

Revenons sur les opérations élémentaires vues dans le chapitre sur les systémes linéaires et les matrices.

Proposition 15  Soit A € 4, ,(K).

* Lorsque 'on effectue des opérations élémentaires sur les lignes de A on ne modifie pas le noyau de
A ni le rang de A.

* Lorsque l'on effectue des opérations élémentaires sur les colonnes de A, I'image de A et le rang sont
inchangés.

Démonstration Soit f D'application linéaire canoniquement associée a A. Effectuer une opération élémentaire
sur les lignes de A revient a multiplier A & gauche par une matrice inversible (de transvection, de dilatation ou de
permutation). Si A’ est la nouvelle matrice, alors A et A’ sont équivalentes. Elles ont donc le méme rang. |

Remarque : cette proposition permet de calculer le rang d’une matrice/application linéaire en utilisant
I’algorithme du pivot de Gauss.

Exemple 10 Calculer le rang de ...

Proposition 16  Pour tout A € ., ,(K), on a rg(M7T) = rg(M).

Démonstration Notons r le rang de A. Alors A est équivalente a J,. ; il existe donc P € GL,,(K) et @ € GL,(K)
telles que A = P~1J,.Q, ce qui implique que AT = QT J,.(PT)~! puisque J, est symétrique. Donc AT est équivalente
a J,, d’ou le résultat. [ |

4) Matrices extraites

Définition 8 (matrice extraite) Soit A € A, ,(K). On appelle matrice extraite de A toute matrice
de la forme A" = (a;;)ier ou I et J sont des parties non vides de [1,7n] et [1,p] respectivement.
jeJ




Remarque : il s’agit de ne conserver qu’'un certain nombre de lignes et de colonnes de la matrice initiale.

1 o 1 1 2 5
Par exemple, les matrices et sont extraitesde |3 4 2
3 4 4 40 0

L’intérét des matrices extraites réside dans le résultat suivant.

Proposition 17  Soit A € 4, ,(K) et r € [1, min(n,p)]. Alors A est de rang r si et seulement si :
(i) il existe une matrice extraite de A carrée de taille r x r inversible;

(ii) et toute matrice extraite de A est de rang au plus r.

Démonstration On raisonne par double implication.

* Supposons que (i) et (ii) soient satisfaites. Comme A est extraite de A, on arg(A) < r d’apres (ii). Si Cy,...,C,
correspondent aux 7 colonnes de la matrice A qui ont été retenues pour trouver une matrice extraite de A
inversible de taille r x r, on a les inégalités :

I‘g(A) Z rg(cla AR CT‘) =T

donc rg(A4) = r.

* Réciproquement, supposons que A soit de rang r. On peut trouver une famille libre de r vecteurs colonnes de
la matrice A qui soit de rang r (par définition du rang d’une matrice). On peut donc extraire une matrice A’
de A de taille n x r dont les colonnes forment une famille libre de vecteurs de K”. Or rg(A'T) = rg(A’) = r

donc on peut extraire r lignes de A’ formant une famille libre de K", d’ou le résultat. |
1 1 2
2 31 8 3 1.0
Exemple 11 811 0 3 1 > 3 car la matrice | 0 3 1| est inversible
0 0 2
3 0 0 2

IIT — Matrices semblables

1) Trace d’une matrice carrée

Définition 9 (trace)  Soit A = (a;;)1<ij<n € #,(K) une matrice carrée. On appelle trace de A, notée
Tr(A), le scalaire :

n

Tr(A) = Z ag k

k=1

Exemple 12 — Tr(l,) =n

10
Tr(—m 2)‘3

Les propriétés algébriques de la trace sont les suivantes.

Proposition 18 (i) L’application Tr : 4, (K) — K est une forme linéaire sur ., (K) :
VA e K, VA, B € #,(K), Tr(A+ AB) = Tr(A) + A Tr(B)

(ii) Pour tout A € .#,(K), on a Tr(AT) = Tr(A).
(iii) Pour tout A, B € #,(K), on a I'égalité :

Tr(AB) = Tr(BA)

10



Démonstration Les points (i) et (ii) sont évidents. Soient A = (a;;)1<ij<n €t B = (bij)1<i,j<n deux matrices
carrées d’ordre n a coefficients dans K. Alors :

Tr(AB) =Y (AB)ii =YY aixbri =YY briaix

i=1 i=1 k=1 k=11i=1

> (BA)k

n
k=1
(

BA) |

Proposition/définition 1 Soient f € Z(E) (ou E est un K-espace vectoriel de dimension finie) et £
une base de E. La quantité Tr(Matz(f)) ne dépend pas de la base Z choisie dans E. On Iappelle la trace
de f et on la note Tr(f).

Démonstration Soient A et B’ deux bases de E et posons M = Matg(f), M’ = Matg (f) et encore P = P 4.
On sait alors que M’ = P~ M P donc, en utilisant I'associativité du produit matriciel et la propriété (iii) du résultat
précédent, on a :

Tr(M') = Te(P~Y(MP)) = Te(MP)P™') = Tr(M),

d’ou le résultat. |
Exemple 13 — Tr(Idg) = dim(E)
— Soit p € Z(FE) un projecteur de E et soit & = (e1,...,ep) une base adaptée a la décomposition

E = Ker(p) ® Im(p). En notant k la dimension de Ker(p), on a :
(i) Vi e [1,k], p(e:;) =0
(ii) Vi € [k+ 1,p], ple;) =e;

donc :

0 0
Mat.@(p) = <0 Ip—k)

Remarque : si u,v € Z(F), on a donc Tr(vou) = Tr(uov).

ce qui implique que Tr(p) = rg(p).

2) Notion de matrices semblables

Définition 10  Soit A, B € .#,,(K). On dit que A et B sont semblables s’il existe P € GL,,(K) telle que
B =P lAP.

Remarques.

* Deux matrices (carrées) semblables sont équivalentes, mais la réciproque est fausse (des matrices
carrées équivalentes ne sont pas forcément semblables).

* Soient A et ' deux bases d'un K-espace vectoriel, f € Z(FE) et P = Py 4. Alors :
Mat gz (f) = P~ Matg(f)P

donc les matrices Mat g (f) et Matg(f) sont semblables.

* On vérifie facilement que la similitude des matrices (carrées de méme taille) est une relation d’équi-
valence.

11



Proposition 19  Soit A, B € #,,(K) deux matrices semblables. Alors Tr(A) = Tr(B).

Démonstration Nous 'avons déja démontré. |

. . 1 .
Remarque : la réciproque est fausse. Les matrice 0o et <(1) O> ont la méme trace (égale & 0) mais elles ne

sont pas semblables (la deuxiéme matrice n’étant pas nulle).
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