Applications linéaires

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C et F, F' et G désigneront des K-espaces vectoriels.

I — Généralités

1) Définitions

Définition 1 (application linéaire) Une application f: F — F est dite linéaire si :
* ¥(z,y) € B, fla+y) = f(z) + f(y) (f préserve Vaddition);
* VAeK, Vx e E, f(A-z) =X f(y) (f préserve la multiplication par un scalaire).

Remarque : comme une telle application est un morphisme de groupes de (E, +) dans (F,+), on a f(0g) =
0. Ainsi, une application qui ne vérifie pas cette propriété n’est pas linéaire.

R3 — R

n’est pas linéaire.
T,Y,2) — Tx—y+z+2

Exemple 1 L’application f : { (

En pratique, on peut unifier les deux points de la définition pour montrer qu’'une application est linéaire.

Proposition 1 Une application f : E — F est linéaire si et seulement si :

YAEK, V(z,y) € E%,  f(z+ ) y) = f(2) + A\f(y) (f préserve les combinaisons linéaires)

Démonstration (=) Si f est lindaire, alors pour tout (A, z,y) € K x E?, on a :

fle+My) = f(z) + f(\y) = fz) + Af(y)

en utilisant successivement les deux points de la définition.

(<) Réciproquement, si f vérifie cette propriété, alors elle est linéaire (prendre A = 1k pour le premier point de la
définition et * = 0 pour le second). ]

Exemple 2 Les applications suivantes sont linéaires.
{ K2 — K2
*x f:
K[X] K

— . ., .
P s Pla) (morphisme d’évaluation en a)

* pour tout a € K, g, : {
KN — KN

*x T
u (un - uO)nEN

| RIX] — R[X]
*D.{ P s p



u +—  lim wu,

c — K
*x L: { otl ¢ désigne le sous-espace vectoriel de KN des suites convergentes.
n—+00

* Idg : { f : f (application identité de E)

EFE —F .
* 0: { . 0p (application nulle)
, o J R — R | o
L’application f : { - 22 n’est pas linéaire.

Remarque : par une récurrence immédiate, on peut montrer que si f : E —> F' est linéaire, alors pour
toute suite presque nulle ()xi)ie] e K! et pour tout (mi)ig € EI, on a:

f (Z )\il'i) =3 Nif(zi)

el i€l

Terminologie/notations :
* On note Z(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E vers F.

* Lorsque E = F, on parle d’endomorphismes de E, 'ensemble associé¢ est noté .Z(F) (au lieu de
* Si f € Z(E,F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E vers F. On note GL(E, F)
I’ensemble correspondant.

* Si f € Z(F) est bijective, on dit que f est un automorphisme de E, I'ensemble correspondant est
alors noté GL(E). On lappelle le groupe linéaire de E et on a :

Z(E)* = GL(E)

Exemple 3 (homothétie) Soit E un K-espace vectoriel. On appelle homothétie de E de rapport A toute
application de la forme :

m{E'ﬁE (c’est-a-dire hy = A1dg)

T — AT

On a hy € Z(F) (vérification immeédiate).

22% Exercice 1 1. Déterminer les applications linéaires de R dans R (autrement dit, expliciter
Z(R)).
2. De méme, déterminer .Z(R?).

2) Opérations sur les applications linéaires

On peut naturellement munir £ (F, F) de Paddition des applications et de la multiplication par un scalaire.
Plus précisément, pour tout (f,g) € Z(E,F)? et tout A € K, 'application f + X - g est définie par :

Vo € B, (f+X-9)x)=f(x)+X-g(x) e F

Proposition 2  L’ensemble .Z(E, F) est un K-espace vectoriel.

Démonstration Il suffit de vérifier que Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel F¥. Or, il
est clair que 6 : * € E — Op est linéaire (exercice) et que Z(FE, F) est stable par combinaisons linéaires, d’ou le
résultat. u

On dispose aussi des propriétés de stabilité suivantes.



Proposition 3 (composition, réciproque) Soit (f,g9) € L(E,F) x Z(F,G). Alors :
(i) go f € Z(E,G);
(ii) si f est bijective, alors f~! € Z(F, E).

Démonstration (i) Soient A € K et (x,y) € E2. Alors :

(g0 f)(z+Ay) =g(f(z+Xy) =g(f(x) +Af(y))  car [ est lincaire
=g(f(x)) + Ag(f(y))qquad car g est linéaire
= (90 f)(x) +Ago f)y)
Donc I'application g o f est linéaire.
(i) Soient A € K et (X,Y) € F2 Comme f est bijective de E vers F), il existe un unique couple (z,y) € E? tel
que f(z) =X et f(y) =Y. Ainsi :
FTHX +AY) = fFH(f(@) + Af(y) = F1(f(x + \y))qquad car f est linéaire
= (f"r o f)la+My)
=Idg(z + \y)
=+ Ay
= fTHX) +AFTHY)

Donc f~! est linéaire de F vers E. |

Corollaire 1 Le triplet (Z(F),+,0) est un anneau (en général non commutatif).

Démonstration On vérifie effectivement que .Z(E) est un sous-anneau de (EZ, +,0). ]

Remarque : 'application

(f.9) —  gof

est bilinéaire, c’est-a-dire linéaire par rapport & chacune des deux variables d’entrée.

B:{ L(EF)x L(F,.G) — Z(E,G)

2™ Exercice 2 Le vérifier.

Définition 2 (itérées d’un endomorphisme)  Soit u € Z(F). On définit la suite des itérées de u
par récurrence de la maniére suivante :

* w0 =Idg;
* pour tout k € N, uF*+t = v o .

Si u € GL(E), alors on définit u* pour k € Z de la maniére suivante :

Vk € Z\ N, ub = (ut)7k

Par exemple, u® = w0 u o u.

Notation : si (u,v) € Z(F), la composition u o v se note aussi uv.

Exemple 4  Pour tout A € K*, on a hy € GL(E) et :

VkeZ,  (h)F=hyw



IT — Noyau et image d’une application linéaire
1) Préliminaire : images directe et réciproque

Une application préserve les combinaisons linéaires. Elle préserve également la structure linéaire des espaces
vectoriels.

Proposition 4 (image directe/réciproque d’un sous-espace vectoriel) Soient E’ un sous-
espace vectoriel de E et F’ un sous-espace vectoriel de F. Alors :

(i) f(E) est un sous-espace vectoriel de F';

(i) f~(F) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration (i) Tout d’abord, on a clairement f(E’) C F.
* Comme E’ est un sous-espace vectoriel de E, on a O € E’ et donc (par linéarité de f), 0p = f(0g) € f(E').

* Soient A € K et (X,Y) € f(E')% 1l existe (z,y) € E' tel que f(z) = X et f(y) =Y. La linéarité de f
nous donne alors :
X+AY = f(z) + Af(y) = f(z + \y)

et comme x+ Ay € E’ (puisque E’ est un sous-espace vectoriel de E), on peut conclure que X +\Y € f(E").
Ainsi, f(E’) est un sous-espace vectoriel de F.

(ii) On rappelle que :
fTUF)={zcE|f(x)e F'}

Il est clair que f~1(F') C E'.
* Comme f(0g) = 0p € F’ (car F’ est un sous-espace vectoriel de F) donc 0x € f~1(F’).
* Soient A € K et (x,y) € f~1(F")2. Alors, par linéarité de f,

flx+Xy) = f(z) + Mf(y) € F

car x et y appartiennent a f~1(F”) et car F’ est un sous-espace vectoriel de F.

Ainsi, f~1(F’) est un sous-espace vectoriel de E. [ |

Exemple 5  L’ensemble A = {P € R[X]|P(1) = P(2)} est un sous-espace vectoriel de R[X].
En effet, A = ¢! ({Ogx} ou :

[ RX] — R
9"‘{ P+ P(1)-P(2)

est linéaire (vérification immédiate a faire).

2) Image et noyau d’une application linéaire

L’idée est ici d’étudier I'injectivité d'une application linéaire. Si f € Z(E, F) et si (z,y) € E?, alors (par
linéarité de f) :

fl@)=fly) < f(z)— fly) =0p < f(r—y) =0 < z —y est un antécédent de Og par f

Ainsi, étudier I'injectivité de f semble reposer sur I'étude de f~1({0g}). A suivre...



(a) Deéfinitions

Proposition/définition 1 (noyau)  Soit f € Z(E,F).

* On appelle noyau de f le sous-espace vectoriel de F suivant :
Ker(f) ={z € E| f(z) =0p}
* On appelle image de f le sous-espace vectoriel de F' suivant :

Im(f) = {f(z) |z € E}

Démonstration On a Ker(f) = f~*({0r}) et on sait que {0r} est un sous-espace vectoriel de F'. On utilise alors

la proposition 4. Pour 'image, on a Im(f) = f(E) et on utilise encore 4. |
R[X] — R[X .

Exemple 6 — Le noyau de D : { [P ) L [P’ ] est Ker(D) = Ry[X], son image est R[X].

R(X] —R

P —s  P(0) est (X) (idéal engendré par X), son image est R.

— Le noyau de ¢, : {

RZ — R2

2% Exercice 3 Déterminer le noyau et 'image de f : { (@y) — (T—yr+y) "

(b) Propriétés

L’intérét du noyau et de 'image réside dans la proposition suivante.

Proposition 5 Soit f € Z(E,F). Alors :
(i) f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g};

(ii) f est surjective si et seulement si Im(f) = F'.

Démonstration (i) On raisonne par double implication.

* Supposons que f soit injective. Pour tout x € F, on a :

z € Ker(f) < f(z)=0p < f(z) = f(0R) car f est linéaire

.Z‘ZOE

car f est surjective. On a donc bien Ker(f) = {0g}.
* Supposons que Ker(f) = {0g}. Soit (z,y) € E? tel que f(x) = f(y). Par linéarité de f, on a :

0r = f(z) — fy) = f(z —y)

et donc  — y € Ker(f). L’hypothése entraine que x — y = Og, c’est-a~dire x = y. Ainsi, f est injective.

(ii) La caractérisation est en fait la définition méme de la surjectivité. ]

Ry[X] — R[X]

Exemple 7  Etudions l'injectivité de f : { D . 9p_XP -

Le résultat suivant permet de calculer en pratique I'image d’une application linéaire, dés lors que ’on dispose
d’une famille génératrice de E.



Im(f) = Vect(f(:))ier

Proposition 6  Soient (z;);er une famille génératrice de E (finie ou infinie) et f € Z(E, F). Alors :

Démonstration Soit y € F. Alors :
yelm(f) < Jz € E, y= f(x)
— 3(\) € K! presque nulle, y = f <Z /\lz,>
i€l

< 3(\) € K! presque nulle, y = fz Aif (x3) car f est linéaire
icl
< y € Vect(f(@i))ier

d’ot1 ’égalité annoncée.

. . e R — R?
22 Exercice 4 Calculer I'image de I’application linéaire f : {
plication f est-elle surjective ?

Une solution.
Comme ((170,0)7 (0,1,0), (0,0, 1)) est une base de R3, on a :

Im(f) = Vect(f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1)) = Vect((2,0), (1,1), (0,—1))
= Vect((1,0),(1,1),(0,1))
= Vect((1,0), (0,1)) (car (1,1) = (1,0) + (0,1))
=R?

donc 'application f est surjective.

I1I — Il en faut peu pour connaitre une application linéaire

(x,y,z) — (2$+y,y—2) .

Y

L’ap-

On suppose que E est de dimension finie égale a p € N* et on considére une base # = (ey,...,ep,) de E.

1) Détermination d’une application linéaire

vecteurs de F'. Alors il existe une unique application linéaire f de E vers F telle que :

Vi € I, f(el) = fz

Théoréme 1 Soient # = (e;)ic; € ET une base de E et . = (f;)ier € F! une famille quelconque de

Démonstration On raisonne par analyse-synthése.

* Soit z € E. En notant e} la forme coordonnée de E selon e;, on a :

T = Z ef(x)e;

S'il existe f € Z(E, F) telle que f(e;) = f; pour tout i € I, on a par linéarité de f,
fle)=1f <Z 6?($)6i> = @) fle) =) e (@)fi
iel iel il

Ainsi, si une telle application linéaire existe, alors celle-ci est uniquement déterminée.



* Considérons 'application f = Z el fi + E — F. Cette application est linéaire car les formes coordonnées le
iel
sont. |

2% Exercice 5 Soient e; = (1,1,1), e2 = (1,1,0) et e3 = (0,1,1). Montrer qu'il existe une unique
application linéaire de R? dans R? vérifiant

f(el) = (17 1)7 f(eQ) = (17 _1) et f(e?)) - (27 1)

Soit (z,y, 2) € R3. Déterminer f(x,v, 2).

2) Image d’une base et TRUC-jectivité

Proposition 7 (lien entre injectivité/surjectivité et I’image d’une base) On suppose que FE
posséde une base (e;);er. Soit f € Z(E, F). Alors :

(i) f est surjective si et seulement si (f(e;))._, est une famille génératrice de F';

el
(ii) f est injective si et seulement si (f(ei))iel est libre;
(i) f est un isomorphisme de E sur F si et seulement si (f(e;)), c; est une base de F.

Démonstration (i) Comme (e;);es est une famille génératrice de F, on a :
Im(f) = Vect(f(ei))iel

donc f est surjective si et seulement si ( f (ei)) ; engendre F.

ic
(ii) On raisonne par double implication.
(=) Supposons que f soit injective et montrons que ( I (ei))ie ; est libre. Soit (A;)ier € K’ une famille presque
nulle telle que :
Z Aif(ei) = 0p

icl

Comme f est linéaire, on a f (Z )\iei> = O puis, par linéarité de f, on obtient Z Aie; = 0g. Or (€;)ier
icl iel
est libre donc :
Vi eI, Ai = Ok,

ce qu’il fallait démontrer.

(<) Réciproquement, supposons que la famille ( f (ei)) soit libre et montrons que f est injective, c’est-a-dire

icl
que Ker(f) = {0g}. Soit = € Ker(f) de coordonnées (z;);c; € K! (famille presque nulle) dans la base

(ei)icr- On a par linéarité de f :

Op = f (Z $i€i> = Zfﬂif(ei)

el i€l

L’hypothése entraine que pour tout ¢ € I, on a \; = Ok, c’est-a-dire z = Og. Cela montre 'inclusion
Ker(f) € {Og}. L’inclusion réciproque étant claire, on a bien Ker(f) = {Og} donc f est injective.

(iii) C’est une conséquence immédiate de (i) et (ii). [ |
Exemple 8 Soient n € N* et (x1,...,2,) € K™ une famille de scalaires deux & deux distincts. L’applica-
tion :

Iy Kp-1[X] — K"
' P —  (P(z1),...,P(z))

est un isomorphisme de K,,_1[X] sur K".

En effet :



* On vérifie facilement que f est linéaire.

* Si . = (Ly,...,Ly,) est la famille des polynomes de Lagrange associée & (z1,...,x,), on sait que .Z
est une base de K,,_1[X]. De plus, I'image de cette base par f est la base canonique de K" car :

v(i,j) € [1,n]%, Li(xj) = d;
Donc f est bijective.

Le résultat suivant est trés utile en pratique.

Corollaire 2 (cas particulier de la dimension finie) Soient E et F' deux espaces vectoriels de
méme dimension (finie) et f € Z(E, F). Alors :

f injective <= f surjective <= f bijective

Démonstration On sait que dim(E) = dim(F') (dimensions finies). Alors :
f est injective <= f(A) est libre <= f(A) est génératrice de F’

car la famille f(%) est de cardinal dim(E) = dim(F). Ainsi, f est injective si et seulement si f est surjective (si et

seulement si f est bijective). d’ou le résultat. |
3 3
Exemple 9 1. L’application ¢ : R — R est un automorphisme de R3.
(SC,y,Z) — ($+?/,—$+?/,2)
; — | Ky[X] — K, [X] .
2. L’application 9 : { P XP' + P(0) est un automorphisme de K,,[X].

Corollaire 3 On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € Z(FE). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f e GL(E);
(ii) f est inversible & gauche (i.e. : 3g € L(F), go f =1dg);
(iii) f est inversible a droite (i.e. : 3g € Z(E), fog=I1dg).

Démonstration On démontre que (i) <= (ii) (la démonstration de (i) <= (iii) étant analogue). Tout d’abord,
on a clairement (i)==(ii). Supposons maintenant que f soit inversible a gauche, c’est-a-dire qu'il existe g € .Z(F) tel
que g o f =Idg. On montre facilement que f est injective et comme E est de dimension finie, f est bijective, ce qu’il
fallait démontrer. |

3) Espaces isomorphes

Définition 3 (espaces vectoriels isomorphes) Deux K-espaces vectoriels E et F sont dits iso-
morphes s’il existe un isomorphisme f € Z(E, F).

On s’intéresse uniquement aux espaces de dimension finie.



Proposition 8 (caractérisation des espaces isomorphes en dimension finie) Si E et F sont de
dimension finie, alors E et F' sont isomorphes si et seulement si dim(E) = dim(F).

Démonstration * Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € GL(E, F). Alors :

rg(f) = dim(F) = dim(F)

* Réciproquement, supposons que E et F' soient de méme dimension finie n € N* et soient (e1,...,e,) et
(f1,---, fn) deux bases de E et F respectivement. On sait qu’il existe une application linéaire f € Z(FE, F)
tel que :

Vi € [1,n], flei) = fi

L’application f est un isomorphisme de E sur F (puisqu’elle envoie une base de E sur une base de F). |

Le résultat précédent montre donc qu’il n’existe qu’un unique K-espace vectoriel de dimension n, & isomor-
phisme prés.

Corollaire 4 Si E est un K-espace vectoriel de dimension n € N*| alors E est isomorphe a K™.

Démonstration C’est une conséquence immeédiate de la proposition précédente puisque F et K™ sont de méme
dimension finie. [
Exemple 10 — L’espace K,[X] est isomorphe a K"+,

— L’espace ), ,(K) est isomorphe a K",

4) Dimension de Z(E, F)

On sait que (Z(FE, F),+,-) a une structure de K-espace vectoriel.

Théoréme 2 On suppose que E et F sont de dimension finie. Alors .Z(E, F') est de dimension finie
égale a :
dim(Z(E, F)) = dim(E) x dim(F)

Démonstration Si E ={0g}, alors Z(E,F) = {04 g, r)} donc la formule annoncée est vraie.
Supposons que maintenant dim(E) # 0. Considérons une base (eq,...,e,) de E. On vérifie facilement que :
o { Z(E,F) — Fn

‘ f — (fler),-.., f(en))

est une application linéaire. De plus, on sait que :

Y(fi,...,fn) € F*, 31 f € L(E,F), o(f)=(f1,---s fn)

Autrement dit, ¢ est une application linéaire bijective de .Z(E, F') dans F™. Donc on a aussi ¢ ! € GL(F", Z(E, F)).
L’espace vectoriel produit F™ est de dimension finie (car F' 'est) donc, si (fi,..., fp) est une base de F™", la famille
(07 (f1), -+, 1(fp)) est une base de Z(F, F). Donc cet espace est de dimension finie.

Puisque ¢ est un isomorphisme de .Z(E, F) sur F™, ces espaces sont de méme dimension. Ainsi :

dim(Z(E, F)) = dim(F") = ndim(F) = dim(F) x dim(F)

dim(Z(E, F)) = dim(F") = ndim(F) = dim(F) x dim(F)



5) Détermination d’une application linéaire sur une somme directe

On définit ici une application linéaire, non pas par I'image d’une base, mais par ses restrictions sur deux
sous-espaces vectoriels de F.

Théoréme 3 On suppose que E; et Ey sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F. Soit
fi € L(E1 F) et fa € L(Fy F). 1l existe une unique application linéaire f € Z(FE, F) telle que :

fle=hH et flg,=fo

Démonstration On sait par hypothése que ' = F1 ® Fs donc tout vecteur de F s’écrit de maniére unique comme
la somme d’un vecteur de F; et d’un vecteur de E5. On raisonne par analyse-synthése.

* Analyse : soit f € Z(E,F) tel que flg, = f1 et flg, = fo. Soit x € E. 1l existe un unique couple
(x1,22) € E1 X Ey tel que © = x1 + x2 et alors, par linéarité de f,

f(@) = f(z1) + f(z2) = fi(z1) + fa(22)

L’application f est donc uniquement déterminée.

* Synthése : considérons lapplication f telle que, pour tout x = x1 + x2, f(z) = fi(x1) + fo(22). L’application
f est clairement & valeurs dans F'. Ensuite :
— Pour tout z € E1, on a :

f(x1) = f(x1 4 0g) = fi(z1) + f2(0r) = fi(z1)

donc f|g, = fi1. De la méme maniére, on a f|g, = fo.
— Montrons maintenant que f est linéaire. Soit x = x1 + 22 et y = y; + y2 deux vecteurs de E et A € K (ou
(r1,91) € E? et (x2,y2) € E3). Alors :

T+ Ay = (21 + Ay1) + (22 + Ay2)
donc, par définition de f puis par linéarité de u; et us,

[z 4+ Ay) = ui(z1 + Ayr) + ua (22 + Ayo)
= w1 (z1) + Aui(y1) + uz(z2) + Aua(y2)
= (u1(z1) +ua(z2)) + Mua(y1) + u2(y2))
= u(z) + Au(y) |

Exemple 11  On sait que R3[X] = Ry[X] @ Vect(X?). Il existe un unique endomorphisme de R3[X] tel
que ¢(P) = P’ pour tout P € Ry[X] et ¢(X3) = X. Déterminons I'expression analytique de ¢.

IV — Rang d’une application linéaire

1) Définition

Définition 4 (rang) Soit f € Z(E,F) tel que Im(f) soit de dimension finie. On appelle rang de f,
noté rg(f), la dimension de l'espace vectoriel Im(f). Ainsi :

rg(f) = dim(Im(f))

Remarques :

* D’aprés la proposition précédente (sur le calcul pratique de 'image), pour toute famille génératrice ¢4
de E, on a :

rg(f) = rg(f(¢))

* Le rang est toujours bien défini si F' est de dimension finie.

10



2) Propriétés

Le rang permet caractériser l'injectivité et la surjectivité d’une application linéaire.

Proposition 9 On suppose que E et F sont de dimension finie. Soit f € Z(F, F'). On a les équivalences
suivantes :

(i) rg(f) < min(dim(E), dim(F));
(ii) f est injective <= rg(f) = dim(E);
(iii) f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F);
)

(iv) f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(E) = dim(F).

Démonstration Soit & une base de E.
(i) On a:
rg(f) = dim(Im(f)) < dim(F)

puisque Im(f) est un sous-espace vectoriel de F. La famille f(Z#) est composée de dim(F) vecteurs donc
Pespace vectoriel Vect(f(#) = Im(f) est de dimension au plus dim(F), d’ou I'inégalité attendue.

(ii) Soit Z une base de E. Alors :

rg(f) = dim(E) <= rg(f(#)) = dim(E)
<= la famille f(%) est libre

car cette famille comporte dim(FE) vecteurs.

(iii) Comme Im(f) est un sous-espace vectoriel de F, on a :

rg(f) = dim(F) <= dim(Im(f)) = dim(F) <= Im(f) =F
<= f est surjective

(iv) C’est une conséquence de (ii) et (iii). [ |

22% Exercice 6 Calculer le rang des applications linéaires suivantes :

) f'{ RZ2 — R3
U (y) — (my,ty)

9 g Ro[X] —  Ry[X]
9 P +— 2P—XP

Une solution.

1. Une base de R? est ((1,0),(0,1)) donc :
Im(f) = Vect(f(1,0), f(0,1)) = Vect((1,0,1),(0,1,1))

Les vecteurs (1,0,1) et (0,1, 1) ne sont pas colinéaires donc rg(f) = 2.
2. Une base de Ry[X] est (1, X, X?) donc :

Im(g) = Vect(g(1)7g(X),g(X2)) = Vect(2, X, Og,[x]) = Vect(1, X) = Ry [X]

donc rg(g) = 2.
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3) Rang d’une composition

Proposition 10 (rang d’une composée) Soient u € Z(E,F) etv e ZL(F,G),ou E, F et G sont de
dimension finie. Alors :

(i) rg(vou) < min(rg(u),rg(v));

(ii) si u € GL(E, F) (respectivement v € GL(F, )), alors rg(v o u) = rg(v) (respectivement rg(vou) =

rg(u)).

Démonstration (i) I s’agit de montrer que rg(v o u) < rg(u) et rg(v o u) < rg(v).
— Comme u(E) C F, on a (vou)(E) C v(F), c’est-a-dire Im(v o ) C Im(v). En prenant les dimensions, on
obtient rg(v o u) < rg(v).
— On sait que :
rg(v o u) < rg(u(#)) = rg(u)
si A est une base de E. ]
(ii) Supposons que v soit bijective de F' vers G. L’application ¢ : u(E) — G est linéaire et injective (car ces
propriétés sont conservées si on restreint une application & un sous-espace) donc :

rg(v 0 u) = 1g(8) = dim(u(E)) = rg(u)

Supposons maintenant que w soit bijective de E vers F. Alors u(Z est une base de F' (notouns la ¥). Par
définition du rang, on a donc :
rg(vou) =rg(v(%)) = rg(v)

4) Le théoréme du rang

Le théoréme qui suit fait le lien entre le noyau et 'image d’une application linéaire.

Théoréme 4 (forme géométrique du théoréme du rang) Soient E et F' deux K-espaces vecto-
riels (de dimensions quelconques) et f € Z(FE, F). Si Ker(f) posséde un supplémentaire S dans E, alors
fls : S — Im(f) est un isomorphisme de S sur Im(f).

Démonstration Comme f est linéaire, la restriction de f & S est linéaire ; de plus, cette application est clairement
a valeurs dans Im(f).

* Injectivité : comme S et Ker(f) sont en somme directe, on a :
Ker(f[r) =5 nKer(f) ={0g}

* Surjectivité : soit y € Im(f). Alors il existe x € E tel que y = f(z). Il existe (un unique couple) (s, k) €
S x Ker(f) tel que x = s+ k et, par linéarité de f,

y=[f(x)=f(s)+ f(k) = f(s) +0r = f(s) = fls(s)

donc s est un antécédent de y par Papplication f]|. |

Une conséquence directe est la formule du rang.

Corollaire 5 (formule du rang) On suppose que E est de dimension finie. Soit f € Z(E, F). Alors :

dim(F) = dim(Ker(f)) + rg(f)

Remarque : le fait que F soit de dimension finie entraine que Ker(f) et Im(f) sont de dimensions finies.
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Démonstration Comme E est de dimension finie, Ker(f) posséde un supplémentaire S dans E. D’apres le théo-
réme du rang, la restriction f|s : S — Im(f) est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On a donc dim(S) =
dim(Im(f)). Comme dim(E) = dim(S) 4+ dim(Ker(f)), on en déduit le résultat annoncé. [ |

22 Exercice 7 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Z(F). On suppose que
3= 0¢(E). Montrer que :

rg(f) +rg(f?) < dim(E)
Une solution.
L’égalité f3 = 0g(g) entraine que Im(f?) C Ker(f) et donc, en particulier, rg(f?) < dim(Ker(f)). On conclut alors
en appliquant le théoréme du rang a f.

V — Projecteurs et symeétries
On étudie ici deux types d’endomorphismes particuliers d’'un K-espace vectoriel E.

(a) Projecteurs

Définition 5 (projecteur) Soit p € Z(F). On dit que p est un projecteur de E si :

pop=p (c’est-a-dire si p® = p)

Exemple 12 — L’application Idg est un projecteur de F.
— L’application p : (z,y) € K? — (z,0) est un projecteur de K2.
— Plus généralement, pour tout ¢ € [1,n], I'application :
o { K™ — K"
L (1, x) — (0,...,0,24,0,...,0)

est un projecteur de K".

Proposition 11 (projecteur et supplémentarité) Soit p € Z(F). Alors p est un projecteur sur E
si et seulement s’il existe deux sous-espaces vectoriels F' et G supplémentaires dans E tels que :

(i) Vz € F, p(x) = z;
(i) Vz € G, p(z) = 0.

Dans ce cas, les sous-espaces F' et G sont uniquement déterminés :

F = Im(p) et G = Ker(p)

Démonstration Commengons par montrer ’équivalence en raisonnant par double implication.

(=) Supposons que p soit un projecteur de E. Posons :
G = Ker(p) F=Ker(p—Idg)={zc E ’p(m) =z}

Par construction, F' et G vérifient clairement les propriétés (i) et (ii). Il reste & montrer que E = F @ G.

— Soit z € FNG, alors p(x) = 2 = 0g donc FNG C {0g}. L’inclusion réciproque étant claire (puisque FNG
a une structure d’espace vectoriel), on a FNG = {0g}.

— Montrons maintenant que £ = F+G. L’inclusion F+G C FE étant claire, il suffit de montrer que E C F+G.
Soit z € E. On décompose z sous la forme :

z=(2—p(2)) +p(2)
Comme p est un projecteur, p(p(z)) = p(z) donc p(z) € G. De plus, par linéarité de p,
p(z = p(2)) = p(2) —p(p(2)) = p(2) — p(z) = 0
donc z — p(z) € F. Ainsi, E C F + G, d’ou I’égalité annoncée.
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On peut donc conclure que £ = F & G.
(<) Supposons qu’il existe deux sous-espaces vectoriels F' et G dans E vérifiant les propriétés (i) et (ii). Soit z € E.
Il existe un unique couple (z,y) € F' x G tel que z = x + y. Par linéarité de p, on a :
p*(2) = p(p(2)) = p(p(x) + p(y)) = p(z + 0p) = p(z) = 2
d’apres (i) et (ii). Donc p est un projecteur de E.
Supposons que p soit un projecteur de F associé a la décomposition £ = F @ G vérifiant (i) et (ii). Caractérisons F
et G. Soit z € E. Il existe un unique couple (z,y) € F x G tel que z = z +y. Alors :
z€Ker(p) <= p(z) =0 < p(z+y)=0g
<~ p(z) +p(y) =0g
< 4+ 0 =0g
<~ 7 =0g
— z=y€eqG

Donc Ker(p) = G. De la méme maniére, on trouve que F' = Ker(p — Idg). [ |

Vocabulaire : on dit que p est le projecteur sur F parallélement a G.

Corollaire 6 Soit p € Z(F) un projecteur. Alors :
(i) Im(p) = Ker(Idg — p);
(ii) E = Ker(p) ® Im(p).

Démonstration (i) Comme p est un projecteur, on a la décomposition E = Ker(p) ® Ker(Idg —p) donc, pour
tout z € E, on a :
z € Im(p) <= F(z,y) € Fx Fz=p(x+vy)
> J(z,y) € F X Fz=p(x)+py)
— J(z,y) e FxFz=y
< z € Ker(p — Idg),
d’oul ’égalité annoncée.

(ii) découle de (i) et de la proposition précédente. [ |
Remarque : si p € Z(FE) est un projecteur et est bijectif, alors Ker(p) = {Og} et E = Ker(Idg — p) donc
p=Idg.

%% Exercice 8  Dans R?, on considére les vecteurs u = (1,1) et v = (0,1). Déterminer le projecteur
p de K? sur 2, parallélement a %,,.
Une solution.

% Tout d’abord, on a bien K? = 2,,@® %, (car la somme des dimension est égale 4 2 = dim(K?) et car I'intersection
des deux droites est égale & {Ogz2}).
* Soit (z,y) € K2. On a:
(z,y) = x(1,1) + (y = 2)(0,1) = zu + (y — z)v
donc p(z,y) = zu.

(b) Symeétries

Définition 6 (symétrie)  Soit s € Z(E). On dit que s est une symétrie si :

sos=1Idg (c’est-a-dire si s? = Idg)

Remarque : une symétrie s € .Z(FE) est donc un automorphisme de E tel que s~ = s.

Exemple 13 Les applications = Idg sont des symétries.
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Proposition 12 Soit s € Z(F). Alors s est une symétrie si et seulement s’il existe des sous-espaces
vectoriels F' et G supplémentaires dans E tels que :

(i) Vz € F, s(x) =x;
(ii) Yz € G, s(x) = —x.

Dans ce cas, les sous-espaces F' et G sont uniquement déterminés :

F =Ker(s — Idg) et G = Ker(p+1dg)

Démonstration On commence par démontrer ’équivalence.

(=) Supposons que s est une symétrie et posons :
F =Ker(s —Idg) et G = Ker(s +1dg)

Par construction, F et G vérifient clairement les points (i) et (ii). Vérifions maintenant que F = F & G.
— Soit x € FNG. Alors s(z) = ¢ = —x donc 22 = O et, comme 2 # Ok, on a bien © = 0g. On a bien
FNG={0g} (la deuxiéme inclusion étant immédiate).
— Montrons que E = F' + G (il suffit de montrer que F C F' + G puisque l'autre inclusion est évidente). Soit
x € E. On peut écrire que :
x4+ s(x)  x—s(x)

— € F+ G,
x 5 + 5 +

d’ou le résultat.

(<) Supposons l'existence de deux sous-espaces supplémentaires F' et G dans E vérifiant (i) et (ii). Soit z € E. 1l
existe un unique couple (z,y) € F x G tel que z = x + y. Par linéarité de s, on a :

s2(2) = s(s(2)) = s(s(x) + s(y)) = s(x —y) = s(x) —s(y) =2z — (—y) =z +y =2
donc s? = Idg. Autrement dit, s est une symétrie.
On établit maintenant la caractérisation de F' et de G. Soit z € E. Il existe un unique couple (z,y) € F X G tel que

z=x+y. Alors :

z€Ker(p—Idg) < s(z) =2 s(x)+s(y)=x+y
r—y=x+y
y=0gp

2=z

zeF

1reny

On a donc bien F = Ker(p — Idg). On montre 'autre égalité de la méme maniére. |

Vocabulaire : on dit que s est la symétrie par rapport a F parallélement a G.

Exemple 14  La symétrie s € .Z(K?) par rapport 4 F = Vect((l7 1)) parallélement & G = Vect((O, 1))
est définie par :
Y(z,y) € K2, s(z,y) =x(1,1) — (y — 2)(0,1) = (x,22 — y)

VI — Formes linéaires et hyperplans

Soit E un K-espace vectoriel non nul.

1) Formes linéaires

Définition 7 (forme linéaire)  On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E a va-
leurs dans K.

Remarque : l'ensemble des formes linéaires sur E est souvent noté E* (au lieu de Z(E, K)).
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Proposition 13 Soit p € E*. Alors ¢ est surjective si et seulement si ¢ # 0p+.

Démonstration (=) Si ¢ est surjective, alors il existe en particulier z € E tel que p(z) = 1x. Comme
o(z) # Ok, Papplication ¢ n’est pas nulle.

(<) Supposons que ¢ # O0g«. Il existe alors z € FE tel que ¢(x) # Og. Pour tout A € K, on a :
A ) A
| ==1) = —=p) =
(75%) = 7¢
donc ¢ est surjective. ]

Remarque : comme dim(K) = 1, une forme linéaire non nulle ¢ € E* est injective si et seulement si E est
de dimension finie égale a 1 (ce qui est rarement le cas en pratique).

2) Formes linéaires coordonnées

Dans ce paragraphe, on suppose que E est de dimension finie égale & n € N et on suppose qu’il existe une

base B = (e;)icr de E.

Définition 8 (forme coordonnée) Soit ¢ € I. On appelle i€ forme coordonnée sur E 'unique forme

linéaire sur E telle que :
Viel,  eile) =6i;

Remarque : l'existence et 'unicité de e découle directement du résultat sur la détermination d’une appli-
cation linéaire par 'image d’une base.

On dispose des propriétés importantes suivantes.

Proposition 14 (base duale) (i) Pour tout = € E, on a I’égalité suivante :
x = Z e;(z)e;
el

(ii) La famille 8* = (e )icr est une base de E*. On I'appelle la base duale de 2.

Démonstration (i) Soit z € E. Comme % est une base de E. Il existe une (unique) famille presque nulle de

scalaires (7;);cr € K tel que z = Zxkek. Par linéarité de e, il vient :
kel

e:(x) = ef (Z xkek) = Zxkej(ek) = ka(si,k = x;,

kel kel kel

d’ou ’égalité annoncée.
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(ii) Montrons que la famille 2* est libre et génératrice de E*.

— Montrons que %* est libre. Soit ()\;)ic; € K’ une famille presque nulle telle que Z)\kez = Og~. Alors,

kel
pour tout ¢ € I, on a :
OK = <Z )\k(i;;) (61) = Z )\k 6}2(6@') = )\k,
kel kel oy
=0i,k
d’ou la liberté de Z*.
— Soit ¢ € E*. Pour tout « € E, on a par linéarité de ¢ :
0= o (it ) - T oteics
kel kel
Autrement dit :
Y= Z w(ek) er, € Vect(e] )ier
kel
€K
La famille & est donc génératrice de E*.
Finalement, %* est une base de E*. |
Exemple 16 * La base duale de la base canonique de K" est la famille (e, ..., e}) telle que :
Vi e [1,n], Y(z1,...,z,) € K", e (z1,...,Tn) =x;

* La famille 2 = ((1,1),(0,1)) est clairement une base de K2. Sa base duale est la famille (o, ) telle

que :
V(ﬂf,y) 6K27 QD(LU,:I/) =z et ¢(l‘,y) =y—-x
* Soient xg, ..., x, des éléments de K deux & deux distincts. Les polynémes de Lagrange associés sont
définis par :
X -
Vie[0,n], Li= H o $j € K,[X]
7=0
J#i

On sait que la famille (Lg ..., L,) est une base de K,,[X]. Sa base duale (L, ..., L}) est telle que :

V(i,j) € [0,n]%,  L{(L;) =6,

n

Pour tout P € K,[X], on sait P = ZP(:nj)Lj d’on l'on tire, en prenant l'image par L}, que
7=0

L¥(P) = P(x;). Autrement dit, L} est le morphisme d’évaluation en z;.

Remarque : si F est de dimension finie, alors E* est de dimension finie et dim(E) = dim(E™*). Les espaces
FE et E* sont donc isomorphes.

3) Hyperplans

Définition 9 (hyperplan) Soit H un sous-espace vectoriel de E.
* On dit que H est un hyperplan de E §'il existe ¢ € E*\ {0~} tel que :

H = Ker(y)

* L’équation p(x) = 0 est appelée équation de I’hyperplan.
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Exemple 17 1. Dans R3, le plan vectoriel d’équation # —y — 2z = 0 est un hyperplan. Il s’agit en
effet du noyau de la forme linéaire :

_ R — R
4 (.’L',y,Z) — T—Yy—z

Elle est non nulle car, par exemple, ¢(1,0,0) =1 # 0.
2. Dans #,(K), 'ensemble :

H= {M € Mn(K)

Z mhk = 0}
k=1

est un hyperplan car il s’agit du noyau de la trace (qui est bien une forme linéaire non nulle).

Proposition 15 Soit H un sous-espace vectoriel de E. Alors :

H est un hyperplan de £ <— Jue FE\H, E=H $® 9%,

Démonstration (=) Soient H un hyperplan de E et u € E'\ H. Il existe ¢ € E*\ {0g~} tel que H = Ker(y).
Montrons que £ = H ® 2,,.
— Soit z € HN P,. Alors il existe A € K tel que = Au. Comme =z € H, on a ¢(z) = Ap(u) = Og. Mais
u ¢ H et H=Ker(p) donc ¢(u) # Og. On en déduit que A = Ok et donc z = 0g. Ainsi, HN 2, = {0g}.
— Montrons maintenant que ¥ = H + Z,. Soit z € E. Alors :

x = (x_ﬁg“)*m“GH*%

d’ou ’égalité annoncée.
Ainsi, E = H ® 92,.
(<) Soient u € E\ H. Alors E = H ¢ 2,,. Montrons que H est un hyperplan de E. Il s’agit de montrer qu’il existe
une forme linéaire non nulle p € E* telle que H = Ker(p). Considérons les deux applications :

H — K o
o[ (linéaire)

T l—)OK

et ¢, : P, — K linéaire telle que ¢, (u) = 1. On sait alors qu’il existe une unique forme linéaire ¢ sur E telle
que |y = vn et Y|y, = @u. En particulier, on a Ker(p) = H donc H est un hyperplan de F. |

Remarque : il n’existe pas d’hyperplan de {Og} puisqu’une forme linéaire ¢ : {0g} — K est nécessairement
nulle.

Proposition 16 (hyperplans en dimension finie) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n €
N*. Les hyperplans de E sont les sous-espaces vectoriels de E de dimension n — 1.

Démonstration * Soit H un hyperplan de F; il existe une forme linéaire non nulle ¢ € E* telle que
H = Ker(p). Le théoréme du rang s’applique puisque E est de dimension finie et on a :

dim(Ker(p)) = dim(F) — dim(Im(y)) =n — dim(K) =n — 1
puisque @ est surjective (en tant que forme linéaire non nulle).
* Soit uw € E'\ H. D’aprés la formule de Grassmann (qui s’applique puisque E est de dimension finie), on a :
dim(H + 2,,) = dim(H) + dim(%,) — dim(H N %,) =n — dim(H N Z,,)

Or HNZ, = {0g} (car cette intersection est de dimension 0 ou 1 et elle est égale a 1 si et seulement si &, C H,
ce qui n’est pas le cas). Ainsi :
dim(H + 2,) = n = dim(E)

Par ailleurs, on sait que H N 2, = {Og} donc E = H @& 9,. La proposition précédente entraine donc que H
est un hyperplan de F. |
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Exemple 18  L’ensemble A = {(z,y,2,t) € R? ‘ x —y+2z—t =0} est un sous-espace vectoriel de
dimension 4 — 1 = 3 de R* (en tant qu’hyperplan de R*).

Proposition 17 (comparaison des équations d’un hyperplan) Soient H un hyperplan de E et
p, ¥ deux formes linéaires non nulles de E telles que :

H = Ker(p) = Ker(¢)

Alors :
I\ e K, V= A

Démonstration Comme H est un hyperplan de E, on sait qu’il existe u € E'\ H tel que E = H @ Vect(u). La
forme linéaire ¢(u)t) — ¢ (u)p est nulle sur H (par définition de ¢ et 1)) et on remarque qu’elle est nulle en u, donc
aussi sur Z,. Par linéarité de cette forme linéaire, elle est nulle sur E. Comme ¢(u) # Ok, on conclut que :

¥(v)
o(v)
——
ENSS

P =

)

ce qu’il fallait démontrer. [ ]

Remarque : autrement dit, il existe une unique équation pour un hyperplan, & multiplication par un scalaire
non nul prés. Par exemple, si on considére 'hyperplan H de R? d’équation  —y — z = 0, alors H admet
aussi pour équation Axr — Ay — Az = 0 olt A € R*| et il n’existe pas d’autre équation pour H.

Proposition 18 (intersection d’hyperplans) On suppose que E est de dimension finie n € N*. Soit
r € [1,n].
(i) L’intersection de r hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension au moins n — 7.

(ii) Tout sous-espace vectoriel de F de dimension n — r est 'intersection d’exactement r hyperplans de

E.
Démonstration (i) Soient Hy, ..., H, des hyperplans de E. Pour tout k € [1,7], il existe une forme linéaire
non nulle ¢ de E telle que Hy = Ker(yy). Considérons alors ’application :

xr (@1(1'))7907“(1'))

Celle-ci est linéaire et telle que Ker(®) = Hy N---N H,.. Comme E est de dimension finie, le théoréme du rang
nous donne :

@-{E—> K

dim(H; N---N H,) =dim(E) —rg(®) > dim(F) — dim(K") =n —r

(ii) Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension n — r. Considérons une base (ey,...,e,) de E dont les
n — r derniers vecteurs forment une base de F' (une telle base existe puis F d’aprés le théoréme de la base
incompléte). Soit z € E. Alors :

x€F < x€Vect(erq1,...,6n) < ei(x)=---=¢€r(zx)=0
< 1z € Ker(e])N---NKer(e))

Ainsi, f = Ker(e}) N---NKer(ek). Les formes linéaires €7, ..., e’ sont non nulles donc leurs noyaux sont des
hyperplans de E. Ainsi, F' est I'intersection de r hyperplans de E, ce qu’il fallait démontrer. |

Exemple 19 Dans R3, I'intersection de deux plans vectoriels, dont les équations ne sont pas proportion-
nelles, est une droite vectorielle.

parler aussi des droites de R?

parler des droites dans R?

systéme d’équations d’un sous-espace vectoriel
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VII — Notion de sous-espace affine

1) Sous-espaces affines d’un K-espace vectoriel

Dans un espace vectoriel, on ne fait pas la distinction entre un point et un vecteur. Par exemple, dans R?,
le point A(1,1,1) est associé au vecteur 4 = (1,1,1) (d’origine O(0,0,0) et d’extrémité A).

La notion d’espace affine permet de différencier deux types d’objets : les points et les vecteurs (dans un
espace vectoriel, on confondait les deux notions).

Notation : dans R? ou dans R?, si A et B sont deux points du plan ou de I’espace, on écrira, :
B=A+1u

pour dire que @ = f@ Cette égalité « affine » signifie que le point B s’obtient & partir du point A par la
translation de vecteur .

Définition 10 (translation) Soient E un K-espace vectoriel et A € E (vu comme un point) et @ € E
(vu comme vecteur). On appelle translation associée a « I'application :

£ EFE — FE
1A — A4ad

Exemple 20 translation de vecteur @ dans R?

Définition 11 (sous-espace affine d’un espace vectoriel) Soient F' un sous-espace vectoriel de F
et A € E. On appelle sous-espace affine de direction F passant par A I'ensemble :

A+F={A+i|deF}

Remarques.
* On a donc :
A+F = {tﬁ(A)|ﬁ€F}
* Un sous-espace affine est donc déterminé par une origine (le point A) et d’un espace vectoriel (ﬁ ).

* Un sous-espace affine dirigé par une droite (respectivement un plan, un hyperplan) est appelé droite
(respectivement plan, hyperplan) affine.

* On appelle dimension d’un sous-espace affine la dimension de sa dimension.

Exemple 21 1. Les sous-espaces affines de R? sont les singletons (la direction est {(0,0)}), les droites
affines et R2.

2. Ceux de R3 sont les singletons, les droites affines, les plans affines, et R3.

3. On considére I'équation différentielle y” + 2y’ 4+ y = 1. L’ensemble des solutions de celle-ci est :

Y:{x»—>1+(Ax+B)e*$

ABGR}

Cet ensemble est un sous-espace affine de (R, R)de dimension 2. En effet :
S = fo + j

ou fo:x+—>1et j):Vect(x»—>e*x,xr—>me*x).
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4. Si .7 : AX = B est un systéme linéaire & n équations et p inconnues (i.e. A € 4, ,(K), X € 4, 1(K)
et B € #,1(K)), alors on sait que I’ensemble des solutions du systéme est :

Sol(.#) = {Xo + X | X € Sol(#)}

que si X est une solution particuliere du systéme . et Sol(.#°) est I’ensemble des solutions de
I’équation homogeéne AX = 0, ;. On a donc 'égalité :

Sol(.#) = Xo + Sol(#),

ce qui signifie que Sol(.7’) est un sous-espace affine de .#), 1 (K) de direction Sol(47).

5. L’ensemble des suites (uy,)nen telles que :
Vn € N, Uptl = AUy + b
oit a,b € R (et a # 1) est la droite affine de CY suivante :
Uy + Vect((a”)neN),

b

1—a’

6. Soient n € N\ {0,1}, z1,...,Zn,Y1,-..,Yn € K, les scalaires x1,...,z, étant deux & deux distincts.
On sait que I'ensemble des polynéomes P € K[X] tels que :

ou Uy est la suite constante égale a ¢ =

Vi € [1,n], P(z;) =y

est :
n
£ = {Y+QH(X—x@-) Qe K[X]}
i=1
n
ouY = ZyiLi, les polynémes Lq, ..., L, étant les polynémes de Lagrange associés aux scalaires
xl,...,x;. 1Ona:

L =Y + Vect (Xk [Jx - xi)>
keN

=1

est un sous-espace affine de K[X] (de dimension infinie).

Proposition 19 L’intersection de deux sous-espaces affines d’un espace vectoriel est soit vide, soit un
sous-espace affine.

Démonstration Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E et A, B € E. Posons :
F=A+F e G=B+G

Supposons que F'N G # @ et considérons C' € F N G. Montrons que FNG =C + Fn C_j, ce qui montrera que F NG
est le sous-espace affine de F de direction F' N G et de direction C. On raisonne par double inclusion.

Soit z € FNG. Alors il existe @ € F et 7 € G tels que :
r=A+udu=B+7

Comme C € FFNG, il existe g € F et vo € G tels que :
C=A+1iUc=B+vc

On a alors :

r=A+ic+u—ic=C+ (d—tc) et x=C+ (7-17c)
Comme F et G sont des espaces vectoriels, on a @ — ¢ € Fetv— o € G. On en déduit que 4 —ic =U—7Uc €
FNG, dou la premiére inclusion.

21



se traite de maniére analogue [ ]

Exemple 22 Dans R?, I'intersection du sous-espace affine de direction Vect((l, 1)) et passant par (0,0)
et du sous-espace affine de direction Vect((1, 1)) passant par (—1,0) est {A(...,...)}. Il s’agit bien d’un
sous-espace affine de R%. En effet, {A} = A + {(0,0)}.

Proposition 20 Soit E et F deux K-espaces vectoriels, u € X(E, ﬁ) et A€ F. Alors :
uw({A}) = {2 € E |u(z) = A}

est soit vide, soit un sous-espace affine de E' dirigé par Ker(u). On dit que u(x) = A est une équation affine
de l'espace affine u=1({A}).

Démonstration Supposons que u~*({A}) soit non vide et fixons zo € u=!({A4}). Pour tout z € E, on a :
reu({A}) = u(z)=A <= u(z) =u(ry) <= z— 20 € Ker(u),

d’ou le résultat. ]
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