Espaces vectoriels : cas de la dimension finie

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

I — Préliminaires

Soit E un K-espace vectoriel.

1) Définition

Définition 1 (dimension finie)  On dit que E est de dimension finie s'il admet une famille génératrice
finie.
Exemple 1 — Les espaces K", K,,[X], 4}, ,(K) sont de dimension finie.

— Dans R3?, & = {(m,y, z) € R3 ‘ xT—y—2z= 0} est de dimension finie.
— L’espace K[X] n’est pas de dimension finie (s'il I’était, alors ’ensemble des degrés des polynomes de
K[X] serait majoré, ce qui n’est pas le cas). On dit qu’il est de dimension infinie.

2) Un résultat préliminaire

Lemme 1 Soient n € N* et .Z = (ei)1<i<n, -F' = (€})1<i<n+1 deux familles de vecteurs de E telles

que :
Vi e [1,n+ 1], e; € Vect(F)

Alors la famille .Z' est liée.

Démonstration On utilise un raisonnement par récurrence sur n € N* (la proposition &7, étant : « pour toutes
familles..., alors .#' est liée »).

x Initialisation : supposons que e] € Vect(e1) et €5 € Vect(e1). Alors il existe (A, ) € K2 tel que :

el = Ae et es = ey

La famille 7' = (e}, e},) est donc liée.

* Hérédité : soit n € N* tel que &7, soit vraie. Soient .% = (e;)1<i<n+1 €t F' = (€})1<i<n+2 des familles de
vecteurs de F telles que :
Vi € [1,n+ 2], e; € Vect(ZF)

Pour tout ¢ € [1,n + 2], il existe donc (a; j)1<j<n+1 tel que :

n+1

€, = E amez
j=1

On distingue deux cas.



— Si pour tout ¢ € [1,n+ 2], on a a;,+1 = 0, alors e € Vect(e,...,e,). On en déduit (hypothése de

récurrence) que la famille (e7,...,e;, ;) est liée, ce qui entraine que .F#’ est liée.
— Sinon, il existe ig € [1,n + 2] tel que a;, n+1 # 0. Quitte & renuméroter les vecteurs, on peut supposer que
90 =n-+ 2.
Pour tout ¢ € [1,n + 1], on pose :
a:
"o i,n+1l g
€ =€ — —— — €nyo
an+2,n+1
de sorte que :
n+1 n+1
a; n+1
E aj j€j — E (n+2,5€;
— a7b+2 n+1 —
j=1
- a
i,n+1
= § @ij — > €j
= An42 n+1

€ Vect(eq, ..., e,)

Par hypothése de récurrence, la famille (ef,... e}, ) est liée, d’ott 'on tire que .’ est lice. [ |

On en déduit le résultat suivant.

Proposition 1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie engendré par une famille de n vecteurs.
Alors toute famille libre de E est finie et posséde au plus n vecteurs.

Démonstration Soit .Z soit une famille libre de E. Par ’absurde, supposons que .Z soit constituée d’au moins
n+ 1 vecteurs et notons % la sous-famille de n + 1 vecteurs correspondante. Alors % est libre (puisque £ lest. Par

ailleurs, si (ef,...,el,) est une famille génératrice de E, alors le lemme appliqué aux familles % et (€], ..., e},) montre

que % est liée, ce qui est absurde. |
Exemple 2 Dans R?, la famille ((1,1,1), (0, -1,2),(1,2,3),(2,—10,2)) est liée (puisque R? est engendré
par la famille de trois vecteurs ((1, 0,0),(0,1,0), (0,0, 1)))

IT — Notion de dimension finie

1) Existence de bases dans un espace de dimension finie

On peut montrer que, dans tout espace de dimension finie, il existe une base de cet espace.

Théoréme 1 (de la base incompléte)  On suppose que E est de dimension finie. Soit (e;);e[1,,] une
famille génératrice et (e;);cqi x) une famille libre de E. Alors il existe une partie J de [1,n] qui contient
[1, k] telle que (e;)ies soit une base de E.

Démonstration Considérons 'ensemble :
& = {card(A) | [1,k] C A C [1,n] et (e;)iers est libre}

L’ensemble & est une partie de N qui est majorée par n et non vide (puisque k € &). On peut donc considérer le
maximum m de &. Il existe aussi une partie Iy de [1,n], de cardinal m qui contient I tel que # = (e;)ier, soit libre.
Il reste & montrer que la famille % est génératrice de E. Comme (e;);c1,,] est génératrice de F, il existe (A;)ic[1,n]
tel que :

T = Z /\iei = Z )\iei + Z /\iei
i=1 i€lg i€[1,n]\Io

Soit i € [1,n] \ Io. Alors B U {e;} n’est pas libre (par maximalité de m) donc e; € Vect(Z). Ainsi, z € £, d’ou le
résultat. |



Exemple 3 La famille ((1, —5,7),(2,6, 8)) est une base de :
F = Vect((1,-5,7),(2,6,8),(3,1,15), (1,11,1))

En effet :
* La famille ((1, -5, 7)) est libre car elle est constituée d’un unique vecteur non nul.
* La famille ((1, -5,7),(2,6, 8)) est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires.
*x On remarque que :
(3,1,15) = (1,-5,7) + (2,6, 8) et (1,11,1) = —(1,-5,7) + (2,6,8)
donc les familles ((1,-5,7),(2,6,8),(3,1,15)) et ((1,-5,7),(2,6,8),(1,11,1)) sont lices.
On en déduit le résultat annoncé.

On en déduit le résultat suivant.

Corollaire 1 Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base (finie).

Démonstration 11 suffit d’appliquer le théoréme 1 avec la famille % = @. |

2) Théorémes de la base incompléte et de la base extraite

Soit E un K-espace vectoriel, E # {0g}.

Théoréme 2 (de la base incompléte) Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de
E.

Démonstration Soit . une famille libre de E (qui est nécessairement finie d’aprés le lemme) de cardinal k.
Soit ¢4 une famille génératrice (finie) de E. Considérons la famille finie .# constituée des vecteurs de £ et de 4. La
famille .# est génératrice de E et ses k premiers vecteurs (les vecteurs de .£’) forment une famille libre. En appliquant
I’algorithme de la base incompléte, on obtient une base de E dont les k premiers vecteurs sont ceux de Z. |

Théoréme 3 (de la base extraite) De toute famille génératrice de E, on peut en extraire une base.

Démonstration Soit 4 une famille génératrice finie de E. Comme E # {0g}, il existe x € E\{Og} tel que z € 4.
On applique alors 'algorithme de la base incompléte a la sous-famille (z) de 4. On obtient une sous-famille de 4 qui
est une base de F. |

%% Exercice 1 Déterminer une base des sous-espaces vectoriels de Ro[X] et .#5(R) suivants :
1. A= {P € Ry[X]| P(0)+ P(1) = 0}

a+b 0 a+bd
2. B= 0 b+c O (a,b,c) € R?
a+b 0 a+bd

Une solution.



1. Soit P € Ry[X]. Il existe (a,b,c) € R3 tel que P = aX?+ bX + c. Alors :

PeA << P0)+P(1)=0 < a+b+2c=0 < a=-b—2c
— P=(-b—-20)X*>4+bX +¢
— P=0bX—X?) +c(l-2X?%
& P Vect(X — X2, 1-2X?)
On a donc :
A =Vect(X — X?,1 —2X?)
La famille (X — X2,1 — 2X?) est génératrice de A. Montrons maintenant que cette famille est libre. Soit

(a,3) €R%. On a :

(X — X?) + B(1—2X?) = Og,(x] <= B+aX+ (—a—28)X* =0,y

I6] =0
<— « = 0
—a—28 = 0

car la famille (1, X, X2) est libre. On a donc a = 8 = 0. Ainsi, la famille (X — X2, 1—2X?) est libre. Finalement,
cette famille est une base de A.

2. Ona:
1 01 1 0 1 0 0 0
B:{a 00 0l+b[0 1 0)+c|lO0 1 0 (a,b,c)eR3}
1 0 1 1 01 0 0 0
1 0 1 1 01 0 0 0
= Vect 0 0 0}J,{0 1 0],10 1 O
1 01 1 01 0 0 0
1 0 1 0 0 O 1 0 1 1 0 1 0 0O
= Vect 0 0 0}],{0 1 O car 01 0)J=(10 0 O)J+(0 1 O
1 0 1 0 0 O 1 01 1 0 1 0 0 O
1 0 1 0 0 0
Enposant M= |0 0 O0]etN=|0 1 0],lafamille (M, N) est génératrice de B. Elle est de plus libre.
1 01 0 0 0

En effet, pour tout (o, 3) € R?, on a :

OéM-FBN:O///g(R) <=

Q ©oR
o™ o
Q O©0Q

I
coco
coco
oo o

Q

I

=

I

=

Une base de B est donc la famille (M, N).

3) Définition de la dimension

Le résultat suivant va nous permettre de définir la notion de dimension. Soit E un K-espace vectoriel de
dimension finie.

Théoréme 4 (nombre de vecteurs d’une base)  Toutes les bases de E ont le méme nombre (fini)
de vecteurs.

Démonstration Soient & et A’ deux bases de FE. Les deux familles sont libres donc de cardinal fini d’apres le
résultat précédent. Comme Z est libre et %’ est génératrice de E, on a card(#) < card(#’). On échange ensuite les
roles de & et B'. |

On peut enfin définir la notion centrale du chapitre.



Définition 2 Soit EF un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension de E, notée
dim(E), le cardinal d’une base quelconque de E.

Remarques :

* On a {0g} = Vect(@) et @ est une famille libre et génératrice de {Og} donc {Og} est de dimension
finie égale a 0.
* La dimension d’un espace de dimension finie dépend en fait du corps de base. Par exemple dimg (C) = 2
(une base du R-espace vectoriel C est (1,7)) et dimc(C) = 1 (une base étant ici (1)).
* Soit v € E\ {Og} et :
Py = {Xv | X € K} = Vect(v)
La droite vectorielle 2, est de dimension 1 (une base de 2, étant (v)).

* Soient u et v deux vecteurs non colinéaires de F et le plan vectoriel :
Puw = {du+ | (A p) € K*} = Vect(u, v)
Alors dim(Z,, ) = 2 (une base de #,,, étant (u,v)).

4) Conséquences sur les familles libres et génératrices

Proposition 2 (cardinal d’une famille libre, d’une famille génératrice) Soit £ un K-espace
vectoriel de dimension finie égale & n € N.

* Toute famille libre de vecteurs de E' comporte au plus n vecteurs.

* Toute famille génératrice finie de vecteurs de E comporte au moins n vecteurs.

Démonstration * On l'a dé¢ja démontré (proposition 1).
* Si ¢ est une famille génératrice finie de E, alors on peut en extraire une base (d’aprés le théoréme de la base
extraite). Cette base contient n vecteurs, donc ¢ contient bien au moins n 4 1 vecteurs. ]
Exemple 4 — La famille ((1,1),(1,2),(1,3)) n’est pas libre dans K.

— La famille (X? — X, X) n’est pas génératrice de Ro[X].

Le résultat suivant est trés utile en pratique.

Proposition 3 Soit F/ un K-espace vectoriel de dimension n € N.
* Si % est une famille libre de E de cardinal n, alors .Z est une base de E.

* Si 9 est une famille génératrice de E de cardinal n, alors ¢ est une base de F.

Démonstration * Soit .Z est une famille libre de E de cardinal n. On peut compléter (d’aprés le théoréme
de la base incompléte) £ en une base de E qui doit étre de cardinal n. Comme % posséde déja n vecteurs, il
s’agit bien d’une base de F.
* Soit ¥4 est une famille génératrice de E de cardinal n. D’aprés le théoréme de la base extraite, on peut extraire
de ¢ une base de E. Pour la méme raison de cardinalité, ¢ est une base de E. [ |

Exemple 5 La famille ((—1, 1,1),(0,1,0), (1, 2,3)) est une base de R3.

5) Dimension des espaces vectoriels usuels



Proposition 4 (i) Soient (n,p) € (N*)2. Les espaces vectoriels K", K,[X] et .#,,(K) sont de
dimension finie égales a :

dimg (K") = n, dim —-K(K,[X]) =n+1 et dimg (A (K)) = np

En particulier, dimg (., (K)) = n?.

(ii) Soient I un intervalle de R d’intérieur non vide et a € €'(I,R). L’ensemble des solutions de I'équation
différentielle linéaire homogene 3’ 4+ a(z)y = 0 est un R-espace vectoriel de dimension 1.

(iii) Soient I un intervalle de R d’intérieur non vide et (a,b) € R2. L’ensemble des solutions de I'équation
différentielle linéaire homogéne 3" + ay’ + by = 0 est un R-espace vectoriel de dimension 2.

(iv) Soit (a,b) € R2. L’ensemble des suites numériques telles que :
Vn € N, Up4+2 = AUpt+1 + by,

est un sous-espace vectoriel de KN de dimension 2.

Démonstration (i) voir le chapitre précédent
(ii) On sait que ’ensemble .# des solutions de ’équation différentielle est :

5’:{366]»—>Ce_A(””)

Ce R} = Vect (x — e_A(””)>7

—A(z)

ou A est une primitive de a sur I. Le résultat s’ensuit puisque = — e n’est pas la fonction nulle.

(iii) On distingue deux cas suivant la valeur du discriminant A = a? —4b de I'équation caractéristique. Par exemple,
si A = 0 et si r est la racine de I’équation, alors ’ensemble . de ’équation différentielle est :

Y:{x»—>(Aac+B)e”

(A,B) € R2} = Vect(x — ze™ r—s em)

et on vérifie facilement que la famille (:r —rxe’™ r—> em) est libre, d’ou le résultat.

(iv) On procéde comme dans (iii) en utilisant le théoréme donnant la forme des suites récurrentes linéaires d’ordre
deux. u

6) Dimension d’un produit cartésien

Proposition 5 (dimension d’un produit) Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension
finie. Alors le K-espace vectoriel E x F' est de dimension finie égale 4 :

dim(E x F) = dim(FE) + dim(F))

Démonstration Comme E et F sont de dimension finie, on peut en trouver des bases (e1,...,ep) et (f1,..., fp)
respectivement.

* Pour tout (z,y) € E x F, il existe (z1,...,2,) € K" et (y1,...,yp) € K? tel que :

p

n
x:ZCCk@k et yzzykfk
k=1 k=1

Alors :
p

n p n
(z,y) = (Z $k6k,zykfk> = Zxk(ehOF) + Zyk(OE; fr)
k=1 k=1 k=1

k=1
La famille finie ((el7 0r),...,(en,0r),(Og, f1),...,(0g, fp)) est donc génératrice de E x F'; cet espace est donc
de dimension finie.

* On vérifie facilement que la famille précédente est libre. Il s’agit donc d’une base de E x F. On en déduit bien
la dimension annoncée de E x F'. |



III — Sous-espaces et dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N.

1) Dimension d’un sous-espace vectoriel

Proposition 6 (dimension d’un sous-espace vectoriel) Soient E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie et I’ un sous-espace vectoriel de E. Alors :

* I est de dimension finie et dim(F') < dim(E);

* on a dim(F) = dim(E) si et seulement si F' = F.

Démonstration * Il n’y arien & démontrer si F' = {0 }. Supposons que F' # {0g}. Considérons ’ensemble :
& = {card(Z) | & libre dans F}

L’ensemble & est une partie de N qui est non vide et majoré par dim(E) (puisque toute famille libre de F est
une famille libre de E donc constituée d’au plus dim(FE) vecteurs). Ainsi, & posséde un plus grand élément
m < dim(F). De plus, il existe une famille libre .Z de F de cardinal m.

Soit z € F. La famille ., = £ U{z} n’est pas libre dans F' (par définition de m et car card(Z,;) = m+1 > m)
donc x est combinaison linéaire des vecteurs de .Z. On vient donc de montrer que £ est une famille génératrice
de F. Ainsi, .Z est une base de F'. On peut donc conclure que F est de dimension finie et que m = dim(F') <

dim(FE).
* Si E = F, on a clairement dim(E) = dim(F). Réciproquement, si dim(E) = dim(F), alors la famille libre .#
précédente est de cardinal égal & dim(F) donc .Z est une base de E. Ainsi :

F =Vect(Z)=E

Exemple 6 Dans R3, le sous-espace vectoriel :
P = {(:L‘,y,z) ERS‘x—y—z:O}

est de dimension finie égale a 2 < 3.

2) Dimension d’une somme de deux sous-espaces

Le résultat suivant nous donne une information sur la dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels
d’un espace de dimension finie.

Rappel : si F' et G sont deux sous-espaces vectoriel d’'un K-espace vectoriel E, alors on définit la somme
F+Gpar:
F+G= {x—l—y’(aj,y) € FxG}

On sait que F' 4 G est un sous-espace vectoriel de E et que F'+ G = Vect(F U G).

Proposition 7 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels
de E. Alors F' 4 G est de dimension finie égale & :

dim(F + G) = dim(F') + dim(G) — dim(F N G)

Démonstration On sait que FNG est un sous-espace vectoriel de F donc FNG est de dimension finie. Considérons-
en une base # = (e1,...,ep). De méme, F et G sont de dimension finie.



* D’apreés le théoréme de la base incompléte, on peut compléter % en une base (e1,...,ep, f1,..., fq) de F.

* On peut de méme compléter % en une base (e1,...,€p,01,-..,9r) de G.
La famille (e1,...,ep, f1,---, fq:91,---,0r) est alors une famille génératrice de F' + G. Montrons que celle-ci est libre.
Soit :

ALy ooy Apy My e e vy flgy V1 - v oy V) € KPTIHT
tel que :
Arter + o+ dpep Fprfir 4+ pgfetrvigr + o+ vpgr =0
EFNG c€F cG
— Comme F' NG est un espace vectoriel, on a aussi v191 + -+ vpg- € FNG. Or (e1,...,€p,61,--.,9r) est libre
doncvy =---=v, =
— De méme, p1; = -+ = pug = 0.
— Il reste A\ie1 + -+ X\ fp =0g et donc Ay = --- = A, = 0 par liberté de (e1,...,ep). [ |

Exemple 7 Soient & et 2 deux plans vectoriels non confondus de R3. Alors :
dim(Z Ndim(2) = dim(2) + dim(2) — dim(Z + 2) =4 — dim(Z + 2)
Comme & et 2 ne sont pas confondus, il existe x € & \ 2. Par conséquent :
2<dim(Z+2)<3

donc dim(Z + 2) = 3. On en déduit que dim(&Z N dim(£2) = 1, ce qui signifie que dim(Z N dim(2) est
une droite vectorielle.

3) Supplémentaires en dimension finie

Rappel : si F' est un sous-espace vectoriel de E, on appelle supplémentaire de F' dans E tout sous-espace
vectoriel G de E tel que £ = F @ G, c’est-a-dire :

— E=F+G;

— FNnG={0g}.

Proposition 8 Soient £/ un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E
de dimension p € N. Alors :

(i) F admet un supplémentaire dans F ;

(ii) tout supplémentaire de F' dans E est de dimension dim(E) — p.

Démonstration (i) Soit (eq,...,ep) une base de F. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut
compléter la compléter en une base (eq,...,ep, ept1,...,6,) de E (ot n = dim(E)). Posons alors :

G = Vect(ept1,---,€n)

Il est clair que F = F & G.
(ii) Soit G un supplémentaire de F' dans F. D’aprés la formule de Grassmann, on a :

dim(E) = dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(F) + dim(G),
={0g}
d’ott le résultat. |
Remarque : la base de (e1,...,ep,€pt1,...,€,) construite dans la démonstration est dite adaptée a la
somme directe F' & G
Exemple 8 — Dans R?, le supplémentaire d’un plan vectoriel est une droite vectorielle.

— Dans R3, le supplémentaire dune droite vectorielle est un plan vectoriel.

Le résultat suivant est utilise en pratique pour montrer que des sous-espaces sont supplémentaires en dimen-
sion finie.



Proposition 9 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E de dimension finie.
Alors :
FNnG = {0 E}

E=F&®dG { dim(FE) = dim(F) + dim(G)

Démonstration (=) C’est évident (découle de la proposition précédente ou de la proposition précédente pour
la formule sur la dimension).

(<) Il reste & montrer que E = F + G. On peut considérer des bases (f1,..., fp) de F et (gp+1,-..,9,) de G (ou
n = dim(E)). Il suffit de montrer que la famille (f1,..., fp,gp+1,---,9n) est génératrice de E (en effet, si tel
est le cas, on aura bien 1'égalité E = F' + G). Comme cette famille comporte n vecteurs, elle est génératrice de
E si et seulement si elle est libre. Soit alors (A1,...,A,) € K™ tel que :

p n p n
Z)\kfk + Z Ak Gk soit encore Z)\kfk =— Z Megr € FNG = {0g}
k=1 k=1

k=p+1 k=p+1

On en déduit que :
p n
Z Aefr = 0p et Z Mgk = 0p
k=1

k=p+1
puis, par liberté des deux familles (f1,..., fp) et (gp+1,---,9n);
Alz---:)\p:)\p+1:-~-:)\n:0
La famille (f1,..., fp, 9p+1; - - -, gn) est donc bien libre, d’ou le résultat. [ |

Exemple 9 Dans R3, les sous-espaces vectoriels :
F = Vect((1,0,0)) et G:{(m,y,z)eR?"x—y—z:O}

sont supplémentaires.

IV — Rang d’une famille de vecteurs

1) Définition

Définition 3 (rang d’une famille finie de vecteurs) Soient E un K-espace vectoriel et .% une fa-
mille finie de vecteurs de E. On appelle rang de .7, la dimension de Vect(.%). On le note rg(#). Ainsi :

rg(.#) = dim (Vect(.%))

Exemple 10 — Dans R?, rg((O, 1), (0, —1)) =1.
— Dans R[X], rg(X, X? + 1) = 2 car la famille (X, X2 + 1) est libre.

2) Propriétés

Proposition 10 (lien avec les familles libres/génératrices) Soient E/ un K-espace vectoriel de di-
mension finie n € N et .# = (ey,...,ep) une famille de vecteurs de E. Alors :

(i) rg(:#) < min(n,p);

%
)
I

=

)
&
=

@




Démonstration immédiat

Pour le calcul pratique du rang, voir le chapitre sur les applications linéaires.
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