Fractions rationnelles

Dans tout ce chapitre, K désigne désigne I'un des corps R ou C.

I — Corps des fractions rationnelles

1) Notion de fraction rationnelle

On sait que K[X] est un anneau commutatif intégre, mais ce n’est pas un corps (par exemple car X n’admet
pas d’inverse dans K[X]). On peut, & partir de cet anneau, construire ce qu’on appelle son corps des fractions.
Il s’agit de I’ensemble des fractions rationnelles, dont la construction est hors programme.

Définition /théoréme 1 (le corps K(X)) Il existe un corps, noté K(X) et appelé corps des fractions
rationnelles sur K, vérifiant les propriétés suivantes :

* K[X] € K(X);
* si F est un corps qui contient K[X], alors K(X) C F.

Un élément de K(X) est appelé une fraction rationnelle a coefficients dans K.

Démonstration admise u
L’ensemble K(X) contient donc notamment :
* les polynémes ;

1
* les inverses des polynémes P non nuls, que I'on notera 2 dans K(X).

1
Les éléments de K(X) sont donc de la forme P x 0’ avec (P,Q) € K[X] x (K[X]\ {0}), ce que I'on notera
P

o

1 X-1
Exemple 1 — € K(X), <7 € K(X), X%+ 2022 € K(X)
Définition 1 (représentant d’une fraction rationnelle) On définit I'égalité de deux fractions ra-
tionnelles par :

P P
VP, P, € K[X], VQ1,Q2 € K[X]\ {0}, 0, -0, — P1Q2 = PQ
1
. PP ) R . .
On dit que Q— et Q— sont deux représentants d’'une méme fraction rationnelle.
1 2
X 2X X2

Exemple 2 sont trois représentants d’'une méme fraction rationnelle.

t
X241 2X2+2° X3+ X



Proposition 1 (représentant irréductible d’une fraction rationnelle, admise) Soit F' € K(X).
A constante multiplicative prés, il existe un unique couple (P, Q) € K[X] x (K[X]\ {0}) tel que :

*x PANQ =1,
P

*x F=—.
Q

P
Cette fraction rationnelle a est appelée le représentant irréductible de F.

Démonstration C’est la méme démonstration que pour le représentant irréductible d’'un nombre rationnel. W

X—1 L1
X2 3x+2 0 x_2

Exemple 3  Le représentant irréductible de F(X) =

Définition 2 (régles de calculs dans K(X))  On définit dans K(X) la somme +, le produit x et la
multiplication par un scalaire par les formules suivantes. Pour tous Py, P, € K[X], pour tous Q1,Q2 €
K[X] \ {0}, et pour tout A € K, on pose :

PP PiQ2+ Pa(y Py o P, PP ) )\Pl AP

Q@ Q@ @ Q@@ e o

Remarque : on peut vérifier que les résultats de ces opérations ne dépendent pas des représentants choisis
et que K(X).

2) Degré d’une fraction rationnelle

La notion de degré d’'une fraction rationnelle étend celle déja vue pour les polynomes.

P
Proposition/définition 1 Soit F' = 0 € K(X). On appelle degré de F, notée deg(F’), I'élément de

deg(F) = deg(P) — deg(Q)

Z U {00} suivant :

Démonstration Pour que la définition soit cohérente, il faut vérifier que la différence des degrés ne dépend pas
.. . . R .
du représentant — choisi. Supposons que I'on dispose d’une autre écriture F' = a Alors PS = QR et donc (propriété

des degrés dans K[X]) :
deg(P) + deg(S) = deg(Q) + deg(R) c’est-a-dire deg(P) — deg(Q) = deg(R) — deg(S)
La notion de degré, pour une fraction rationnelle, est donc bien définie. |

Remarques :

* Le degré de F' vaut -oo si et seulement si F' est la fraction rationnelle nulle.
X
* Une fraction rationnelle de degré 0 peut ne pas étre constante. Par exemple, deg (X—i—l) =0.

* On a:
deg(F) <0 <= deg(P) < deg(Q)



XZ+1
Exemple 4 deg ( X43_ ) =-1

Les propriétés sur les degrés sont les mémes que dans K[X].

Proposition 2 (propriétés du degré dans K(X))  Soit F,G € K(X). Alors :
* deg(F + G) < max(deg(F'),deg(G)) avec égalité si deg(F') # deg(G);
* deg(FG) = deg(F) + deg(G).

P
Démonstration Soit F' = 0 et G = g deux éléments de K(X).

P
S+QRd

* Par définition de l’addition dans K(X), on a F+ G = 05

deg(F + G) = deg(PS + QR) — deg(QS)
< max(deg(PS),deg(QR)) — deg(Q) — deg(S) (opérations sur les degrés dans K[X])
= max(deg(P) + deg(5), deg(Q) + deg(R)) — deg(Q) — deg(S)
= max(deg(P) — deg(Q), deg(R) — deg(.5))
= max(deg(F), deg(G))

Si deg(F) # deg(G), i.e si deg(PS) # deg(QR), alors on a égalité (d’aprés le cas d’égalité dans K[X]).

* Par définition du degré de la fraction rationnelle F'G = on a:

@a

deg(FG) = deg(PR) — deg(QS) = deg(P) + deg(R) — (deg(Q) + deg(5))
= deg(P) — deg(Q) + deg(R) — deg(5)
= deg(F) + deg(G) [ |

3) Racines et poles

P
Définition 3 (racines, poles) Soit F' = — € K(X) une fraction rationnelle écrite sous forme irréduc-

. Q
tible. On appelle :

* racines de F les racines de P dans K;

* poles de F les racines de () dans K.

La multiplicité d’une racine (respectivement d’un pole) de F' est définie comme étant sa multiplicité en
tant que racine du polynéme P (respectivement de Q).

Remarques :

* Il est important que la fraction rationnelle soit écrite sous forme irréductible. Par exemple, 0 n’est ni

X(X+1
g (en fait, F' n’a pas de pole et —1 et

un pdle, ni une racine, de la fraction rationnelle F' =
sa seule racine).
* Toute fraction rationnelle admet un nombre fini de poles.

* Toute fraction rationnelle non nulle admet un nombre fini de racines.

X

Exemple 5 Soit F' = m



* Sur C, les poles de F' sont —1i et ¢, et 0 est I'unique racine de F'. Les pdles sont doubles, la racine est
simple.
* Sur R, la fraction rationnelle F' n’admet pas de pole (et 0 pour unique racine).

De la méme maniére que pour les fonctions polynomiales, on peut définir la notion de fonction rationnelle.

P
Définition 4 (fonction rationnelle)  Soit F = — € K(X). On note Pol(F') I’ensemble des poles de
F sur le corps K. On appelle fonction rationnelle associée & F' la fonction :
K\ Pol(F) — K

f P(x)
T Q)

Remarque : ici, la fonction rationnelle f est de classe € sur K\ Pol(F).

IT — Eléments simples

1) Définitions

Définition 5 (élément simple sur K) On appelle élément simple sur K toute fraction rationnelle du

P
type o € K(X) ou :

* @ est irréductible sur le corps K;
* n e N*;
* deg(P) < deg(Q).

Remarque : on connait les polyndémes irréductibles sur R et sur C. Ainsi :
* sur C, les éléments simples sont les fractions rationnelles de la forme :
«
(X =B
oua,fe€CetneN,
* sur R, ce sont les fractions de la forme :
o aX +b
- " XX tor

oun €N o, €R, a,b,p,q€ R tels que p? — 4¢> < 0.

2) Partie entiére d’une fraction rationnelle

Proposition/définition 2 (partie entiére) Soit F' € K(X). Il existe un unique polynéme E € K[X]
et une unique fraction rationnelle G € K(X) tels que :

* deg(G) < 0;
*x F=FE+G.
Le polynoéme E est appelé la partie entiére de F' (on le note parfois F(F)).

Démonstration On démontre l'existence et 'unicité séparément.



A
* Existence : il existe (4, B) € K[X] x (K[X] \ {0}) tel que F = B D’aprés le théoréme de la division
euclidienne, il existe @, R € K[X] tel que A = BQ + R avec deg(R) < deg(B). Ainsi :

F

BQ+R R R
= 5 =Q+ B avec deg <B> <0

On pose donc G = g
* Unicité : soient (F1,G1), (E2, G2) € K[X] x K(X) tel que :
F=FE+G =FEy+ Gy avec deg(G1) < 0 et deg(G3) <0
Alors B1 — F3 = Go — G41. Or :
deg(Gs — G1) < max(deg(G2),deg(G1)) <0

Comme F; — Es € K[X], on a aussi deg(G2 — G1) € Nsup{-oo} donc deg(G2 — G1) = -0, c’est-a-dire donc
on a nécessairement G; = Go et Eq = FEs. [ |

Exemple 6 * On a

X +1 1 1 X +1
; = 1+}. Comme deg <X> =—-1<0,onakF (;) = 1 par unicité

de la partie entiére.

X X X X
*OnaW:O+Metdeg<M><0doncE<X2+1>:0

2X2 +1
* Déterminons E (F') ou F' = Xi—jl On a (on effectue la division euclidienne de 2X2+1 par X +1) :
9X2+1=(2X+2)(X+1)—3  donc F:2X+2_Xi1

donc E(F) =2X + 2.

3) Décomposition en éléments simples

Les théorémes suivants, qui assurent I'existence de la « décomposition en éléments simples » de toute fraction
rationnelle en précisant leur forme, sont admis. On distingue le cas complexe du cas réel.

(a) Le cas complexe (K= C)

Théoréme 1 (décomposition en éléments simples, cas complexe) Soit F' € C(X) une fraction
rationnelle admettant exactement n € N* poles notés aq, ..., a, de multiplicités respectives k1, ..., k,. On
peut décomposer F' d’une unique maniére sous la forme :

n kj o
FZE(FH’ZZ(X_M%)W

j=1 ¢=1

les coefficients ay ; étant uniquement déterminés.

X B X
(X2+1)2 (X —)2(X +14)?
existe a, 3,7,6 € C tels que :

Exemple 7 Soit F' = € C(X). On a E(F) =0 et, d’aprés le théoréme, il

S AN S
Xt xortxi Ty




Remarque : le cadre le plus simple pour décomposer en éléments simples est celui ou tous les poles de F
sont simples. Supposons que :

P
F=
(X —a1)(X —az)... (X —ap)
onn € N*, P € C,_1[X] et ou les nombres complexes ay,...,a, étant deux a deux distincts. D’apres le
théoréme, il existe A1, ..., A, € C tels que :
Foy N
— X —a

i=1

Expliquons comment déterminer simplement A;. On multiplie F’ par X — aq :

P
=(X—a)F=M+X—-a Z

(X —ag)... (X —ap) X—aZ

En évaluant en aq, on a donc A\; = ( ) ( 5
ar —ag)...(a1 — ap

2™ Exercice 1 Décomposer F = sur C.
P X -1)(X 2
Solution. On sait qu’il existe A\, u € C tels que :

A 7
_X—1+X—2

En utilisant la méthode précédente, on trouve A = —1 et pu = 2.

Voyons maintenant un exemple avec un poéle multiple.

X
Exemple 8 Considérons la fraction rationnelle F' = X DX —2)2 Celle-ci est de degré —2 (donc la

partie entiére est nulle) avec un pole simple et un pole double. On sait qu’il existe A, u, 0 € C tels que :
A 7 0
F=
X1 tx—2 (x—2p

* La méthode vue plus haut permet de trouver le coefficient relatif au pole simple; on obtient A = 1.

* Ensuite, en multipliant la fraction rationnelle par (X —2)? et en évaluant en 2, on obtient § = % =2

* Pour obtenir u, on peut par exemple évaluer en 0. On obtient g = —1. On peut aussi multiplier F
par X et en faisant tendre X vers +o0o. On obtient la relation :

O0=A+p c’est-a-dire w=-1

(b) Le cas réel (K=R)

Théoréme 2 (décomposition en éléments simples, cas réel)  Soit F' € R(X) une fraction ration-
nelle dont le dénominateur s’écrit :

Q=TI (X —a)™ [[(X*+piX +4)*
= i=1

la décomposition en produit de facteurs irréductibles de @ sur R, ou :
* CeR;
* les oy, B; sont des entiers naturels non nuls;
* les a;, p;, g; sont des réels tels que p? —4q; < 0.

Alors on peut décomposer F' sous la forme :

+ZZ +§:Z Wi j X + v
X —a;) (X2 +piX +qi)

11]1

ott les nombres réels A; ;, i; ; et v; ; sont uniquement déterminés.




X3+4
Exemple 9 Si F = X a)2(X2++ VX 1) (ot p? —4q < 0), alors il existe a, 3,7, 6, A, it € R tels que :

o B VX 46 AX 4 p
F= +
X—-a (X-a? X?+pX+q (X?2+pX+q)?

En pratique, on peut commencer par rechercher la décomposition en éléments simples sur C avant de regrou-
per les poles conjugués.

2% Exercice 2 Décomposer en éléments simples sur R la fraction :

1 1

F: =
X3 1 (X -_D)(X2+X+1)

Solution. On a E(F) = 0. On sait qu’il existe «, 3,7 € R tels que :

o BX +
X -1 X2+ X+1

F =

En multipliant par X — 1 et en évaluant en 1, on trouve la valeur de A\. En multipliant par X puis en faisant tendre
X vers +00, on trouve la valeur de 8. Pour obtenir 7, on peut par exemple substituer & X la valeur 0. On obtient :

a=-=-p et ’y:—g

4) Dérivée logarithmique

Proposition 3 (dérivée logarithmique)  Soit P € K[X]|\ Ko[X]. Il existe C € C, n € N*, ay,...,a,
des nombres complexes deux a deux distincts et aq,...,a, € N* tels que :

P = CH —a;)”®

Alors : .
P’
? X —a;
=1
Démonstration Ona:
n n
e . — a7 - 1 —
_C;al( a;) H a;)® (Z _al>
1= :
J#z
d’on la décomposition annoncée. [ |

Remarque : formellement, cela revient & écrire

«In(P) —i—Zk In(X — a;)

et & dériver, d’ou 'intitulé « dérivée logarithmique ».

Exemple 10 On a, pour tout entier naturel n non nul,

n

an 1
- Z eszw/n




III — Intégration de fonctions rationnelles

Pour déterminer une primitive d’une fonction rationnelle, on commencera par décomposer en éléments simples

(t—a)

sur C la fonction. Il s’agit ensuite d’intégrer chaque élément simple, a savoir chaque fonction f : ¢t —

ouae€ CetneN*
1

(n—1)(t—a)"!

* Sin > 2, alors une primitive de f sur R\ {a} est F': t — —

* Supposons maintenant que n = 1.
— Si a € R, alors une primitive de f sur R\ {a} est F': ¢t — In(|t — al).
— Sia € C\R, alors il existe (p,q) € R x R* tel que a = p + iq et donc :

1 t— i
VtER,  f(t)= U
t—p—iq (t—p)Q+q
1
S b B N
T (- p)2 2 t—p\ 2
(t=p)+a®  (52)" 41
Une primitive de f sur R est donc :
In((t — p)? + ¢* t—
F:t— n({t—p) +q)+iarctan<p>
2 q
1 3
2% Exercice 3 Calculer l'intégrale I = / 21 dt.
0 _
Solution. On a :
X3 X(X?-1)+X X
X2—-1 X2 -1 =Xt
——
notée G
R ) o« PRI S
On sait qu’il existe o, 8 € R tels que G = X1 + X1 et on trouve que a = = 5" Ainsi :
1
2 In(l—t) WE+1]2 1 In2) mI@B)-In2) 1 In(3)
2T T2 T2 |, T8 2 T 2 g "+



