Calcul matriciel et systémes linéaires

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C et n, p, g, r sont des éléments de N*.

I — Généralités

1) Notion de matrice

Définition 1 (matrice)  Soient n,p € N*.

* On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K toute application M : [1,n] x
[1,p] — K.

* L’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes & coefficients dans K est noté .4, ,(K).

Notation : nous représenterons une matrice sous la forme d’un tableau a n lignes et p colonnes; pour tout
(1,7) € [1,n] x [1,p], le coefficient situé en position ligne i et en colonne j du tableau correspond a la valeur
M(i, 7).

Exemple 1 La matrice :

M = <_11 g ZD € M 3(R), aussi notée M = [

est telle que M(1,3) = 3.

Remarque : si M € 4, ,(K) est une matrice, les coefficients seront notés m; ; (au lieu de M (4, j)) et on

écrira M = (m; j)1<i<n-
1<y<p

%% Exercice 1 Expliciter la matrice M = (i + j)1<i<2-
1<5<3

Vocabulaire :

* On appelle matrice nulle, notée 0y, ,, 'élément de ., ,(K) dont tous les coefficients sont nuls (on la
note simplement 0,, si n = p).

* Lorsque n = p, on parle de matrice carrée. L’ensemble des matrices carrées a n lignes est noté ., (K).
On appelle diagonale d'une matrice carrée, la données des coefficients my, ot k € [1,n].

* Tout élément de ., 1(K) est appelé une matrice colonne.
* Tout élément de .#; ,(K) est appelé une matrice ligne.

* Soit D = (dij)i<ij<n € AMn(K). On dit que D est une matrice diagonale si :
Vi,j€[ln], i#j = dij=0

Une telle matrice est donc de la forme :

di (0)

d2 noté ,.
D= . = diag(dy,...,d,)



* On dit que A € 4, (K) est une matrice scalaire s’il existe A € K tel que :

A (0)
A
A =diag(\, ..., \) =
(0) A
En particulier, on appelle matrice identité, notée I,,, la matrice scalaire de ., (K) dont les coefficients
diagonaux valent 1, i.e. I,, = diag(1,...,1).

* On dit que T = (t; j)1<ij<n € An(K) est triangulaire supérieure si :
Vijeln], i>j = t;j=0

* On définit de la méme maniére la notion de matrice triangulaire inférieure.

Remarque : les matrices qui sont triangulaires inférieures et supérieures sont les matrices diagonales.

2) Combinaison linéaire de matrices de mémes tailles

On définit deux lois de composition dans .#), ,(K) de la maniére suivante.

* somme de deux matrices

Soient M = (m; j)i<i<n €t N = (n;j)1<i<n deux éléments de ., ,(K). On définit la matrice M + N
1<y<p 1<y<p
par :
M+ N = (mij + nij)icisn € Anp(K)
I<y<p
La loi + ainsi définie est une loi de composition interne dans ., ,(K) qui est associative, commutative
et qui admet la matrice nulle comme élément neutre.

*x multiplication d’une matrice par un scalaire
Soit M = (mj;)1<i<n €t A € K. On définit la matrice AM € .4, ,(K) en posant :
1<g<p

AM = (Amj j)1<i<n € Mnp(K)

1<j<p

Remarque : toute matrice de la forme A\ My + A oMo +---+ X Npoul € N*, Aq,..., \p € Ket My,...,My €
M p(K) est appelée combinaison linéaire des matrices My, ..., M,.

3) Matrices élémentaires de .7, ,(K)

Définition 2 (symbole de Kronecker) Pour tous a,b € N, on pose d,p = { (1) ZHC(L): b
Remarques :

*x Va,b € N, 5a,b = 51,,@

1 sia=b=c=d

*x Ya,b,c,d € N, 6a,b50,d = { 0 sinon
Définition 3 (matrice élémentaire)  Soit (4,j) € [1,n] x [1, p]. On appelle matrice élémentaire d’in-
dices i et j la matrice F; ; de ), ,(K) telle que E; j = (5¢7k5j7g)1<k<n.

1<<p




Par exemple, les matrices élémentaires de .#5 »(K) sont :
10 0 1 0 0 0 0
Ei1= <O 0) , Eig= <0 0) , Bo1= <1 0> et Foo = <0 2)

Proposition 1 (les matrices élémentaires engendrent .7, ,(K))  Tout élément de ., ,(K) s’ex-
prime comme combinaison linéaire des matrices élémentaires de .4, ,(K).

n o p
Démonstration Soit M = (m; ;)1<i<n € #np(K). Alors on a clairement A = Z Z a; ; E; j, d’ou le résultat.ll

1<<p i=1 j=1

4) Produit matriciel

Définition 4 (produit matriciel)  Soient A = (a;;)1<i<n € #np(K) et B = (b j)1<i<p € Mpq(K).
1<y<p 1<y<q
On appelle produit de A par B la matrice AB = (¢; j)1<i<n € Anq(K) définie par :
1<i<q

p
V(Z,]) c [[1,n]] X ﬂl,q]], Cij = Za@kbk,j
k=1

Remarque : pour calculer le produit matriciel AB, il faut que ce produit soit compatible (le nombre de
colonnes de A doit étre égal au nombre de lignes de B).

Exemple 2 On a :

Proposition 2 (produit de deux matrices élémentaires)  Soient (i,7) € [1,n] x [1,p] et (k,¢) €
[1,p] x [1,q]. Alors :

Eij Exg =0k Eiy
S~ ~—
nxp pxq nxq

Démonstration Posons E; ;Ex ¢ = (Cap)i<agn- Soit (a,b) € [1,n] x [1,q]. Le coefficient ¢, ; est égal & :
1<b<q

p

p P
Ca,b = Z (Ei,j)a,c(Ek,l)c,b = Z 5i,a5j,c50,k6£,b = 5i,a5l,b Z 6j,c(56,k7

c=1 c=1 c=1

puisque E; ; = (5i,k6j,€)1<k<n et By o= (5k.a5€,,8)1<a<p- On distingue deux cas.
1<e<p ' 1<B<q
* Premier cas : j £ k
Pour tout ¢ € [1,p], on a 0j.c0¢.k = 0 (car I'un des deux symboles de Kronecker est nul) et alors ¢, = 0.

*x Deuxiéme cas : j =k

q
Alors Zéj’céc’j =6;,;0;; = 1 et alors cqp = 0;,a0¢,p-

c=1

On en déduit que ¢, = 0;,40¢,0;,%. Comme 0; 407 = (E; ¢)ap donc on a bien I'égalité E; jEy o = ;1 E; 4. [ ]



Proposition 3 (propriétés algébriques du produit matriciel) Le produit matriciel est :

* associatif, i.e. :

V(A,B,C) € My p(K) x My q(K) x My, (K), (AB)C = A(BC)
* bilinéaire, i.e. : pour tous A, B € M4, ,(K), C,D € M, 4(K) et X\, p € K,

(M + uB)C = MAC + uBC et B(AC + uD) = ABC + uBD
* la matrice identité est ’élément neutre pour la multiplication :

VA € Mpp(K), I,A=AL =A

Démonstration * Soit (A, B,C) € My, »(K) x My q(K) x Ay, (K). Soit (i,7) € [1,n] x [1,r]. Alors :
q q
Z (AB)jcoj = Z (Z a;, kb e) = Z Zai,kbk,ece,j
=1 =1 \k=1 =1 k=1

q
E a; 1bk.eCe

1

/ q
<Z br,ece J>
1 =1

[
M=

=
Il

—
~

[
M=

k=
q
= Z ;i Lk BC)
k=1
= (A(BC))M,
ce qui démontre I'associativité du produit matriciel.
* On démontre de maniére analogue les deux autres propriétés. |

Remarque : le produit matriciel n’est pas commutatif. Par exemple :

b )G o)=G oG )=G

o

)(02)

o

Proposition 4 (effet d’'une multiplication par une matrice ligne/colonne) Soient A €
M p(K), i€ [1,n] et j € [1,p]. Alors :
0
0
* A | 1] estla j°™ colonne de A
0
0
* (0 ... 001 0 ... O)Aest la i®™€ ligne de A
* Plus généralement, pour tout X € .#, 1(K) (matrice colonne), alors en notant C1, ..., C), les matrices

de A € A, ,(K), on a :

X = Z z;C; (AX est une combinaison linéaire des colonnes de A)




0 §Lj

0 0j-1,

Démonstration * Posons X; = [1| = 65, |. Alors AX € #,1(K) (matrice colonne) et, pour tout
0 0j+1,5
0 Op.j

i€[l,n], ona:

p
(AX;)i = Zai,kak,j =a;;

k=1
ai,j
Donc AX; = est la j° colonne de A.
Gp,j
* On procéde de maniére analogue.
P
* Si x1,...,2, sont les coefficients de X, on a X = szXj (o X, est la matrice colonne dont tous les
j=1

coefficients sont nuls sauf celui en ligne j qui vaut 1). Par distributivité du produit matriciel, on a :

p 14
AX = Z.’L’jAXj = Z{chj‘
7j=1 Jj=1

d’aprés le premier point. |
a b c 1 a+2b+ 3c
Exemple3 SiA=|d e f| e #(K)etsiX=|2],alors AX = |d+2e+3f
g h 1 3 g+2h+ 3t

5) Transposition

Définition 5 (transposée)  Soit A = (ai;)1<i<n € Mnp(K). On appelle transposée de A 'élément de
I<y<p

My (K), noté AT, dont le coefficient situé en position (i,4) € [1,p] x [1,n] est a;;. Autrement dit :
AT = (i) 15i5p
1<j

IIN

T

3
Exemple 4 * 6
9

N (0 1 0>T_ g

2 2 42 49

Proposition 5 (propriétés de la transposition) Soient A, B € My, p(K), C € Mpq4(K) et \,p e K
Alors :

* (M + uB)T = XAT + uB?T (linéarité de la transposition) ;
* (AT)T = A (la transposition est involutive) ;
*x (AC)T = C0TAT,

N
00 Ol N
o Ol
© 00




Démonstration On pose A = (@i j)1<i<n, B = (bij)i1<i<n €t C = (¢ j)1<i<p-
1<j<p 1<j<p 1<j<q

NN

*x Ona:
T T
(A +uB)* = ((Aam + Mbi,j)1<z‘<n) = (Aaji + pbji)1<i<p
1<i<p 1<j<n

= Maji)1<i<p + 1(bji) 1<i<p
1<j<n 1<j<n

= AT + BT

* immédiat

* On a:
P T p P
T T 4T
(AC)" = <§ ai,ka,j>1<.< = D ajmcn. = (D criaj =04
=N . .
k=1 =0 k=1 1<i<q k=1 1<i<q
ISisa 1<j<n 1<j<n
par définition du produit matriciel et car CT = (¢;;)1<i<q €t AT = (aj,i)1<i<p- |
1<j<p 1<j<n
Définition 6 (matrice symétrique, matrice antisymétrique)  Soit A € #,(K) (matrice carrée).
On dit que :

* A est symétrique si AT = A;
* A est antisymétrique si AT = —A.

On note .7, (K) (respectivement <7,(K)) ensemble des matrices symétriques (respectivement antisymé-
triques).

Remarques :

* Une matrice A € .#,(K) est symétrique si et seulement si :
Vi, j € [1,n], a;j = aj;
* Une matrice A € #,(K) est antisymétrique si et seulement si :
Vi, j € [1,n], aij = —aj;

Ceci implique que les coefficients diagonaux de A sont nuls.

* Toute combinaison linéaire de matrices symétriques (respectivement antisymétriques) est une matrice
symétrique (respectivement antisymétrique).

Exemple 5 * Toute matrice diagonale (par exemple I,,) est symétrique.

. 1 . .
* La matrice (_01 0) est antisymétrique.

IT — L’anneau ., (K)

La propriété structurelle suivante est une synthése des propriétés démontrées précédemment.

Proposition 6  Le triplet (.7, (K),+, x) est un anneau, il est non commutatif si n > 2. Les éléments
neutres sont :

* 0, pour I'addition ;

* I, pour la multiplication.




1) Pathologies de ’anneau .7, (K)

(a) Il est non intégre

On rappelle qu'un anneau (A, +, X) est intégre si :
Va,b e A, axb=04 =— a=040ub=04
Si n > 2, anneau .#,(K) n’est pas intégre. Par exemple :
GG A)-60)
2 1 -1 -1 0 0

1

1
On dit que les matrices <§ i) et <_21 _21> sont des diviseurs de zéro.

(b) Existence d’éléments nilpotents

Définition 7 (matrice nilpotente)  Soit A € .#,(K). On dit que A est une matrice nilpotente s’il

existe k € N* tel que :
AP =0,

Dans un anneau intégre, il n’existe pas d’élément non nul qui soit nilpotent. Par contre, il en existe dans

M (K). Par exemple, la matrice A = <8 (1)> est non nulle mais A? = 0. Donc A est nilpotente.

2) Identités remarquables dans .#,,(K)

Les deux formules suivantes, bien connues dans R et dans C, ont été vues dans un anneau quelconque.

Proposition 7 Soit A, B € #,(K) deux matrices qui commutent (i.e. telles que AB = BA).

*x Formule du bindéme de Newton :

p
- p k pp—k
VpeN, (A+B) kz_o<k>AB

*x Formule de factorisation :

p—1
VpeN*,  AP-BP=(A-B)Y Afpri-k
k=0
Démonstration Nous P’avons démontré dans le cas d’un anneau (A, +, X) quelconque. |

Remarque : dans ., (K), les matrices scalaires (c’est-a-dire de la forme A[,, ot A € K) commutent avec
tout élément de ., (K).

01
22 Exercice 2 Calculer les puissances de la matrice A = 3 0] (c’est-a-~dire calculer AP pour
0 3

o O W

tout p € N).



Une solution. Ona A =D+ N ou D =3Iz et N = . Les matrices D et N commutent car D est une

o O O
o O O
S O =

matrice scalaire. De plus, N2 = 03 donc :
Vk e N\ {0,1}, Nk = N2Nk=2 = 03N*~2 = 03
Ona A% =13, Al = Aet,si pe N\ {0,1} (d’aprés la formule du binéme de Newton) :

» 3 0 p3rt
Ar=>" <Z> NFDP=F = DP 4 pNDP™' = 3PL;+p3P"'N=[0 3» 0
k=0 0o 0 3

3) Parties stables par produit

On note 77 (K) (respectivement 7, (K), 2,(K)) le sous-ensemble de .#,(K) constitué¢ des matrices trian-
gulaires supérieures (respectivement triangulaires inférieures, diagonales).

Proposition 8 * Les ensembles .77 (K) et ., (K) sont stables par produits.
* De méme, Z,(K) est stable par produit et :

YL, oy Ay MLy ey i € K diag(A1, ..., Ap) diag(p, .- ., pin) = diag( A1, - -+, Anfin)

Démonstration * Soient A = (ai j)1<i,j<n, B = (bij)i<ij<n € ) (K) et i,j € [1,n] tels que ¢ > j. On
veut montrer que (AB); ; =0. On a :

n i—1 n
(AB)ij = aikbej =Y @ikbrj+ > aikbrj =0
k=1 k=1 _ k=1 -0

car les matrices A et B sont triangulaires supérieures. On procéde de la méme maniére pour des matrices
triangulaires inférieures.

* Soient Ay, ..., An, 41, ...,y € K. On pose :
n n
Dy = diag(A1, ..., A\n) = Z MeEy et Dy, =diag(p, ..., pmn) = ZM@EM
k=1 =1

Par bilinéarité du produit matriciel, on a :
n n

DiDp =Y Mt Br oy = diag(Mapua, -, Anjin),

k=1 ¢=1
=6k,0Ek,¢

=Ap ik Er ke

ce qu’il fallait démontrer. |

4) Groupe linéaire

Rappel : une matrice A de I'anneau ., (K) est inversible (pour la multiplication matricielle) s’il existe
B e #,(K) tel que AB = BA = I,.

Définition 8 (groupe linéaire) Le groupe des inversibles de l'anneau (.#,(K),+, x) est appelé
groupe linéaire et est noté GL,(K). On a donc :
GL,(K) = A, (K)*
={A e #,(K)|3B € #,(K), AB=BA=1,}




Exemple 6 * I, € GL,(K);
* si A = diag(A1,..., \n) est telle que Aj,..., A\, € K*, alors A € GL,(K) (il suffit de prendre B =
diag(%l, ce ﬁ)),
* 0, ¢ GL,(K).

(a) Propriétés

Proposition 9 (propriétés de l’inverse)  Soient A, B € GL,(K). Alors :
* A1 est inversible d’inverse (A=1)71 = A4;
* la matrice AB est inversible d’inverse (AB)™! = B~1A~1;
* pour tout k € Z, la matrice A¥ est inversible d’inverse (AF)~! = (A=1)¥;

* la matrice AT est inversible d’inverse (A~1)T.

Démonstration Les trois premiéres propriétés ont été démontrées dans le chapitre sur les groupe. Démontrons
la derniére propriété. On a (en utilisant la formule donnant la transposée d’un produit) :

ATA YT = (A A" = 1] =1,

car I,, est une matrice symétrique. De la méme maniére, on a (A~1)TAT = [,. La matrice AT est donc inversible
d’inverse (A~1)T. [ |

(b) Le cas particulier n =2

On décrit ici GLa(K).

b

Proposition/définition 1 (GL2(K)) Soit A = (Z J

) € M5(K). On appelle déterminant de A, noté

det(A), le scalaire :
det(A) = ad — bc € K

La matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0 et, dans ce cas, on a :

= (e 7

Démonstration On vérifie facilement que :
A<d _b) = <d _b>A(adbc)[2
—c a —c a

( d _ab) (par définition de l'inversibilité et d’aprés le

* Siad —be # 0, alors A est inversible d’inverse 2 .
ad —be \—
calcul précédent).

* Supposons maintenant que A soit inversible. Par ’absurde, supposons que ad — bc = 0. Alors :

(d _b> =1 ( g _b> :A‘1A<d _b> = A7 (ad — be) I = 0,
—c a —cC a —C a N—_——

c’est-a~dire a = b=c=d = 0. Alors A = 02 ce qui est absurde car la matrice nulle n’est pas inversible. |

1 _
Exemple 7  La matrice A = <§ i) est inversible car det(A) = —2. De plus, A~! = ) <_43 12>.



IIT — Systémes linéaires

1) Définitions

Définition 9 (systémes linéaires) Soient n,p € N*. On appelle systéme linéaire a n équations et p
inconnues 1, ... x, tout systéme () de la forme :

amart + aipr2 + ... 4+ aipr, = b

a21x1 + ag2xr2 + ...+ QpTp = by
(-

Ap1T1 + Apn2T2 + ... + GupTp, = by

e Les nombres a; ; € K sont appelés les coefficients du systeme;
e les nombres b1, ...,b, constituent ce qu’on appelle le second membre du systéme;
e si p =n, alors on dit que le systéme est carré;

e la i®™° ¢quation du systéme ou i®™° ligne du systéme (pour i € [1,n]), notée L;, est I'équation
Litajgry+aipx2+ - +ajpx, =0by

e le systéme (.7) est dit homogéne si tous les nombres b; sont nuls (Vi € [1,n], b; =0);

e le systéeme est dit compatible s’il admet au moins une solution ;

e une solution du systéme est un p-uplet (z1,...,zp) € KP vérifiant chacune des n équations du
systéme ;

o résoudre le systéme (), c’est trouver 'ensemble de toutes les solutions du systéme.

Exemple 8 * { i t z i 8 est un systéme linéaire de deux équations et deux inconnues, que
I'on peut interpréter géométriquement comme le lieu des points d’intersection de deux droites dans le
plan;

2x + y — zZ = < ., . P . PR )
* r -y + oz = 4 est un systéme linéaire de deux équations et trois inconnues, que l'on

peut interpréter géométriquement comme le lieu des points d’intersection de deux plans dans l'espace

On résout un tel systéme en utilisant la méthode du pivot de Gauss. Pour cela, nous ferons des opérations
élémentaires sur les lignes du systéme.

Définition 10 On appelle opération élémentaire :
e ’échange de deux lignes L; et L; du systéme, opération notée L; <> L; ;
e la multiplication d’une ligne L; par un scalaire non nul o € K*, notée L; + a L;;

e ajouter a la ligne L; la ligne L;, noté L; < L; + L;.

Remarque : en effectuant des opérations opérations élémentaires sur les lignes du systéme, on conserve
I’équivalence entre les systémes.

10



2) Pivot de Gauss

L’objectif est d’effectuer des opérations élémentaires sur les lignes du systéme pour obtenir un systéme,
équivalent au systéme () initial et qui est échelonné, c’est-a-dire de la forme :

a17j1 le + . o . e N . e + Ode ‘Tp g Bl

2,5y Tjs + e mpT, = Bo

(éa) Qg L. + et QrpTp = 57'
0 == 57’—&-1

\ 0 = /Bn

ou ji < jo < -+ < Jp
* Les derniéres équations sont appelées des équations de compatibilité ; le systéme est compatible si et
seulement si ces équations sont satisfaites.
* On résout alors le systéme par la technique de la remontée : les inconnues, dites principales sont ici
LjpyeenyTj.
* On exprime celles-ci, en partant de la derniére équation, en fonction des autres inconnues s’il y en a
(qui sont quant a elles qualifiées de secondaires).

Exemple 9 Résoudre le systéme échelonné :

T + y — 2z = 3
y + 2z =1

Description de 1’algorithme du privot de Gauss : (repartons du systéme (%))

* Supposons que a1 7 0. Sur chaque ligne Lo, ..., L,, on effectue 'opération élémentaire L < Lj —
a
LS o (ot k € [2,n]). Ceci a pour effet d’éliminer 'inconnue z; sur les lignes La, ..., L.
ag k
* On poursuit le procédé pour éliminer xo sur les lignes Ls, ..., Lj,.

On obtient a la fin du processus un systéme échelonné équivalent au premier systéme.

Exemple 10 Résoudre les systémes :

r +y + z =1 r +y + 2z =1
() r -y + 2z = 2 et (-S) r -y + 2z = 2
2x + 3z = 3 2z + 3z = 2

IV — Calcul pratique de 'inverse d’une matrice carrée

1) Interprétation matricielle d’un systéme linéaire
Le systéme () de la premiére définition est équivalent a ’équation matricielle AX = B ou :

A= (a@j)lgign S ,///n’p(K), X = € M, 71(]K) et B = S %n,l(K)

1<i<p

On dit que :
* A est la matrice du systéme ;
*x B est le second membre du systéme;

* X est I'inconnue.

11



L’équation homogene associée au systéme est AX = 0,1 (notée (J2)).

20 + 3y + 2z =
x

Exemple 11 Le systeme linéaire { se réécrit :

-y = 42
2 3 1\ (") (1
1 -1 0/ \Y) ™ \4
—— \? ——

Remarque : le systéme AX = B est compatible si et seulement si B est combinaison linéaire des colonnes
de A.

Proposition 10 (ensemble des solutions de AX = B)  Si le systétme AX = B est compatible,
alors son ensemble de solutions est :

Sol(.#) = {Xo + Xy | Xy € Sol(#)},

ot X est une solution particuliére du systéme AX = B et ot on a noté Sol(.) et Sol(.#) les ensembles
de solutions de (.¥) et (%) respectivement.

Démonstration On raisonne par double inclusion. On note E l’ensemble de droite de la proposition.

Soit X € Sol(.). En posant X = X — Xy, on a bien I’égalité X = X+ X et on a Xy € Sol(.¥) car, par
bilinéarité du produit matriciel,
AXpy=AX —AXg=B—-B=0,,

Ainsi, X € E, d’ou l'inclusion Sol(.#) C E.
Soit X € E. Il existe Xy € Sol() tel que X = Xy + Xp. Par bilinéarité du produit matriciel, on a :

AX = AXo+ AXpy =B+0,, =B

donc X € Sol(.#). D’ou linclusion E C Sol(.¥). [ |

2) Interprétation matricielle des opérations élémentaires

On reprend les notations du paragraphe précédent. On souhaite ici comprendre ce qu’il se passe sur la matrice
A lorsqu’on échelonne le systéme () AX = B a l'aide de l'algorithme du pivot de Gauss.

Rappel : pour tout (i,j) € [1,n] x [1,p], la matrice élémentaire E;; € #,(K) est définie par E;; =

(5k 16&])1<z<n
1<y<p

Lemme 1 Pour tout 4, j € [1,n], la matrice E; ; X A est la matrice de taille n x p dont toutes les lignes
sont nulles sauf la i®™° qui est constituée de la j°™€ ligne de A.

nxXp
n p n p p
BigA=)_ > areBigBre=2 > acedin Biu = aisBis,
k=1¢=1 k=1¢=1 =1
nxn nXxp nxp
ce qu’il fallait démontrer. |



On introduit les nouvelles matrices (carrées cette fois) suivantes (ot i, j € [1,n] et A € K) qui sont inversibles :

* matrice de dilatation :

10 0 0
0
: 1 :
DiN)=I,+AN-1)E;; = | : A : (pour A € K*)
1
0 ... 0 1

* matrice de transvection : T; ;(\) = I, + \E; ;

* matrice de permutation : P, =1, — F;; — E; ; + E; ; + E;;

Proposition 11  Effectuer une opération élémentaire sur les lignes de A (i.e. dans le systéme (.¥))
revient a multiplier A & gauche par I'une des matrices D;(\), T; j(A) ou P ;. Plus précisément :

* permuter L; avec L; dans A correspond au systéeme P; jAX = P; ;B ;
* multiplier L; par AL; correspond & D;(A\)AX = D;(\)B;
* remplacer L; par L; + AL; (j # i) correspond au systéme T; j(A\)AX = T; ;(\)B.

Démonstration Pour l'opération élémentaire L; <— L; + AL; par exemple, on a :
Tij(MNA = (In + AE; j)A = A+ AE; ;A

On conclut avec le lemme. |

3) Inversion d’une matrice carrée

Définition 11 (systéme de Cramer) Un systéme linéaire est dit de Cramer si :
* il est carré (i.e. admet autant d’équations que d’inconnues);

* sa matrice est inversible.

_l’_

=1
Exemple 12 Le systéme{ i N Z _ 3 est de Cramer.

Remarques :
% Un tel systéme AX = B (donc avec A € GL,(K)) admet une unique solution, a savoir X = A~!B.

* Pour étudier l'inversibilité d’une matrice et déterminer le cas échéant 'inverse d’une matrice carrée
A, on peut lui appliquer 'algorithme du pivot de Gauss jusqu’a obtenir la matrice I, : si on a réussit
& écrire une égalité du type P;...P.A = I,, ou les matrices P; correspondent & des opérations
élémentaires, alors (comme Py, ..., P, sont inversibles), on a A = P-1... P/ . Donc A est inversible
et son inverse est P; ... P,.

Expliquons sur un exemple comment étudier I'inversibilité d’une matrice et déterminer I'inverse le cas échéant.

1 3 1
Exemple 13 Montrons que A= |1 2 2| est inversible et calculons A~!.
1 21
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Proposition 12 (cas particulier)  Soit A = (a;)1<ij<n € 7,5 (K)U 7, (K). Alors :
A e GL,(K) <= (VE € [1,n], arr #0)
En particulier, si A est diagonale et si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls, alors :

A7 = diag(ayt,. .. anh)

r'n

Démonstration C’est une conséquence de 'algorithme du pivot de Gauss. Le cas des matrices diagonales a déja
été établi. |
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