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Zusammenfassung

Einen wunderschonen guten Morgen. Bei diesem Vortrag wird es um eine Einfiih-
rung zu linearen Abbildungen und Matrizen gehen. Angefangen wird mit einer Mo-
tivation zu linearen Abbildungen und grundlegenden Eigenschaften. Ist das geklart
schauen wir uns an, was eine Matrix iiberhaupt ist und leiten uns im Zusammenhang
mit linearen Abbildungen einige Rechenregeln fiir Matrizen her. Zum Ende hin reden
wir iiber lineare Gleichungssysteme und den Gauss-Algorithmus.
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1 LINEARE ABBILDUNGEN

1 Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen werden euch stets und stédndig in der Physik begegnen.

* Eine Ableitung ist eine lineare Abbildung (Das ist bei weitem Grund genug, sich damit
auseinanderzusetzen).

* Lineare Gleichungssysteme konnen mithilfe von Matrizen gelost werden.

* In der Theoretischen Physik kommen Matrizen fiir Koordinatensystem Transforma-
tionen sehr haufig vor.

~— Definition 1.1 N

Sei R die Menge der Reellen Zahlen und f : R — R eine Abbildung. So heif3t sie linear,
falls fiir alle z,y € R A X\ € R gilt:

1. f(Ax) = Af(z)
2. flz+y) = f(z) + fy)
oder beides auf einmal:

3. fAx + py) = Af(z) + pf(y)

In Worte gefasst sagt diese Definition aus, dass es egal ist, ob ich zwei Elemente zuerst
addiere und den Funktionswert bilde, oder andersherum (analog zum Skalar). Nun schauen
wir uns einige Beispiele an:

—{ Beispiel 1.1 N

Seien a,b, A € Rund f : R — R, dann ist:

L f(z)=az+b flzt+y)=alz+y)+b=az+by+b=f(x)+f(y)—b
fAz) =alz+b=Af(z)+b— b
= nicht linear falls b # 0, aber falls b = 0 ,dann ist es linear

2. f(z) = az’+bx;  flzty) =alz+y)?+b(z+y) = a(z*+y?+2zy) +b(z+y) =
f(z) + f(y) + 2zy = nicht linear, da der Mischterm stort.

Uberlegen wir uns nur noch kurz, wie es mit der Verkettung von linearen Abbildungen
aussieht:
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2 MATRIZEN

Sind f,g zwei Abbildungen mit f : R — R und ¢ : R — R linear, so ist es auch die
Verkettung (fog) : R — R.

~— Beweis 1.2 N

Fiir z,y, A € R gilt:
(fog) Oz + py) = flghz + uy)) = Flghz) + g(uy))
= f(Ag(x)) + f(pg(y))
= Af(g(x)) + pf(9(y)
= ANfog)(x)+pu(fog)(y)
O

2 Matrizen

~— Definition N

Eine m x n-Matrix iiber R ist eine Anordnung von mn Elementen von R nach folgen-

dem Schema:

aii ai2 e a1n
a1 ago e aon
Gml Am2 ... OGmn

Die a;; € R nennt man auch die Koeffizienten der Matrix. Die waagerecht geschriebe-

(Cm a2 ... am)

heilen die Zeilen und die senkrecht geschriebenen m-Tupel

nen n-Tupel

CL]j

agj

amj

die Spalten der Matrix.
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2 MATRIZEN

Zusatz: Diese grofde Késtchen Schreibweise ist sehr anstrengend zu schreiben, und
bei ldngeren Uberlegungen wird es auch sehr uniibersichtlich. Deswegen schreibt man
anstelle der ganzen Matrix auch einfach (a;;) = A oder a;; = ... ,und meint dabei,
dass fiir jedes Element einer Matrix diese Gleichung gilt. Z. B. {iberlege man sich die
Gestalt der m x n-Matrix mit a; j :== 1 - j.

Ok, nun haben wir einen komischen Block aus Zahlen definiert. Aber wie genau hilft uns der
in Bezug auf lineare Abbildungen? Die wirklich ausfiihrliche Antwort wird es erst im Modul
Lineare Algebra gegeben, aber schon jetzt konnen wir einige niitzliche Zusammenhénge
erkennen.

~— Definition 2.2 N

Gegeben sei eine m x n-Matrix iiber R und ein Vektor im R". So definieren wir das

Produkt zwischen ihnen wie folgt:

ai;  aip ... aiy by aip - by +az b+ ... +a, - by
a1 a9 ... Qaon by a1 - b1 +agg by + ... + agp - by,
Gml Gm2 ... Qmn by, am1 - b1+ ama - b2 + ... + G - by

Alternativ schreibt man mit A eine m x n-Matrix und b, & € R":

n
A-b=cC ,mit: CZ':E aij-bj
Jj=1

Warnung: Anders als bei der Multiplikation in R, gilt bei der Matrixmultiplikation:
A-b+#b- A, denn letzeres ist nicht definiert. Auch muss der Vektor stets die gleiche
Zeilenanzahl wie Spaltenanzahl der Matrix haben.

Das sieht jetzt auf den ersten Blick nach einer etwas nervigen Definition aus. Ich merke mir
die immer, in dem ich mir vorstelle, dass die Matrix eine Badewanne ist, und der Vektor
darin einen Bauchklatscher macht. Hierzu ein Beispiel:

—{ Beispiel 2.1 N

Multiplizieren wir nun eine 3 x 3-Matrix mit einen Vektor im R3:

6 2 0 10 6-10+2-540-0 70
8 6 4 5 =18-10+6-5+4-0]=|110
2 4 5 0 2-10+4-54+5-0 40
L J
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2 MATRIZEN

Nun miisst ihr mir ein bisschen glauben, und wir gehen kurz weiter. Wir wollen jetzt nim-

lich auch die Skalare Multiplikation wie folgt definieren:

~— Definition 2.3 a

Sei A eine m x n-Matrix und A € R so gilt:
a1l @12 ... Gip Aai1 A-ai2 ... A-Qin
a1 a2 ... Q9p A a1 A a9 ... A a2,
)\ * . . . =
Aml Om2 .- Gmn AQmi A Qn2 ... A Qmn
N Y

~— Beispiel 2.2 <

Multiplikation einer 2 x 4-Matrix mit der Zahl 2:
o (1 31017\ _ (2 62 0 34
18 3 6 4) \36 6 12 8

~— Definition 2.4 N

Seien zwei m x n-Matrizen A,B gegeben, so addiert man sie wie folgt:
a1 a2 ... Qaip bin b2 ... bip
as ao . a9y, b21 b22 . bgn
_|_ =
am1 Am2 ... Qamn bni bm2 ... bmn
ain +buin aip+bi2 ... aiy +big
ao1 +ba1 a2 +ba ... ao,+ by
am1 +bm1 am2 b2 .. A+ by
K J

Zusatz: Dabei gilt:

A+B=B+A und (A+B)+C=A+(B+C)
AMA+ B)=)MA+)\B
A-(Z+7y) =A%+ Ay (Distributivitit)

Humboldt-Universitit zu Berlin 4 Brickenkurs WiSe 21/22



2.1 Matrixmultiplikation 2 MATRIZEN

~— Beispiel 2.3 N

Hier die Addition zweier 3 x 3-Matrizen:

7T 1 6 0 1 1 T 2 7
9 11 16|+|2 3 H|=]|11 14 21
2 0 4 8§ 13 21 10 13 25
L J

Mit Hilfe dieser Definition haben wir Folgendes geschafft:
Sei f eine lineare Abbildung mit f : R” — R™ und F die zugehorige Matrix, so gilt:

fle+y)=F - (¥4+y)=F -+ F- -y , firallex,yeR"
AN fAN-Z)=F-(\)=X-(F-Z)  firallexeR"

Ok doki, die harte Arbeit ist getan: Die Definitionen zu verdauen. Jetzt kommen die Lor-
beeren. Die Definitionen, die wir gerade aufgeschrieben haben, fithren dazu, dass die Mul-
tiplikation eines Vektors mit einer Matrix tatsichlich eine Lineare Abbildung ist.

— Satz N

Sei A eine m x n-Matrix. Dann ist die Abbildung

linear. Ist umgekehrt f : R” — R™ eine lineare Abbildung, dann gibt es genau eine
m x n-Matrix A mit f(b) = A - b fiir alle b € R".

Den ersten Teil des Satzes werden wir in der Ubung beweisen und den letzteren in dem
Modul Lineare Algebra. Mit dieser Uberlegung unterscheiden wir jetzt nicht mehr zwischen
einer Matrix oder einer Linearen Abbildung. Deswegen kann man sich beim Gedanken
einer linearen Abbildungen noch folgende Frage stellen: Wie verkettet man zwei Matrizen,
Stichwort Matrixmultiplikation.

2.1 Matrixmultiplikation

Jetzt geht es zum Kopfzerbrechen. Wir iiberlegen uns einmal, wie man zwei Matrizen mit-
einander verkettet. Oben haben wir gezeigt, dass die Verkettung zweier linearer Abbil-
dungen wieder linear ist, also muss es auch dafiir eine Matrix geben, die aus den Matri-
zen der einzelnen Funktionen hervorgeht. Also seien f, g zwei lineare Abbildung, wobei
f:R® — R™und g : R™ — R*. Gesucht ist nun die zugehérige Matrix zu go f : R” — RF,
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2.1 Matrixmultiplikation 2 MATRIZEN

F G
R* ———» R™ +—= 4 RF
T 1 Z1
{0 Y2 z22
T = — Yy = —z =
Tn Ym 2k
Nun wollen wir uns erinnern:
n m
yi:Zfz’j'xj A Zj:Zgjp'yp @)
j=1 p=1

Das ist alles was wir brauchen, um nun zur Matrix die zu g o f gehorige zu finden:

n

m m n m
a=Y GipYp=2 Gip- | D foi-wi | =2 | D g foi-
p=1 p=1 j=1 p=1 \j=1
n m n
=D A D g foi | mi =D (9
j=1 \p=1

=1

Aha! Wir haben unsere Matrix gefunden!

~— Definition 2.5 N

Das Produkt G - F' zweier Matrizen G' = (g;,) eine k x m-Matrix und F' = (g,;) eine

m X n-Matrix wird durch
(F - G)ij = Zgip i
j=1

definiert.

Warnung: Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ: (AB)C = A(BC') und beziiglich
der Addition distributiv: A(B + C) = AB + AC und (A + B)C = AC + BC, aber (1)
sie ist nicht kommutativ, also gibt es A,B mit AB # BA.

Da das sehr schwer zu verdauen ist hier noch einmal mit ganz anderen Worten:
Das Multiplikation zweier Matrizen folgt dem Prinzip ,Zeilen zuerst, Spalten spater®. Da-
mit zwei Matrizen multipliziert werden konnen, muss die Spaltenanzahl der ersten mit der

Zeilenanzahl der zweiten Matrix tibereinstimmen. Die resultierende Matrix besitzt nun die
Zeilenanzahl der ersten und Spaltenanzahl der zweiten Matrix.
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2.1 Matrixmultiplikation 2 MATRIZEN

Nun multipliziert man jedes Element der m-ten Zeile der ersten Matrix mit dem jeweils pas-
senden Element der n-ten Spalte der zweiten Matrix. Die Summe dieser Ergebnisse wird
in die m-te Zeile und n-te Spalte der resultierenden Matrix eingetragen. Klarer wird dieses
Prinzip im Folgenden:

3 x 2 und 2x3 = 3x3

a1 G2 a1 - b1 + a2 - bar  ag1 - b1z +agn - baa  asr - b1z 4 azs - b3

a1 a2 a1r -bir + a1z b2 arr-bia +aia-bax air-biz+a-bas
bir b2 bis
bor bag b3

asr 432 as1 - bi1 +asz - ba1  agzr - bio +asz - b azr - biz + asz - bos

Es wird die zweite Zeile, erste Spalte der neuen Matrix ausgerechnet. Dafiir betrachtet man
die zweite Zeile der ersten Matrix und die erste Spalte der zweiten Matrix. Das erste Element
der zweiten Zeile der Matrix A wird dann mit dem ersten Element der ersten Spalte von
Matrix B multipliziert. Dazu wird das Produkt des zweiten Elements der zweiten Zeile der
Matrix A mit dem zweiten Element der ersten Spalte von Matrix B addiert.

~— Beispiel 2.4 N

Hier die Multiplikation einer 2 x 4-Matrix mit einer 4 x 2-Matrix:

10

6 2 0 1 5
8 6 4 2 0
7

_ (6-10+2-54+0-0+1-7 6-2+2-5+0-1+1-2
- \8.1046-54+4-04+2-7 8:246-54+5-1+2-2

(T 24
- \124 54
Hier die Multiplikation einer 2 x 1-Matrix mit einer 1 x 2-Matrix:
6 6-10 6-2
(10 2)=
8 8§-10 8-2
_ (60 12
~\80 16

[N GL B V]
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4 DER GAUSS-ALGORITHMUS

3 Lineare Gleichungssysteme

Nun kommen wir zu einer weiteren niitzlichen Interpretation einer Matrix:

~—{ Definition 3.1 N

Ist A = (a;j) eine m x n-Matrix und b= (bi,...,bm) € R™, s0 heifit

a1121 + ... + a1pxy = by

A1 L1 + . + QnTn = bm

ein lineares Gleichungssystem fiir (1, ..., ) mit Koeffizienten in R. Die z, ..., z,, sind
die unbekannten des Systems.

Wie schon bisher, fassen wir auch hier die Matrix A als eine lineare Abbildung A : R" —
R™ & —— AZ auf. Das Gleichungssystem heilst dann A% = b.

Definition 3.2

Unter der Losungsmenge des zu (A, b) gehorigen Gleichungssystems verstehen wir

Los(A,b) = {z € R"|Az = b}

Man kann statt Los(A, b) auch A~1({b}) schreiben. Solch ein Gleichungssystem nennt man
losbar, wenn die Losungsmenge nicht leer ist.

4 Der Gauss-Algorithmus

Jetzt schauen wir uns DAS Verfahren zur praktischen Losung von Gleichungssystemen an.
Verdndert man das Gleichungssystem dadurch, dass man zwei Gleichungen vertauscht, eine
Gleichung mit A # 0 multipliziert oder ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen
addiert, so dndert sich die Losung des alten Systems nicht.

Warnung: Spalten darf man nicht vertauschen, oder man macht solche Umformungen,
muss sich diese aber merken, um am Ende sein Ergebnis richtig zu interpretieren.
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4 DER GAUSS-ALGORITHMUS

~— Definition 3.3 a

Sei A eine m x n-Matrix und b ein m zeiliger Vektor. Dann gibt es ein zugehoriges
Gleichungssystem A¥ = b. Die Matrix mit Vektor als zusatzliche Spalte nennt man
erweiterte Matrix:
ail a2 ... Qip b1
a1 a2 ... QA9np b2
Aml Am2 - Gmn  bm
Man schreibt auch:
a1l a2 e A1n b1
a1 a9y ... Q2 | by
Aml Am2 - Gmn | bm
& J

Hat man die erweiterte Matrix aufgellt, so vertauscht man jetzt solange Zeilen, bis a1; # 0.
Ist das gelungen, totet man mit diesem Element alle anderen darunter, also in den unteren
Zeilen. Hat man das geschafft, geht man in die zweite Zeile und Spalte, vertauscht dann
wiederum solange Zeilen, bis a2 # 0. Ist das auch geschafft, so totet man alle darunter-
liegenden Elemente, also in der gleichen Spalte. Dies tut man jetzt sukzessiv, bis es nicht
mehr geht und erhélt eine Matrix der Form:

/ / / /
app Qg oo Ay 1
! ! /
0 ay ... ay, | by
! /

0 0 Qo | O

So, jetzt kann man aber ganz konkret die Losungen aufschreiben. Angefangen bei der un-
tersten Zeile:

1
_ / /
Tp—1 = /7(1777,—1 - an—l,nxn)
CLn—l,n—l
- / / /
ITn-—2= — (bn72 — Qp_2nTn — aan,nflxN—l)
aan,an
Uusw.

Jetzt keine Bange Das war jetzt alles Theorie, aber in der Praxis ist es wirklich ein leichtes
Verfahren. Also hier jetzt ein Beispiel:
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5 HILFREICHER TIPP

—{ Beispiel 3.1 N

Wir fangen mit einem gegebenen Gleichungssystem an:

—x1 4 229 + 23 = —2
3:111 —81‘2 —21,‘3 =4

$1+0—|—4ZE3:—2

Der Gaulssche Algorithmus ergibt:

-1 2 1 |-2 -1 2 1|-2 -1 2 1|-2
3 -8 —2|4 [ ML 0 —2 1]-2 0 -2 1|-2
1 0 4|2\ 0 2 5|4 ) U\ 0 0 6|6
Ergebnis:
1
1‘3—6(—6):—1
1
1
x1=—(—2+1—2'§):2
Die Losung ist also = = (2, 5, —1).
& J

5 Hilfreicher Tipp

Die Playlist des YouTubers 3Blue1Brown iiber Lineare Algebra birgt eine Menge interessan-
ter Fakten. Dank der wunderbaren Visualisierung versteht man dort oft mehr, als es in Vor-
lesungen je moglich wére. Hier eine Verlinkung. (Es gibt sogar Untertitel in sehr vielen
Sprachen!)

Humboldt-Universitiat zu Berlin 10 Brickenkurs WiSe 21/22


https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab
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