Humboldt-Universitat zu Berlin
Mathematisch-Naturwissenschaftliche Fakultat

Institut fir Physik /* TO&P */

Eine Studie der Zerfallsrate eines Atoms neben
planarer Strukturen

Fluktuationsinduzierte Phanomene

Bachelorarbeit

zur Erlangung des akademische Grades
Bachelor of Science (B. Sc.)

von Yassin Quali

Betreuer: Dr. Francesco Intravaia
Erstgutachter: Prof. Dr. Kurt Busch
Zweitgutachter:  Prof. Dr. Oliver Benson






Inhaltsverzeichnis

Einleitung v
[I  Theoretischer Hintergrund| 1
........................................ 1
1.2 Maxwell-Gleichungen in Materie| . . . ... ... ... ... ... ........ 1
(.3 Das Drude- und das Lorentz-Modelll . . . . . ... ... ... ... ... ... 6
1.4 Reflektionskoeffizientenl . . . . . . . . . . .. .. 0oL 8
(.o Die Methode der Greenschen Funktionl . . . . . . .. .. .. .. ... ... ... 12
(1.6 Greensche Funktion des Vakuumsl. . . . . . ... .. ... 0oL 13
[1.7  Greensche Funktion einer planaren Symmetrief. . . . . . . . . . ... ... ... 16

|2 Einfuhrung in spontane Emissionsraten| 19
2.1 Allgemeines| . . . . . . . . . 19
[2.2  Dipolapproximation des Atoms| . . . . . . . . ... Lo oL 22
2.3 Quanten-Fluktuations-Dissipations-Theorem|. . . . . . . . ... ... ... ... 25
2.4 Das Zwei-Zustand-System| . . . . . . . ... Lo 26
[2.4.1  Dipol-Operator eines Zwei-Zustand-Systems| . . . . . . . . . . ... ... 27

[2.4.2  Zerfallsrate eines Zwei-Zustand-Systems| . . . . .. . ..o 31

[2.5  Berechnung der Zerfallsrate im Vakuum| . . . . . . ... ... o000 00, 33
[2.6  Berechnung der Zertallsrate vor einem Halbraum| . . . . . ... ... ... ... 34
[2.7  Berechnung der Zertallsrate vor einer Platte] . . . . . . . ... .. .. ... ... 38

|3 Spontane Emission vor planaren Strukturen| 39
13.1 Untersuchung der Zertallsrate vor einem Halbraum| . . . . . . .. ... ... .. 40
3.1.1 Zerfallsrate vor einem Halbraum im Drude-Modelll . . . . ... ... .. 40

3.1.2 Oberflachen-Plasmonen-Polaritonenl . . . . . .. ... ... ... .. .. 43

B.1.3  Zerfallsrate vor einem Halbraum im Lorentz-Modelll . . . . . . ... .. 45

13.2  Untersuchung der Zertallsrate vor einer Platte]. . . . . . . . . .. ... ... .. 48
[3.2.1 Zerfallsrate vor einer Platte im Drude-Modelll . . . . . . ... . ... .. 48

[3.2.2 Zerfallsrate vor einer Platte im Lorentz-Modelll . . . . . ... ... ... 52

|4 Richtungsabhangikeit der spontanen Emmission| 55
[5__Fazit und Ausblick| 63
A A o 65
[A.1 Fermis Goldene Regell . . . . . . ... .. ... ... ... .. ... ..., 65
[A.1.1 Lemma: Identitat zwischen Distributionenf . . . . . . ... ... ... .. 65

iii



Inhaltsverzeichnis

[A.2 Pole des Reflektionskoeftizienten der Platte tir p-Polarisiertes Licht in Nahfeld-

| NANETUNE| . . . . . . . e e e e e e 66
[A.3 Berechnung der Koordinaten zur Basis von antisymmetrischen Matrizen| . . . . 67
[A.4 Nahfeldnaherung im Lorentz-Modelll . . . . . . .. ... ... ... ... .... 70

71

iv



Einleitung

Fluktuationen sind elementare Prozesse, die sowohl in der klassischen als auch in der Quan-

tenphysik stattfinden. In der phdnomenologischen Thermodynamik werden sie das erste Mal
im Physikstudium diskutiert, indem explizit auf ihre Anwesenheit hingewiesen wird. Gleich-
zeitig sind sie fiir weitere Untersuchungen zunéchst nicht relevant, makroskopische Gréflen wie
Teilchenzahl und Energie werden als feste Zahlen eines Systems behandelt.
In der statistischen Physik sind diese Gréflen aber nicht nur Zahlen, sondern Verteilungsfunktio-
nen. Hier spielen die ersten zwei Momente eine wichtige Rolle, der Mittelwert und die Varianz.
Wird in ein makroskopisches System zuriickgekehrt, wird der thermodynamische Limes ge-
zogen, indem man den Mittelwert der Verteilung als exakten Wert der Gréfle sieht, und die
Varianz verschwinden lasst. Dies bedeutet, dass es keine Fluktuationen um den Mittelwert gibt.
Sobald versucht wird z. B. ein Nano-Device zu produzieren, geniigt es nicht, makroskopische
Modelle zum Designen eines solches zu benutzen. In der Nano-Skala sind fluktuationsinduzierte
Phidnomene dominant, sodass makroskopische Beschreibungen nicht zum Verstdndnis beitragen
und auf eine grundlegendere Physik zuriickgegriffen werden muss.

In der vorliegenden Arbeit wird ein solches fluktuationsinduziertes Phénomen néher unter-
sucht. Dafiir wird ein angeregtes Atom nahe einem makroskopischen Koérpers platziert. Das
Atom wird als Zwei-Zustand-System gendhert. Der makroskopische Korper hat eine planare
Symmetrie, in dieser Arbeit ein Halbraum oder eine Platte, und wird durch ein klassisches Ma-
terialmodell (Drude-/Lorentz-Modell) beschrieben. Beobachtet werden dann Ubergange vom
angeregten Zustand in den Grundzustand. Dies liegt an Quanten-Fluktuationen des elektroma-
gnetischen Feldes. Diese hiéngen stark von der Geometrie von makroskopischen Materialien ab,
sodass dadurch auch die Zerfallsrate vom angeregten Zustand in den Grundzustand manipuliert
werden kann. Ahnlich wie beim Purcell-Effekt wird so versucht, Einfluss auf die Zerfallsrate zu
nehmen. Es stellt sich heraus, dass bei der Platzierung vor einer Platte durch die Variation von
deren Dicke das Zerfallen in den Grundzustand signifikant manipuliert werden kann. Weiter
wird auch eine Richtungsabhéngigkeit des abgestrahlten Lichtes begutachtet, es wird nicht in
den ganzen Raum gleich viel Licht emittiert. Auch dieser Effekt kann durch die Manipulation
der Dicke einer Platte stark beeinflusst werden.

Im ersten Kapitel der Arbeit wird eine kurze Einfithrung in die Maxwell-Gleichungen der
Materie gegeben, die dann die Grundlage sind fiir Konstruktion von Materialmodellen, wie
das Drude- oder das Lorentz-Modell. Bei einer solchen Beschreibung von Materialien entsteht
die Frage, wie mit Grenzschichten umgegangen wird. Dies leitet die Diskussion von den Re-
flektionskoeffizienten eines Halbraums und einer Platte ein. Im Anschluss wird eine grundle-
gende Methode zur Losung der anfangs diskutierten Differentialgleichungen, die Methode der
Greenschen-Funktion, aufgezeigt. Somit werden die klassischen Grundlagen der Thematik er-
arbeitet.
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Im zweiten Kapitel wird eine Einfiihrung in die spontane Emmission gegeben, die quanten-
mechanischer Natur ist. Hierflir wird dann ein in der Optik héufig verwendeter Interaktions-
Hamiltonian erldutert und verwendet. Dadurch werden Zwei-Punkt-Korrelationsfunktionen be-
ziiglich des Feldes und des Atoms benoétigt. Die Korrelationsfunktion des Feldes wird mit Hilfe
des Quanten-Fluktuations-Dissipations-Theorems errechnet. Die des Atoms wird durch die ei-
nes Zwei-Niveau-Systems gendhert. Damit konnen Zerfallsraten errechnet werden. Begonnen
wird mit der des Vakuums, dann folgt die eines Halbraums und zu guter Letzt die einer Platte.
Im dritten Kapitel werden die numerischen Berechnungen dargestellt und in Abhéngigkeit von
unterschiedlichsten Parametern diskutiert.

Im vierten Kapitel wird die Richtungsabhéingigkeit der Strahlung mit einbezogen, sodass eine
richtungsabhéingige Zerfallsrate untersucht werden kann. Diese wird auch in Abhéngigkeit von
verschiedenen Parametern numerisch berechnet und diskutiert.

vi



KAPITEL 1

Theoretischer Hintergrund

1.1 Notation

Die Notation in dieser Arbeit ist wie folgt:

X Skalar

x, X Vektor

x, X Matrix

1 Einheitsoperator/-matrix

z, X Operator

tr [2] Spur iiber Operator

Tr [z] Spur iiber Matrix

x* Konjugation

2T Transposition einer Matrix

XX Skalarprodukt

XX Dyadisches Produkt

Xx Matrixmultiplikation

T *X Faltung zweier Funktionen

fk) = [0 dVx f(x) e Fouriertransfomierte

f(x) = o [ dVk f(k) e’ | Inverse Fouriertransformierte
21 %)

Tabelle 1.1: Notation

Sobald die Argumente der Funktionen weggelassen werden ist dem Kontext zu entnehmen,
ob sich die Funktion im Ortsraum oder im Wellenvektorraum befinden.
1.2 Maxwell-Gleichungen in Materie

Startpunkt der Analyse sind die Maxwell-Gleichungen im Vakuum. In Si-Einheiten haben sie
die Form

vE=", (1.1)
€0
V.B=0, (1.2)
VxE=-0B, (1.3)
V X B = pgj + po€co0 E . (1.4)
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Hierbei bezeichnet E das elektrische Feld (E-Feld), B das magnetische Feld (B-Feld), p die
elektrische Ladungsdichte, j den elektrischen Strom und zu guter Letzt sind €g, o die elek-
trische/magnetische Feldkonstante. Die Groflen E, B, j, p sind Funktionen von Ort und Zeit,
(x,1).

Zur Bestimmung der Losung der Maxwell-Gleichungen kann es haufig sinnvoll sein, nicht di-
rekt mit den Feldern zu arbeiten. Stattdessen erfolgt der Riickgriff auf das Helmholz-Theorem,
aus dem folgt, dass ein Vektorfeld, dessen Rotation verschwindet, als ein Gradientenfeld eines
skalaren Potentials ¢ geschrieben werden kann und jedes divergenzfreie Feld als Rotation eines
Vektorpotentials A. Hierbei wird V¢ als Longitudinalfeld bezeichnet, da V x (V¢) = 0 und
V x A als Tranversalfeld, da V - (V x A) = 0. Bei Verwendung von folgt, dass

B=VxA.

Aus Gleichung ({1.3]) folgt

VXE:—&B:—VX@A
VX(E+atA):O.

Damit existiert ein Skalarfeld, dessen Gradient das Vektorfeld beschreibt, also:

E+0A=-Vo
& E=-V¢—0A.

Das Vorzeichen vor dem Gradientenfeld ist eine Konvention. Durch Beschreibung der Felder
mittels ihrer Potentiale ist das B-Feld automatisch ohne Divergenz; ist also erfiillt. Glei-
chung wird ebenfalls automatisch erfiillt.

Die eben diskutierten Maxwell-Gleichungen heiflen auch mikroskopische Maxwell-Gleichungen,
da sie meist nur im Vakuum, also in Abwesenheit von makroskopischen Materialien, verwendet
werden. Kommen makroskopische Materialien ins Spiel ist es sinnvoll, die Felder in weitere
Felder aufzuteilen. Beschriankt wird sich zunédchst auf das E-Feld in nicht-leitenden Medien
(Dielektrika). Stromt ein E-Feld durch ein:

1. polares Dielektrikum (z. B. Wasser), so richten sich permanente Dipole aus und bilden
ein starkes Gegenfeld.
2. nicht-polares Dielektrikum, so enstehen induzierte molekulare Dipole, die sich ebenfalls

im E-Feld ausrichten. Dieser Effekt ist um Groflenordnungen kleiner als Erstgenannter.

Unter Beriicksichtigung der vorangegangenen Uberlegung folgt der Ansatz, dass das Material
eine Polarisationsladungsdichte P erzeugt, die ein Potential der Form

1

e
s — x|

®Dipol (X) = e /Vd?’sP(s)V

1 P 1
= / d3sVs - (5) _ / d3s Vs - P(s)
dmeo | Jv s—x[ Jy |s—x]
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besitzt. V ist das Volumen des Materials, welches hier beschrénkt ist. Das erste Integral kann
auf ein Integral des ganzen Raumes erhoben werden indem P = (V)P und nach dem Satz von
Gauss als Oberflichenintegral formuliert werden. Da mit endlichen Gréfien, die im Unendli-
chen schnell genug abfallen, gearbeitet wird, verschwindet das Oberflichenintegral. Demzufolge

ergibt sich _ _
P P P
/ dsv, - T / Psv, - 28 / g PO
v s =x|  Jrs [s—x|  Jors  [s—x]

Die Tilde wird im Folgenden fallengelassen. Damit vereinfacht sich ¢pipor und es ergibt sich ein
Funktionenvergleich mit dem Potential, ausgedriickt durch die Polarisationsladungsdichte pp;:

1 1 ! 1 Ppol
¢D1p01(x) 4req /R3 S ‘S _ X| s (S) 47ey /R3 y ’S - X|

Dieses zuletzt formulierte Integral ist das Potential, dass erzeugt wird durch die Ladungsver-
teilung, die wiederum im Material aufgrund des externen E-Feldes ensteht. Daraus ergibt sich
nun

Ppol = -V-P.
Jetzt kann Gleichung (|1.1)) modifiziert werden, sodass

v.g_ P _ PreitPpol _ phei— VP
€0 €0 €0
& V- [GOE + P] = Pfrei
= V-D= Pfrei -

Das so eingefiihrte Feld
D=¢E+P (1.5)

wird auch dielektrische Verschiebung genannt. Damit kann das Material getrennt von der freien
Ladungsdichte (mittels der Polarisationsladungsdichte) behandelt werden!.

Wie oben diskutiert wird eine Polarisationsladungsdichte durch das externe E-Feld erzeugt.
Konkret kann jetzt die Polarisationsladungsdichte durch das E-Feld in der Umgebung und zu
allen vorherigen Zeiten beeinflusst werden. Es folgt,

t

P(x,t) = eo/ dt’ 3% xe(x,%x,t,t') E(x',t)
0 R3 -

wobei y. die dielektrische Antwortfunktion ist. An dieser Stelle wird angenommen, dass unser

System eine Stationaritdt in der Zeit und Homogenitit im Raum besitzt, sodass die dielektrische

Suszeptibilitidt nur von den Abstédnden t—¢' und x — x” abhéingt. Wird die Relation in Gleichung

! Aus der Rechnung ist auch ersichtlich, dass obwohl fiir das Feld erzeugt durch das Material ein Dipolfeld
postuliert wurde, das Material exakt durch dieses beschrieben wird und keine Ndherung gemacht werden musste,
da alle Information in ppor liegt.
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(1.5) mit genannten Annahmen eingesetzt, ergibt sich

t
D = ¢ / dt// d3x’ (163(x—x’) 5(t—t’)+xe(x—x/,t—t’)> E(x,t)
0 R3
t
:eo/dt’/ Ex e(x—xt—t)EX t)=¢e*+E.
0 R3

Hierbei bezeichnet € die dielektrische Funktion. Modelle fiir diese Funktion, die sowohl von
fritheren Zeiten als auch umgebenden Orten beeinflusst werden kénnen, heiflen nicht-lokal.
Werden Naherungen gemacht, sodass die Funktion nicht vom umliegenden Material abhéngt,
heifit diese lokal.

Fiir das Magnetfeld erfolgt die Betrachtung analog mit folgendem Resultat:

B=pop+xH und V xH = jge + €D .

Hierbei ist H die magnetische Erregung. Somit lauten die Maxwell-Gleichungen in Materie

V-D=p, (1.6)
V-B=0, (1.7)
VxE=-0B, (1.8)
VxH=0D+j. (1.9)

Die Indizes ,frei“wurden an der Ladungs- und Stromdichte weggelassen. Die Materialgleichun-
gen lauten
D=¢e*xE und B=ypopu+xH.

Zur weiteren Untersuchung der Maxwell-Gleichungen ist es unhandlich, eine Zeitableitung und
die Faltung beizubehalten. Bei Nutzung eines Basiswechsels eines Feldes F(¢,x) in der Zeit-
komponente zu den trigonometrischen Funktionen

F(t,x) = / dt F(w,x) e~

—00

ergibt sich die Fouriertransformierte F(w,x), auch Spektrum des Feldes genannt. Wird das
E/D-Feld und B/H-Feld in dieser Basis in z. B. Gleichung (1.9)) eingesetzt, so entsteht fiir die
linke Seite
V x / dwHe Wt = / dw (V X H) et
—0o0 —00

und fir die rechte Seite

o [ . o0 . o0 .
87&/ dwD e ™! +/ dwje ™t :/ dw (—iwD +j)e ™" .
—o0 —00 —o0
Bei Umformen der Gleichung ergibt sich
S .
/ dw (VxH—I—iwD —j)e_“"tzo.

—0o0
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Da e~™! mit w € R ein vollstindiges Funktionensystem ist, muss der Integrand fast iiberall
verschwinden, sodass gilt

VxH+iwD—-j=0
& VxH=—iwD+]j.

Bei Anwendung dieses Vorgehens auf alle Maxwell-Gleichungen folgt

Maxwell-Gleichungen in Materie der Zeit-Fouriertransformierten

V-D=p (1.10)
V-B=0 (1.11)
V x E = iwB (1.12)
V x H = —iwD +j (1.13)

Bei den Materialgleichungen ist es sinnvoll, eine Fouriertransformation in allen Variablen durch-
zufithren, da die Fouriertransformation einer Faltung das Produkt der Fouriertransformierten
ist, sodass:

Materialgleichungen der Fouriertransformierten

D(k,w) = ¢ e(k,w)E(k,w) und B(k,w) = o p(k,w)H(k,w) (1.14)

Wird der Gedankengang zur Erzeugung der Polarisation eingeschrénkt, indem nicht mehr be-
nachbarte E-Felder, sondern nur noch dem E-Feld an Ort und Stelle gestattet wird Einfluss zu

nehmen, also ein lokales Materialmodell benutzt wird, so ist € (x, x', t,t ) o 63(x — x'). Somit
ergibt sich:

t
D=¢ / dt’ e(x,t —t') E(x,t) .
0

Die Materialgleichungen kdénnen so jetzt auch nur in der Zeit fouriertransformiert werden,
sodass:
D(x,w) = €0 e(x,w)E(x,w) und B(x,w) = uo p(x,w)H(x,w) . (1.15)

Wenn mit den fouriertransformierten Maxwell-Gleichungen gearbeitet wird, kénnen die Glei-
chungen fiir die komplexen Basisvektoren E(k, w)ei(kx_“t) gelost und eine Losung im Ortsraum
durch die Superposition dieser Vektoren dargestellt werden:

E(x,t) :‘/1 cﬁk;J/ dw BE(k,w) e'kx=wt) (1.16)

Da dies ein physikalisches, also messbares Feld ist, muss dieses reell sein, sodass eine Realitéts-
bedingung an die Fouriertransformierte gestellt wird

Ek,w)* =E(-k,—w) .
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FEin solcher Basisvektor wird auch ebene und zeitharmonische Welle genannt.

1.3 Das Drude- und das Lorentz-Modell

Das Drude-Modell beschreibt ein Metall, in dem die Atomkerne fest an Gitterpunkten sitzen,
also ein Ionengitter bilden und die Leitungselektronen als Elektronengas frei beweglich sind. Da
die Atomkerne starr an ihren Gitterpliatzen sitzen, wird die Polarisation durch die Auslenkung
der Elektronen erzeugt. Es wird also eine Bewegungsgleichung fiir die Elektronen gesucht. Dabei
wirkt das externe E-Feld als treibende Kraft auf die Elektronen. Die Atomkerne sind mit einem
Streuquerschnitt verbunden, welcher dem Gas Energie entnimmt. Die Atomkerne gehen also
mit einem Dampfungsparameter v in die Bewegungsgleichung der Elektronen ein,

mx(t) + myx(t) = eE(t) . (1.17)

~ ist hier ein phénomenologischer Parameter, der invers mit der mittleren freien Weglédngenzeit
T zusammenhéngt.

Aufgrund der Verortung der Bahnkurve ist das E,D,B,H-Feld nur von der Zeit ¢ abhingig.
Deshalb wird die Polarisation nur vom lokalen Raumpunkt und nicht von der Umgebung be-
einflusst. Somit ist das Drude-Modell ein lokales Materialmodell.

Aus Gleichung ergibt sich durch Fouriertransformation in der Zeit

—mw?x(w) — iwmyx(w) = eE(w)
() = B
& xw) m (w2 + i’ycu)

Jedes Elektron erzeugt mit dem jeweiligen Rumpfatom ein Dipol-Moment d = ex. Aufgrund
der Homogenitéit wird also als Polarisationsladungsdichte P = egnd angenommen, wobei n die
Elektronendichte ist. Bei Nutzung von Gleichungen ((1.5)) und ((1.15) gilt

D =¢yE =¢E+ P

2
e’ n
& E= l1—-— | E.
el =< ( m(w? + i'yw))

Dielektrizitatskonstante im Drude-Modell

o ew)= (1 _ “’—3) 1 (1.18)

w? + iyw
Hierbei ist wf) = e;" die Plasmafrequenz. Die Masse, die zu der Berechnung der Plasmafre-
quenz benotigt wird, ist die effektive Masse der Elektronen. Diese ist die scheinbare Masse des
Elektrons in einem Ionengitter. Zu bertiicksichtigen ist, dass in diesem Modell Interbandiiber-
gange oder andere komplexe Mechanismen vernachléssigt werden. Die dielektrische Funktion
von Metallen weicht also stark ab sobald solche Ubergéinge méglich sind. In Abbildung ist
zu erkennen, dass flir Gold das Drude-Modell bis zu solchen Interbandiibergéngen eine gute
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Naherung der dielektrischen Funktion ist. Ein weiteres Materialmodel ist das Lorentz-Modell.

Re[e(w)]

\ region of
* interband transitions

Energy [eV]

Energy [eV]

Abbildung 1.1: Fit der dielektrischen Funktion im Drude-Modell (durchgezogene Linie)
an die experimentellen Werte fiir Gold (Punkte). Interbandiibergénge beschranken die Giil-
tigkeit des Modells bei sichtbarem und hoherfrequentem Licht. Das Bild wurde aus Ref.
entnommen.

Hierfiir wird ein zusétzlicher Term ax in die Bewegungsgleichung aufgenommen. Dieser Term
entspricht einem Federpotential und bewirkt, dass das Elektron an sein Rumpfatom gebunden
ist. Damit entsteht ein Modell fiir Dielektrika, die nicht leitend sind, also

mx(t) + myx(t) + ax(t) = eE(t) .

Die Verwendung der Gleichungen ([1.5) und (1.15)) analog zum Drude-Modell ergibt

) = (1 “p 1
8wr= w? +iyw — w3 )
(0%

Mit w3 = - In der obigen Betrachtung wurde eine Federstérke fiir die gebundenen Elektronen
erlaubt. Tatsdchlich befinden sich in einem Atom Elektronen, die manchmal mehr oder weniger
an das Rumpfatom gebunden sind. Besser ist es demnach mehrere Federkonstanten wg zu
beriicksichtigen, sodass sich das Dipolmoment zu d; = ex; und damit die Polarisation zu
P =¢ ZWOJ n;d; ergibt. Werden nun konkret zwei Federkonstanten erlaubt, wobei gilt wp 1 <
wo,2, und zudem gefordert, dass das treibende E-Feld keinen dominanten hochfrequenten Anteil

besitzt E(w 2 wp2) < E(w < wp2), dann ldsst sich schreiben:

2 2
cw)y=11- 2 - “pl 1
=\ 24 2 2 2
W+ 1YW — Wiy Wt iYW — Wi

2
2 2
“p.2 ~_ [922) Lo Y
2 ; 2 D)
W+ 1YW — Wy o wo,2 Wi 2
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Dielektrizitatskonstante im Lorentz-Modell

= elw)~ (eoo

(/.)2
Pl 1. (1.19)

w? +iyw — wd |

2
Mit e, = 1+ ( %) . Obiges Modell berticksichtigt gebundene Zustédnde. Diese Beitridge konnen
zu der Dieleletrizitatskonstante des Drude-Modells (|1.18)) hinzuaddiert werden, um Interband-

iiberginge zu modellieren.

1.4 Reflektionskoeffizienten

Die Beschreibungen der obigen Materialien sind makroskopisch. Was passiert aber, wenn zwei
verschiedene Materialien im Raum existieren und so eine Grenzfliche entsteht? Innerhalb ei-
nes Materials gelten die Maxwell-Gleichungen. An der Grenzschicht jedoch kommt es zu einer
Uberraschung, einer Unstetigkeit, hervorgerufen durch die Beschreibung des Materials als Kon-
tinuum. Es gelten dann Grenzbedingungen, die hier diskutieren werden.

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung
einer mit idealisierten Flachenladungen und
Flachenstromen der Dichte o bzw. K beleg-
ten Trennfliche verschiedener Medien. Das
Volumen V wird von einem flachen Zylin-
der begrenzt, dessen Deckfldchen in jeweils
einem der beiden Medien liegen. Die Nor-
male n zeigt von Material 1 ins Material 2.
Die rechteckige Kurve C liegt teilweise in
dem einen, teilweise in dem anderen Medi-
um. Die von C aufgespannte Fliche F ist
senkrecht zur Trennflache gerichtet, sodass
ihre Normale t Tangentenvektor der Trenn-
fldche ist. Das Bild wurde aus Ref. ent-
nommen.

Ausgangspunkt der Diskussion ist Bild [I.2] Werden die Gleichungen, die mit einer Rotation
formuliert sind ((L.8)) und (1.9))) iiber ein Rechteck der Fliche F', welches iiber die Kurve C' in
Abb. [T.2]definiert ist und die Grenzflache durchstoBt, integriert, so folgt mittels des Stokesschen
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Satzes
/dFVxEr,t): dF - 0,B
F F
= DX(EQ— 1):
/dFVxHr,t): /dF (0D +j)
F F

=4 (H2 — Hl) K.

Somit ist die parallele Komponente des E-Feldes stetig und die des H-Feldes unstetig um den
Wert des enthaltenen Oberflichenstroms K.

Werden die Gleichungen, die mit einer Divergenz formuliert sind ((1.6) und (1.7))) iiber einen
kleinen Zylinder mit Deckfliche AA integriert, der die Grenzfliche beinhaltet, so folgt mittels

des Gauflschen Satzes
/d3xV-D:/ dx p
Vv 1%

= n- (D2 - Dl) AA = erei )

/d3xV-B:0
14
& n-(By—B1)AA=0.

Damit ist die senkrechte Komponente des D-Feldes unstetig. Der Wert springt um die an der
Grenzschicht enthaltene Ladungsdichte o = %. Die senkrechte Komponente des B-Feldes ist
stetig.

Um die Reflektionskoeffizienten zu berechnen, werden die Stetigkeitsbedingungen auf Basisvek-
toren der Fouriertransformierten, ebene Wellen, untersucht, wie in Abbildungen und [T.35]
skizziert. Die explizite Diskussion erfordert weiteres Umformen der Maxwell-Gleichungen und
Arbeiten im Fourierraum, was in Ref. [2] nachvollzogen werden kann. Die daraus resultierenden
Reflektionskoeffizienten sind

ncos(a) — 4 \/n’2 n? sin?(a)
T, =
" ncos(a) “ \/n’2 n?sin?(a)
5’” cos(a) — ny/n2 — nZsin?(a)
rs =

ﬁn’z Cos(a —ny/n? —n2sin?(a)
mit: n = \/pe .

Hier wurde das Material als isotrop genahert, sodass die dielektrische Verschiebung x — x und
somit auch € — € Skalare sind (genauso ). Dies sind wie bereits erwéhnt die Reflektionskoef-




1 | Theoretischer Hintergrund

B
n k’
E’ k
o
o n
we o B’
ue .
" M€
B K/ B ue Kk
E E
oo
B B”
-
-
(a) (b)

Abbildung 1.3: Reflektion und Brechung eines Lichtstrahls, dessen elektrischer Feldvektor
in einer Ebene senkrecht @ bzw. parallel @ zur Einfallsebene schwingt. Das Bild wurde
aus Ref. |2] entnommen.

fizienten fiir die Basisvektoren der Fouriertransformation, also ebene Wellen der Form
E = Ege!kx) — (Es(k,w) + Ep(k,w)> eilkex—wt)

Das gesamte reflektierte E-Feld wird dann iiber die inverse Fouriertransformation aus Gleichung

(1.16) bestimmt
E(x,t) :/ d*k / dw (TsEs(k,w)—l—rpEp(k’w)) pillex—wt)

Das spéter betrachtete Atom ist im Vakuum positioniert, sodass n = 1. Zudem stellt sich heraus,
dass fiir optische Frequenzbereiche keine starke Magnetisierung des Materials stattfinden, sodass

Ko
—~1,

l=pu~y <
1
n =Ve =\/e.

Fiir die weitere Berechnung werden diese Koeffizienten nicht in Abhéngigkeit des Winkels beno-
tigt, sondern in Abhéngigkeit des Wellenvektors k. Um diese Terme weiter umzuformen werden
die Dispersionsrelation und Winkelidentitdten benotigt:

w
’k‘227
kK W

2.2
cos(a) = 1/1 —sin?(a) = 1/1 — Cw2 :

10
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Es ist zu beachten, dass |k| # k = |k||. Mit obigen Bedingungen und Identitéten ergibt sich:

Reflektionskoeffizienten einer Grenzschicht

K — Km €K — Km
= = — 1.20
» K+ Km Is €K+ Km ( )
Wobei die Funktionen
w? w?
Kk =1/k%— ) und Ky, =4/ k2 — €3 (1.21)

definiert wurden.Damit erschlief§t sich, wie sich ebene Wellen an einer Grenzschicht verhalten.
Die Stetigkeitsbedingungen konnten anschaulich iiber die Wellenvektoren und Ein-/Austrittswinkel
beschrieben werden. Interessant ist, wenn eine zweite Grenzschicht hinter der Ersten platziert
wird, denn dann enstehen Reflektionen an dieser, welche wiederum an der ersten Grenzschicht
zu Interferenzen fiihren. Die Herleitung dieses Reflektionskoeffizienten kann in Ref. 3] nachge-
lesen werden.

Abbildung 1.4: Reflektion und Brechung
eines Lichtstrahls an einer Platte. Das Bild

wurde aus Ref. [3] entnommen.

Im Fall von nicht absorbierenden Medien, also Medien die dem E-Feld keine Energie entzie-
hen, ergibt sich der Reflektionskoeffizient?:

Tp/s (1 — ei‘s)

T =
p/s,Platte 1—r

p/ se'0

2 Aufgrund von Vorzeichen-Konventionen, die in dieser Arbeit verwendet werden, wird der Reflektionskoeffi-
zient aus Ref. [4] entnommen.

11



1 ‘ Theoretischer Hintergrund

Mit r,/, als Reflektionskoeffizienten eines Halbraums und

k2
5 =245\ [e — 2~ = 2idry, .
C w

Hierbei wurde vorausgesetzt, dass iiber und unter der Platte das selbe Material, in diesem Fall
Vakuum, vorliegt. Es ergibt sich also:

Reflektionskoeffizient einer Platte

Tp/s (1 — e‘zd“m)

e—Qde

T'p/s,Platte — (122)

1 —T‘p/s

1.5 Die Methode der Greenschen Funktion

Im Folgendem wurde sich an Ref. [5] orientiert. Die Methode der Greenschen Funktion dient
zur Losung von inhomogenen Differentialgleichungen der Form

wobei D ein linearer Differentialoperator ist, der auf das Vektorfeld A wirkt. Das Vektorfeld
B ist die Inhomogenitédt der Differentialgleichung und wird meist auch Quellenterm genannt.
Losungen solcher Gleichungen konnen als Summe der homogenen und partikuldren Losung ge-
schrieben werden. In der vorliegenden Diskussion gilt die Annahme, dass die homogene Lsung
bereits bekannt ist. Um nun die partikuldre Lésung zu finden wird die Funktion benétigt, deren
Anwendung des Differentialoperators eine Delta-Funktion ergibt

ﬁxGi(Xv X/) = nl-(S(X - X/) s

sodass eine beliebige Losung durch Faltung dieser mit der Inhomogenitéat entsteht. Eine solche
Funktion heifit Greensche Funktion. n; ist dabei ein beliebiger Einheitsvektor, wobei gilt n;-n; =
0;;. Kompakt konnen die drei Gleichungssysteme wie folgt mit Hilfe der dyadischen Greenschen
Funktion geschrieben werden:

DG = (DG1 ‘ DGy ‘ f)G3> — 15(x — x) .

Hierbei wirkt der Differentialoperator auf die einzelnen Spalten der Dyade. Wie oben bereits
erwahnt, ist nun die partikuldre Losung gegeben durch G * B, denn

Dy (G * B)(x) = Dy /V PBx' G(x,x')B(x') = /V d3x" (D G(x,x"))B(x')

= [ &% 6(x—x)B(x') =B(x) .
14

12



Greensche Funktion des Vakuums 1.6

Ob das Integral und der Differentialoperator vertauscht werden kénnen, muss im konkreten
Fall untersucht werden.

1.6 Greensche Funktion des Vakuums

Nun folgt die Verwendung der zuvor betrachteten Greenschen Funktion in homogenen linearen
Medien. Gesucht ist die Losung der in der Zeit-Komponente fouriertransformierten Maxwell-
Gleichungen -. Die Differentialoperatoren sind jetzt lediglich Operatoren, die auf die
rdumliche Koordinate wirken. Deswegen wird die Greensche Funktion nur in diesen Koordinaten
gesucht. Um die zeitabhéngigen Felder zu erhalten wird in der Zeit invers fouriertransformiert.
Fiir das weitere Vorgehen wird die explizite Frequenzabhingigkeit weggelassen. Im Weiteren
finden die Felder in Form ihrer Potentiale Verwendung, also

E(x) = iwA(x) — Vo(x) , (1.23)
1
H(x) = mv x A(x) . (1.24)

Damit ergibt sich unter Verwendung von [1.13
V x V x A(x) = popj(x) — iwpoeope (iwA(x) — Vo(x)) . (1.25)

Es wurden die Materialgleichungen verwendet, wobei € = ed(x — x/)d(t —t’) und p ana-
log vereinfacht wurden. Die Potentiale sind nicht eindeutig festgelegt. Eine sogenannte Eich-
freiheit besteht in der Festlegung der Divergenz des Vektorpotentials. Hier fiel die Wahl auf die
sogenannte Lorentz-Eichung

V- A(x) = iwpoeopep(x) . (1.26)

Bei Verwendung von und der Identitét, dass V x V = —V? + VV, ergibt sich

—V2A(x) = popj(x) + w? popegeA(x)
& <V2 + k‘2> A(x) = popj(x) .

Mit k% = w?uopepe. Unter Nutzung von Gleichung und den Potentialen folgt

V. (iwA(x) - Vo) = 2

€0€
plx)

€0€

= (v2 + k2> $(x) =
Séamtliche Gleichungen fiir die Potentiale entsprechen der Form

(v2 + k2> £(x) = g(x) . (1.27)

13
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Diese ist als Helmholtz-Gleichung bekannt und besitzt die Greensche Funktion

o ) e:tik:|x—x’\ Lo8
Damit ergibt sich fiir das Vektorpotential die folgende partikuldre Losung
Ax)=(GgxA)(x) = ,uo,u/ d*x’ j(x)Gp(x,x) . (1.29)
1%

Bisher erfolgte die Betrachtung von Potentialen. Nun ist die Riickkehr zum E-Feld notwendig.
Hierfiir wird die Rotation der Maxwell-Gleichung gebildet:

V xV x E=iwuugV x H | Einstezten von [[.13]

&V xVxE=w?uopeoeE + iwpfioj
& VxVxE(®X) - EE(X) = iwuuj(x) .

Nun folgt der Versuch, die Greensche Funktion von Gleichung [I:2§ auf die des Differentialope-
rators der Bestimmungsgleichung des E-Feldes in homogenen Medien zuriickzufiithren. Fur die
Greensche Funktion des E-Feldes gilt also

V x V x G(x,%X) — E*°G(x,x) = 16(x — ') .

Damit liegt eine physikalische Veranschaulichung der Greenschen Funktion vor. Jede Spalte
der Greenschen Funktion entspricht dem E-Feld erzeugt durch einen Strom am Punkt x’, der
jeweils in e;, ey, e, zeigt! Die gesamte partikuldre Losung ist damit die Superposition aller
Punktstrome, ausgedriickt durch das Integral

mmwwmwm/f#Gm£Mﬂ- (1.30)
1%

Die vollstdndige Losung lautet somit

E(x) = Eo(x) + i | d*x' Gl X)j()

v

Hierbei ist Eg(x) die homogene Losung. Fiir die magnetische Erregung sieht die Gleichung
sehr dhnlich aus. Beide Gleichungen sind auch als Volumen-Integral-Gleichungen bekannt. Sie
bilden das Fundament fiir Formalismen wie die Momenten-Methode, die Lippman-Schwinger-
Gleichung und die gekoppelte Dipol-Methode.

Nun aber zuriick zur konkreten Darstellung der Greenschen Funktion. Wird das E-Feld durch
seine Potentiale ausgedriickt (1.23]) und die Lorentz-Eichung (1.26]) genutzt, gilt

1

E(x) = iw (1 +

vv-) A(x) . (1.31)

14
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Mit der Methode der Greenschen Funktion ([1.30)) wird obiger Ausdruck zu

iw,uuo/vd:gx/ G(x,x)j(x) =iw (1 + I;VV) A(x) . (1.32)

Wie bereits erwahnt, wird die Greensche Funktion durch einen Strom der Form

j = (iwpop) ' d(x — x')e;

erzeugt. Somit hat das Vektorpotential (1.29) auf der rechten Seite der Gleichung ((1.32)) die
Form

Ax) = Mei _

w

Wird dieser Strom auch noch in die linke Seite eingesetzt ergibt sich

1

Gi:<1+k2

VV-) Gu(x,x)e; .
Folglich gilt fir die gesamte Dyade:
1
G= (1 + ﬁvv : 1) Gu(x,x) (1.33)

Im Weiteren wird die explizite Form (siehe Ref. [2]) fiir das Vakuum p = € = 1 benétigt:

Greensche Funktion des Vakuums

1 wo | 366 — 1 1
QVak(X7X/7W) = (L_‘J) BZTP ce (1 = ’L%) aF Tee (134)

4dmeg \ C

Mit x — x' =p = ep, e ist ein Einheitsvektor.

15
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f / Abbildung 1.5: Dargestellt ist das
% E-Feld eines Dipols im Vakuum. Die-

ses ist eine Spalte des stationiren

\ / Vakuum-Green-Tensors. Dieser wird
/‘h\ A\\ mit <2 — 0 aus Gleichung er-
C D halten, siehe Ref. @] Die Linien ver-
Q( \) laufen tangential zu den Feldstérke-

\\\__/// \_/4/ vektoren, sind aber keine Feldlinien,

— \\V da sie nicht bei Ladungen beginnen
_— \ —_— oder enden. Je dunkler die Feldlinien,
/'7// \\ desto grofler ist der Feldstarkevektor.
Bild freundlicherweise zur Verfiigung
gestellt von Bettina Beverungen.

1.7 Greensche Funktion einer planaren Symmetrie

Die spannendere Greensche Funktion im Vergleich zu der im Vakuum, die in dieser Arbeit
betrachtet wird, ist die einer planaren Struktur (siche Ref. [7]). Der Raum wird jetzt in eine
Richtung parallel zu der Symmetrieebene x| = (z,5)" und senkrecht zu dieser aufgeteilt.
Die senkrechte Achse ist somit die z-Achse. Die analytische Funktion kann bis jetzt nur im
Fourierraum der zwei Symmetrierichtungen dargestellt werden

> dw dkH Z‘k” X —x! | —iwt
/ . / / . ’ I
G(X’X’t)_G(X”_X”’Z’Z’t)_/_oo27r /R2 on)? Gky,2,2,w)e ( ) ,

Wobei k| der Wellenvektor parallel zu der Symmetrieebene ist. Tatsdchlich zeigt sich, dass die
Dyade in einen Vakuum-Term zerfillt, der identisch zu ((1.34) ist, und in einen Streu-Term, der
vom Material verursacht wird

G(ky, 2,2 w) = Gya(k|, 2, 2, w) + Gsprea k), 2, 2, 0) -

Fiir die spéitere Berechnung der Zerfallsrate ist die Auswertung der Dyade bei z = 2’ wichtig,
im Argument steht somit nur noch z.

Greensche Funktion einer planaren Struktur

2

K w s —2Kk2
QStreu(kHvZ:w) = 2_60 (rp(w,k”)ﬂp + mr (w7k)ﬂs> e 2 (135)

Hierbei ist  wie in ([1.21]) definiert. Die Branchcuts von x wurden so gelegt, dass Re(x) > 0 und
Im(k) < 0. Die Faktoren r* und 7P sind die Reflektionskoeffizienten der jeweiligen Polarisation.
Diese hdngen iiber den Wellenvektor fiir das Drude-/Lorentz-Modell nur von dessen Betrag

16
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]k”] = k ab. Die Matrizen sind gegeben durch das dyadische Produkt der Vektoren

o

Ss=—Xe =¥ E:l:iﬁe
" z P+ = L Pl

T
wobei e, der Einheitsvektor in z-Richtung ist und k = (k”,O) = (ks, ky, 0)T, also

k2 , k2 kyk ke
B0 g B ik
k2 .
- kg - Ky k2
0 0 0 Uk m K2

Weiterfithrend kann nun fiir eine Platte die transmittierte Green-Dyade berechnet werden (siehe
Ref. [5]). Mit diesen abstrakten Ergebnissen ist unmittelbar durch numerische Evaluation dieser
das gesamte E-Feld gegeben (siehe Abbildung . Solche analytischen Greentensoren sind
nur fiir einige wenige Symmetrien wie planare Symetrien, Zylinder und Kugeln bekannt. Ist
aber eine nicht durch diese Greentensoren approximierbare Geometrie von Interesse, so wurde
gezeigt, das der Greentensor ein reskaliertes E-Feld eines Dipols ist. Also kann durch numerische
Evaluation der Maxwell-Gleichungen das Feld erzeugt durch einen Dipol errechnet und somit
der Green-Tensor approximiert werden.

17
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A=

1100nm

Abbildung 1.6: Leistungs-
dichte eines Dipols iiber einem
Wellenleiter zu einem  be-
stimmten Zeitpunkt. Der Dipol
befindet sich in Hohe von
20nm und seine Achse liegt in
der z,z-Ebene. (0§ = 60°,\ =
488nm, d = 80nm,e; = 1,69 =
5,e3 = 2.25). Zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Kontour-
linien ist ein Faktor von 2
der Leistungsdichte. Das Bild
wurde aus Ref. entnommen.

18



KAPITEL 2

Einfiihrung in spontane Emissionsraten

2.1 Allgemeines

In diesem Kapitel wird die Theorie des spontanen Zerfalls diskutiert. Die Ausfithrung folgt im
wesentlichen Ref. [§]. Spontane Emission bezeichnet einen Prozess, bei dem ein System in einem
Zustand, der nicht der Grundzustand ist, in diesen iibergeht. Im Gegensatz zu der stimulierten
Emssion wird spontane Emission durch Vakuumfluktuationen erzeugt. Hier handelt es sich
also um einen konkreten Fall der Berechnung von Ubergangsamplituden. Sie beschreiben die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand, meist Anfangszustand genannt, im Laufe der Zeit in
einen anderen Zustand, meist finaler Zustand genannt, iibergeht. In der Quantenmechanik
wird eine Ubergangsamplitude mittels Projizieren des finalen Zustandes } f > (,final*) aus dem
Anfangszustand |z> (,initial“) berechnet

Ay = <f’l> :

Hierbei wird die Zeitabhénigkeit zunéchst unterdriickt. Selbstverstandlich ist bei nicht-stationdren
Zustinden die Frage relevant, welche Werte die Ubergangsamplitude zu einer konkreten Zeit
annimmt. Der anfingliche Zustand wird dann zum Zeitpunkt ¢; angenommen und entwickelt
sich geméfl des Zeitentwicklungsoperators weiter

A (1) = (i) = (F] Tt — ) |i) - (2.1)

Die tatsdchliche Wahrscheinlichkeit, den finalen Zustand ‘ f > zu erhalten, ergibt sich aus dem
Betragsquadrat der Amplitude

2
Prg(t) = [ A (1)

Die Wahrscheinlichkeit, den Zustand zu wechseln, also nicht im Anfangszustand zu verweilen
i — {, entspricht der Summe aller moglichen finalen Zustinde

2
Pyt) = > | A1)
f
Die Wahrscheinlichkeit, den Zustand zu behalten, ergibt sich entsprechend zu
‘2

Pi(t) = 1= |Ais(t)
f

19
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Beim Versuch, eine solche Ubergangswahrscheinlichkeit mit der Stérungstheorie zu berechnen,
wird auf die Tatsache zuriickgegriffen, dass sich der Hamiltonian schreiben lésst als

H = Hy+ H;

wobei Hy der Hamiltonian des Systems ist, aus dem die Zustdnde ‘ f>,

z> als Eigenzustande
stammen und H; (,Interaction®) der Stér-Hamiltonian, der extern hervorgerufen wird. In der
unmittelbar folgenden Rechnung wird eine explizite Zeitabhédngigkeit des Hamiltonian Hy aus-
geschlossen. Interessant ist jetzt der Zeitentwicklungsoperator U (t —t;). Dieser ist als Operator
definiert, der die Gleichung

%ﬁ(t — ) = —%flﬁ(t — ;)

16st. Im vorliegendem Fall also

d A 2 A A ’L A A
—U(t —t; -HU(t—t;)=—-HiU(t—t;
LGt~ )+ LERO (1) = — U~ 1)
o % <eéﬁo(tti)i](t _ tz)) — _% <€§L Lo (t—t;) Ale*% Ao(tti)> (eéﬁo(tti)ﬁ(t — tl)> .

Nun folgt das Integrieren der Gleichung mit fti dt, sodass

. . : t R i A R
et (t — ;) =1 — % / dt’ Hy(t') (mHo(t WU - ti)> :

ti

Terme der Ordung H;(t)H (') sind zu vernachlissigen, denn unter Benutzung der ersten Ord-
nung stellt sich heraus, dass die Ubergangsrate quadratisch im Stér-Hamiltonian ist. Wiirden
hier Terme héherer Ordnung mitberiicksichtigt werden, wiirde die Ubergangsrate kubische und
Terme 4. Ordnung des Stor-Hamiltonians beinhalten. Das Ergebnis des Versuchs, die Gleichung
iterativ in sich selbst einzusetzen, ergibt

. Lt R
Ut —t;) ~ e wllo(t=t) (1 - % / dt’ Hj(t’)> .
t;

Mit diesem Zeitentwicklungsoperator kann jetzt unter Verwendung der Gleichung ((2.1]) die
Ubergangsamplitude berechnet werden, also

Aiy = (f]U( = 1) i)

~ <f‘ e—%Ho(t—ti)

. : t R
z> _ <f‘e—%H0(t—ti)% / dt’ H[(t/) ’Z> .
t;

20
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Gehoren die Zustinde zu verschiedenen Energieniveaus E;, Ey, gilt

. : t
Aiy = —emhE00 L / St (| Bl |

- —e_%Ef(t_ti)% /t dt' (f| Hy|i) e # B B@—t)
t.

3

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ergibt sich aus dem Betragsquadrat

N 2
2 ‘<f‘H1‘2>‘ ¢ i 1
Piﬁf(t —ti) = Ai%f(t —t)| = T / dt’ e~ #(Ei—Eyp)t
t;

Nun kann eine Ubergangsrate berechnet werden. Eine Rate ist hier wie in der klassischen
Mechanik zu verstehen. Die Geschwindigkeit ist die Rate der Verdnderung des Ortes etc., welche
sich mathematisch in der Ableitung nach der Zeit widerspiegelt. Des weiterem wird t; — —oo
geschickt, und der Zeitpunkt der Messung gegen ¢ — co. Es ergibt sich:

N 2
d (F[ Hrli) Ei—E
dtPi—>f(t_ti):’h2’27T5 Tf =Yi—f (2.2)

Dies entspricht Fermis goldener Regel (siche Ref. [9])! Eine ausfiihrliche Rechnung ist im An-
hang zu finden. Das bedeutet nun, dass eine Rate in Verbindung mit der Ableitung der
Ubergangswahrscheinlichkeit konsistent ist und wie folgt definiert werden kann:

i+ = lim Lpiﬁf
Y=l T e dt
AuBerdem ist nicht die Ubergangswahrscheinlichkeit in einen konkreten Zustand iiber zu gehen

von Interesse, sondern aus diesen in einen beliebigen Zustand zu zerfallen. Die Wahrscheinlich-
keit davon ist dann die Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten iiber alle finalen Zustéinde

Py=Y P,
f
sodass analog eine Zerfallsrate definiert werden kann:
Zerfallsrate
e
v —t},ltrgoo dt (23)

Das ist die zentrale Groflie der vorliegenden Arbeit. Sie beschreibt wie grofl die Rate eines
quantenmechanischen Systems ist, aus einem Anfangszustand in einen beliebigen anderen Zu-
stand zu zerfallen. In Kapitel [3] werden die Bezeichnungen Zerfallsrate und Dissipationsrate
synonym verwendet. Gemeint ist hier, dass Energie aus dem Atom in das E-Feld dissipiert.
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Eine Zerfallsrate ist ein konkreter Fall einer Dissipationsrate. Fiir das weitere Vorgehen wird
angenommen, dass das System vollstédndig zerfillt, also P{ =1und P, =0. } > | f > sind immer

noch Energieeigenzustinde von Hp, sodass gilt

2
Pz—)f ‘Az—>f )‘

1

| [ |
t

), dt /t dt" (i| Hy(t')

t”> ‘Z> ’

folglich ist

=3Py g [ [ o) | 11| e )

w [ / at” (i By (1) | Y10 (] + [y G | Ea(ey |

f

=1

;2 dt’ /dt” (i Hy (¢ Hi(t") |d)

Da <z‘ Hi(t) |z> = 0, kann in der obigen Summe der finalen Zustdnde der anféngliche Zustand
hinzugefigt werden. Da diese Zustinde Energieeigenzustinde sind, also eine vollstindige Basis
des Hilbert-Raumes bilden, ist ihre Summe 1. Das Ergebnis ist ein Ausdruck, der unabhéngig
der finalen Zustéande ist.

Um die Zerfallsrate zu erhalten, wird die Ableitung nach der Zeit von der Ubergangswahr-
scheinlichkeit berechnet, also

S P(r) = 2 / dt'Re [(i] Ay (6)E (1) [1)] -

Dieser Ausdruck kann jetzt noch fir gemischte Energieeigenzustdnde verallgemeinert werden,
indem die Mittelwertbildung durch das Spurbilden iiber den Dichteoperator p = >, ‘z> <z‘
ersetzt wird, sodass

jt Pt = 2 / dt'Re [tr (At )ﬁl(t/)ﬁ)} ;2/ dt'Re [< (t)ﬁf(t’)>] . (2.4)

2.2 Dipolapproximation des Atoms

d

Ahnlich wie bei Abschnitt wird das Atom als Dipol im E-Feld gendhert. Bei optischen
Ubergiingen ist das elektrische Dipolmoment dominant gegeniiber dem magnetischen, sodass
dieses vernachléssigt wird. Das Potential eines solchen Dipols ist in der klassischen Physik durch
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Dipolapproximation des Atoms ‘ 2.2

—d-E(xx) gegeben (A steht fiir Atom). Abweichend davon wird in der Quantenfeldtheorie der
Status von Vektoren zu Operatoren erhoben. Damit entspricht der Interaktionshamiltonian
H = —-d- E(XA). Hierbei ist der Hilbert-Raum H das Tensorprodukt! zwischen dem des
Atoms und dem des Feldes Ha ® Hp (F steht fiir Feld). Der Dipol-Operator ergibt sich aus
einem konkreten Modell des Atoms und hat die Form d @ 1p. Der Operator des Feldes wird
durch die sogenannte zweite Quantisierung berechnet und hat die Form 15 ® E(XA).

Wie schon der Hilbert-Raum wird auch der nicht wechselwirkende Hamilton-Operator in zwei
geteilt E[g = PAI(], ARIp+1A® ﬁo,F- Die 1 wird im Folgendem nicht mehr notiert, da aus der
Bezeichnung oder dem Kontext klar hervorgeht, was gemeint ist. Es gilt, dass alle Operatoren
zu verschiedenen Hilbert-Rdumen kommutieren, also z. B. [E(XA),(AI} = 0. Dartiber hinaus

soll der Dichteoperator in ein einfaches Produkt zerfallen p = pp ® pr und das Gesamtsystem
stationar sein. Fiir die Rechnung wird die Leibniz-Regel benutzt, sodass sich ergibt

A (N P 2 A ~ ~ 5 ~ !

p= —ﬁ[Hojp} = [HO,AaPA} ®PF + PA R [Ho,vaF} =0
= [IA{O,AaﬁA} =0 und [ﬁO,FaﬁF} =0.

Dies sind viel diskutierte Bedingungen, welche physikalisch intuitiv sind, aber beachtet werden

miissen, denn sie treffen Aussagen iiber den anfénglichen Zustand vom Atom, als auch dem

Feld. Diese Annahmen erlauben es, den Zeitentwicklungsoperator beziiglich des ungestorten

Hamiltonians und den Dichteoperator zu vertauschen. Damit sind alle Mittel vorhanden, um
weiterzurechnen. Hier noch einmal ein Blick auf die Zeitentwicklung;:

— _ (6—éﬁo,A(t—ti)aeéﬁo,A(t—ti)> . <e_;gO,F(t_ti)E(XA)eéﬁO,F(t_ti))
= —d(t) - E(xa)(t) .

Eine solche Separation des Operators des Feldes und des Atoms lésst sich auch fiir den Erwar-
tungswert des Storterms (2.4) durchfiithren, indem auf Teilspurbildung zuriickgegriffen wird

<ﬁ,(t)ﬁ,(t’)> — <a<t) @A) - E(t’)> — <czi(t)Ei(t)ch(t')Ej(t’)>

T /.

= (@), (BOE()) =T [<a<t>a<t'>>A <E<t>E<t'>>F] ,

wobei die Einsteinsche Summenkonvention verwendet wurde. Es sei daran erinnert, dass die
Ausdriicke d(t)d(t") und E(¢)E(t") Dyaden sind. Diese zwei Matrizen kénnen angepasst werden,
indem die Vertauschbarkeit des Hamilton-Operators und des Dichteoperators und die Zyklizitat

'Fiir ein Verstéindnis, warum das Tensorprodukt eine natiirliche Formulierung fiir die Kombination von
Quantensystemen ist, wird auf Ref. [10] verwiesen.
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2 ‘ Einfiihrung in spontane Emissionsraten

der Spur benutzt wird

A

— tr [eéﬁwxeéﬁwx ﬁ} - <X(7)X(0)> .
Dabei ist 7 = ' — ¢t. Nun wird der Storterm weiter umgeformt zu

<ﬁ1<t>ﬁf(t’)> =Tr _<Ji(t)cij(t’>>T <Ei(t>Ej<t’>> ]

A F

— Ty <Ji(7) Aj(0)>T < Ai(T)EAj(O)>F]

A

= Tr [CR(Cx(7)] -
wobei nun die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktionen
C(r)a = (A(MA©)) wnd C(r)r = (B(EO))

eingefithrt wurden. Um den Realteil in zu berechnen, wird eine Symmetrie der Korrelati-
onsfunktionen genutzt

A A

(i) = () (1) = T [CR(-n)Cp(-7)] -

Einsetzen in ergibt
an0=g [ (1 [k ] + 1 [Ch-ncs(-)] )
1 Ot—ti
= /_(t_ti) dr Tr [QX(T)QF(T)} .

Der Ausdruck wird weiter bearbeitet, sodass das Quanten-Fluktuations-Dissipations-Theorem
verwendet werden kann (siehe Abschnitt [2.3]). Bei Verwendung der Fouriertransfomierten

C(r) = /OO dw S(w)e ™™ = S(w) = % /Z C(w)e™

— 00
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Quanten-Fluktuations-Dissipations-Theorem ‘ 2.3

und den Annahmen, dass der anfdngliche Zustand zur Zeit t; — —oco préapariert wurde und die
Messung zum Zeitpunkt t — oo stattfindet, gilt

v=_tm = [T ar e [chingo)]

—t; t—oo dt h2

h2/ dT/ dw/ dw’ Tr SA( )Sp(w )] i(wta)T

=3 /_OO dw /_OO dw' 6(w +w') Tr {ﬁi(w)ﬁF(w/)} .
Zerfallsrate in Dipolapproximation
y=2 [ dw Tr [SE(-w)Sp(w)] (2:5)
—0o0

Die néchsten beiden Kapitel beschéftigen sich damit, die beiden obigen Matrizen auszurechnen.

2.3 Quanten-Fluktuations-Dissipations-Theorem

An dieser Stelle wird von Korrelationsfunktionen gesprochen, welche zudem noch fouriertrans-
formiert sind. Wieso das ganze Umformen? Es stellt sich die Frage, ob mit Fermis golderner
Regel solche Zerfallsraten berechnet werden kénnen. Die Schwierigkeit liegt im Berechnen des
Ubergangsmatrixelements < f } H; |z> Nur fiir den Fall ohne Material werden Fockzustiande und
die Wirkung der Auf- und Absteigeoperatoren auf diese bendtigt, sodass ein wohldefinierter
Grundzustand entsteht (siche Ref. [11]). Sobald aber ein Material in die Umgebung gebracht
wird, ist die Untersuchung hochgradig nicht trivial, da eine verdnderter Grundzustand und
Auf- und Absteigeoperatoren auftreten. Aus diesem Grund wird sich hier mit einem Ergeb-
nis der Linear-Response Theorie geholfen, dem Quanten-Fluktuations-Dissipations-Theorem
(QFDT)2. Vorraussetzung fiir dieses ist, dass sich das System zu Beginn im thermischen Gleich-
gewicht befindet, sodass der Dichte-Operator des kanonischen Ensembles zur Beschreibung
genutzt wird

exp (—m%)
1 fexp (51|

mit f = ,C%T Wird das System nun durch Hj gestort, ist es moglich die Zeitentwicklung des
Dichteoperators dhnlich wie den Zeitentwicklungsoperator in der Stérung zu entwickeln. Daraus
ergeben sich dann direkt Stérterme in den Erwartungswerten von Operatoren, wie z. B. dem

E-Feld
(Bw) ~ <E(“>m + (9B(1)) |

Y

Por =

2Siehe auch Ref. [12]
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2 ‘ Einfiihrung in spontane Emissionsraten

wobei

t

(s80) =5 |

Es stellt sich heraus, dass die Fouriertransfomierte des Stérterms eng mit der Greenschen Funk-
tion verkniipft werden kann, also

dt! <[E(t),E(t')]> i)

o0 Po,F

<5E(w)> = G(x4,%x4,w)j(w) -

Durch obige Gleichung kann die Greensche Funktion eng mit der Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion
gebracht werden, sodass sich ergibt

h 1
Sp(w) = —————-Im [G(x4,x4,w)]| =
T1—e mT

(n(w) + 1) Im [G(x4,%4,w)]

S

hw

-1
mit n(w) = <e’“BT - 1) . Dies ist das QFDT fiir Felder. Eingesetzt in 1' ergibt sich

Y= 2/00 dio (n(w) +1) Tr [SF(~0)Cy(xa,xa,w)] | (2.6)

—00

2.4 Das Zwei-Zustand-System

Das fiir die vorliegende Arbeit verwendete Atommodell® entspricht einem nicht relativistischen
Einteilchenproblem, der Schrodinger-Gleichung. Beim Loésen der Schrodinger-Gleichung des
Wasserstoffatoms mit einem Elektron gibt es unendlich viele Energie-Eigenzustéinde des Sys-
tems. Dies gilt fiir alle Atome. Dariiber hinaus besitzen alle Atome eine Radialsymmetrie des
Hamiltonians und die Wellenfunktion lésst sich wie beim Wasserstoffatom in einen Radialan-
teil und einen Winkelanteil separieren. Der Radialanteil kann hierbei deutlich komplexer als
der eines Wasserstoffatoms werden. Ein Beispiel ist ein Atom, modelliert durch das Klapisch-
Potential.

Bei der Betrachtung zweier Zustinde, die Energien besitzen, die beim vorliegenden System
relevant sind, werden andere Zustéande in der Hoffnung, dass sie die Dynamik des Systems nicht
beeinflussen, vernachléssigt. In unserem Beispiel bedeutet dies, dass das Atom sich zu Beginn in
einem Anfangszustand hoherer Energie befindet und dann in ein tieferliegendes Energieniveau
zerfillt. Die Wahrscheinlichkeit, in irgendein anderes Energie-Niveau zu zerfallen, ist sehr klein.
Konkret ist spiter bei der Berechnung der Ubergang vom 52P1 — 5251 des Rubidium Atoms
gemeint. Es handelt sich bei diesem Vorgehen um eine sehr sta2rke Vere%nfachung des Systems,
die zu interessanten Eigenschaften eben dieses fithrt, wie sich spéter zeigen wird.

Die hoher-energetische Eigenfunktion wird mit ,excited-state“|e), die nieder-energetische mit

3Siehe auch Ref. [13]
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Das Zwei-Zustand-System 2.4

,ground-state

g> benannt?. Ein allgemeiner Zustand hat also die Form

W}> = Ce ‘e> + Cqg ‘g>

mit komplexen Koeffizienten c.,c,. Mit |e) und ‘ g> als Basis ist das Zwei-Zustand-System ein
C2-Hilbert-Raum. In diesem ist der Hamiltonain H A0 € Coxo

_(Ec ©
(5 1)
FEine Basis fiir alle hermetischen Operatoren ist gegeben durch z. B. die Pauli-Matrizen
10 1 0
(0 1Y) ({0 0
“=\lo o) “7\1 0)

Die Operatoren o und o_ sind die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren im Zwei-Zustands-
System. Der Hamiltonian lasst sich dann schreiben als

H _ Ee 0 _1 Ee+Eg+(Ee_Eg) 0
A= 1o B, 2 0 E. +E, — (E. — E,)
_h 1 0 Ee + Eq4
R (0 —1>+1 2
: _ Ee—Eg4 c . . Ec+Eg
wobei wey = =5—2. Der letzte Term ist eine konstante Verschiebung der Energie um =<—2,

der von der Eigenwertgleichung abgezogen werden kann, denn konstante Verschiebungen &ndern
weder die Eigenwerte noch die Eigenvektoren, sodass keine physikalischen Gréfien beeinflusst
werden. Der Hamiltonian ergibt sich dann zu:

Hamiltonian eines Zwei-Zustand-Systems

2 h .
HO,A = §w6903 (27)

2.4.1 Dipol-Operator eines Zwei-Zustand-Systems

Um den Dipol-Operator zu bestimmen wird, vom klassischen Dipolmoment und vom Korre-
spondenzsprinzip ausgegangen. Es gilt: ¢(x) = <x|¢>. Wichtig zu unterscheiden ist noch die
Ladungsdichte pradung von der Ortsdichte praqung. Hier gilt die Beziehung® Pladung = 4 POrt;

“Hier werden nicht-degenerierte Energieniveaus vorausgesetzt.
®Dies ist eine heuristische Herleitung. Fiir z. B. eine Ladungsverteilung mit Vorzeichenwechsel kann diese
Beziehung nicht angewandt werden.
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2 ‘ Einfiihrung in spontane Emissionsraten

wobei q die Ladung ist
d= /{/dV XPLadung = CI/VdV XpPOrt = q/VdV X¢(X)¢*(X) = <¢’qi’¢> .

Demzufolge ist der assozierte Operator in der Quantenmechanik d= gx.
In einem Zwei-Zustand-System ist fiir einen allgemeinen Zustand der Mittelwert des Dipol-
Operators gegeben durch

<\Il’a’\ll> = |ce|? (e|gX|e) + cicy {e|ax|g) + CyCe (g|ax|e) + leg|? {glax|g) -

Wie bereits erwahnt, teilt sich die Losung in einen Radial- und einen Winkelanteil auf. Das
bedeutet, dass der Winkelanteil durch die Kugelflachenfunktionen beschrieben werden kann.
Fiir diese gilt nun

e bei einem Ubergang von x — —x, also (1,0, ¢) — (r,7 — 0,7 + &)

Yim(7 = 0,7 + 6) = (~1)! Yim (0, 6) -

o fiir die komplexe Konjugation

Yim = (=1)" Y, (0,0) .

Somit verschwinden <g‘qx‘ g> = (e|gxle) = 0. Es gibt also nur ein Dipolmoment, wenn das
Produkt cecy # 0, also der Zustand eine Superposition des angeregten und Grundzustands ist.
Mit Einfithren des Matrixelements d = <g‘qx‘e> ergibt sich fiir den Mittelwert

(P|d|v) = cecid + cgeid® = (¥] (0-d* + o1d) [¥).
Das gilt fur beliebige Zusténde W>7 sodass sich der Dipol-Operator schreiben lédsst als
d=o,d+o.d*=b' +b,

wobei die Konjugation zeilenweise zu verstehen ist. Nun folgt die Betrachtung der Zeitentwick-
lung von b: Die Zeitentwicklung eines Operators ist mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators
U(t — t;) von der Form: b(t) = Ut(t — t;)bU(t — ;). Da der ungestorte Hamiltonian zeitunab-
héngig ist ergibt sich

[3

Ut —t;) = e~ ifoalt=t) o Bp) = enfoalt=t)p(g)erHoalt=t)

Es wird nun eine Differentialgleichung fiir diesen aufgestellt

iﬁ(t) — e%ﬁo,A(tfti)%’ |:1T;[0,A; 6(0)] 67% AO’A(tfti) )
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In konkreten Fall des Dipolopators ergibt sich also

7

h

[ﬁO,A’B(O)] = ZW% [63,5’*](1* = _iwega-*d* )

sodass

d & N
%b(t) = —iwegb(t) .

Damit stellt sich die Zeitentwicklung des Dipoloperators wie folgt dar:
d(t) = be et 4 pleiwest (2.8)

Diese Zeitentwicklung eines Operators ist deckungsgleich mit der der Operatoren des Harmo-
nischen Oszillators, wie z. B. Auf-/Absteige-, Ort- und Impuls-Operatoren. Das, was das hier
verwendete System spezifiziert, sind die Kommutator-Relationen von b und b'. Die folgende
Rechnung kann also auch fiir andere Systeme verwendet werden. Gleichung kann noch
weiter bearbeitet werden zu

A

A ~ A~ o~ A A N N d A~ A
d=d(0)=b+b" d=d(0) = —iweb + iweb' < i— =b - bl
Weg
o1 (. d
= b=-|d+:
2 Weg
Bei Nutzung von El = élT gilt zudem
R 1[4 d . . d .
d(t) == [d+1 e~ Weal d—i— | ewest
2 Weg 2 Weg

A

N d .
= dcos (wegt> + sin (wegt) .
Weg

Eingesetzt in die Matrix C4 (1) folgt, dass

L L .\ sin (wegT>
Culr) = <d(7)d> - <dd> cos(wegT) + <dd> ANV
Weg
Auf die Fouriertransformation wird zum jetzigen Zeitpunkt verzichtet. Stattdessen wird die
folgende Symmetrieeigenschaft der adjungierten Matrix C'» (7) ausgenutzt. Unter Verwendung

der Zyklizitat der Spur, tr[#]* = tr[#] und dass der Hamiltonian mit dem Dichteoperator
kommutiert, gilt

A A~

(c) @ ={amam) =u [( }<T>cii<o>m)1 = tr [d;(=7)di(0)pa] = (Ca),, (-7)

v
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Unter Verwendung der Symmetrie Cy (1) = QL(—T) muss gelten

QA(—T)T - <&&> cos(wegT> _ <a&>T M

Weg
= <Elél> cos(wegT) — <a > Sing:ng) = CalT).

<é161> - <a&> . (2.9)

Nun wird der Term <dd> in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Term aufge-

~ A ~ A 1 ~ A ~ A
<di i+ djd¢> + 5 <didj - djdi>
- <&&> + % <€knmaném> (—iekij)

ij

N <aa> _ <a&>s vl <a . a> L= <a&>s i <dd> | (2.10)

wobei die Generatoren der Rotation (Lj);; = —i€k;; benutzt werden. Dabei wird keine An-
nahme tiber die Matrix getroffen, das Vorgehen ist also auf jede beliebige Matrix anwendbar.
Interessant ist dabei der antisymmetrische Term, dessen konkrete Form mit dem Drehimpuls

des Atoms verknupft ist
(axd) = (x k) (L) (211)

Unter Nutzung von (2.9) fiir den symmetrischen Teil kann dieser umgeschrieben werden zu

ay ()t (o) iy ()

2 a 2 2 2

[a%

Das gilt nur wenn

spalten

=

denn €kij€knm = 6zn6]m - 5zm5jn

ij

Analog gilt fiir den Term <6161>

(ad) = (aa)" + 5 (axa)-L=(aa)" +(aa)" .

30



Das Zwei-Zustand-System ‘ 2.4

Interessant ist hier, dass der antisymmetrische Teil einen Vektor enthélt dxd , der in der

klassischen Physik immer verschwindet, aber in der Quantenmechanik nicht verschwinden muss!
Dieser Mittelwert ist stark von der Modellierung des Dipoloperators abhéngig. Er wird in einem
folgenden Teil der Arbeit konkret berechnet . Hier ein anderes Beispiel fiir ein Operator
dessen Wert in der klassischen Mechanik verschwindet, aber in der Quantenmechanik in der
Regel nicht verschwindet:

<ﬁ X ﬁ> #0,
wobei L der Drehimpulsoperator ist. Grund hierfiir ist, dass [ﬁi, tj] # 0 fiir ¢ # j.

2.4.2 Zerfallsrate eines Zwei-Zustand-Systems

Zusammenfassend gilt also

Calr) = (<aa>5 i <aa>“> cos(weg) + <<dd> + <dd>> ”(:> |

Das Resultat der Fouriertransformation des Ausdrucks in der Zeit ist

| i)
sa = [(aa)' s 2] | aa)" e Ao oo
1 s D as <axa>L
+5 [<&&> T | T <&&> L §(w + weg) - (2.12)

Dabei sind in den eckigen Klammern jeweils der symmetrische oder antisymmetrische Anteil
enthalten. Wird jetzt in die Zerfallsrate eingesetzt, so verschwindet die Spur {iber den
antisymetrischen Teilen, da der Imaginédr-Teil der Greenschen Funktion symmetrisch ist und
die Spur uber Matrizen verschiedener Symmetrie verschwindet, sodass

v = % (n(weg) + 1) Tr <<aa>s - ) Gi(xa, %A, Weg)

2Weg

2Weg

1 A\ S D
—%n(weg)Tr (<dd> + 5 )GI(XA>XA7—W69)

Hierbei wurde ausgenutzt, dass gilt

hw

1 ekpT 1
n(_OJ) = _ _hw = hw o 1 = _(n<w) + 1) :
e T —1 1—ehT 1 — ek
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Aufgrund dessen, dass sich das System im quantenmechanischen Vakuum® befindet, gilt fiir die
Temperatur 7' = 0 und n(w) = 0, sodass

1 ~\s D
'y:ﬁTr (<dd> 3 )GI(XA>XAaweg)

Weg

Aber zuriick zum Zwei-Zustand-System: In diesem ist der Dipoloperator explizit gegeben, die
oben benétigten Komponenten kénnen somit ausgerechnet werden. Hierfiir ist es giinstig, den
Dipoloperator in anderer Form zu schreiben. Dazu werden die Operatoren &1 und &9 eingefiihrt

01 0 —1
01:(1 O) und 02:<Z. 0),

mit der Anti- bzw. Kommutator-Relation
[6’1,5']'] = 2ie,~jk€rk und {5’1,5'3} = 25”1 .
611162
2

Somit gilt 61+ = . Bei Einsetzen in den Dipoloperator ergibt sich:

A d+d* d-—a*
d=24 z — o = 5d® + God! . (2.13)
2

Jetzt ist der Dipol-Operator in einen Real- und einen Imaginér-Teil aufgespalten. Nun soll die

Matrix D;; = —i < [JZ, J]] > berechnet werden. Mit Gleichung 1) ergibt sich

) .
3 o id we
d= 63,61] +

%[FIA,EI} idRweg [ 963,69 = —teg (dRaQ - dlal) ,

sodass nun
i [Ji, cij] = ity (A%a%[61,62] — d'd'[33,61] ) = 2wy (aRa" + d'd") .

Jetzt wird auch der symmetrischen Teil berechnet, sodass

R 41 1R
didL + dld}

dd;; = d'd}o1 + didies + 5

(6162 + 6261) = didil+didil .

=0 ,Antikommutator

SEin klassisches Vakuum kann an ein Wirmebad gekoppelt werden. Dies fithrt dazu, dass Photonen in
diesem erzeugt werden und es sich in einem angeregtem Fock-Zustand befindet. Hier aber wird das System im
Grundzustand |0) untersucht, sodass die Temperatur verschwinden muss.
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Es gilt insgesamt

<<aa>s a 2Zg>

= (aRdfo? + didio3) + <(d§d§‘ +dld}) &3>

ij
= (dafdl + dld}) (1+ 6s) .

Unter der Annahme, dass das betrachtete Atom anfinglich im angeregten Zustand ist, sodass
pa = |e) (e], ergibt sich

<<aa>s -2 ) o (a4 i)
eg

und somit die Zerfallsrate:

Zerfallsrate im Vakuum eines Zwei-Zustand-Systems

2 2

v = ﬁdR - Gr(xaA, XA, Weg) - dR + ﬁdl - Gr(xA, XA, Weg) - d! (2.14)

FEine Priifung der Konsistenz der Gleichung ist, dass die Zerfallsrate verschwindet, sobald das
Grund-Niveau als anfanglicher Zustand besetzt ist, da mit py = { g> <g‘ = <1 + 63> =0.

2.5 Berechnung der Zerfallsrate im Vakuum

Mit Gleichung kénnen Zerfallsraten des gewahlten Zwei-Zustand-Systems bestimmt wer-
den. Die Umgebung wird durch die Greensche Funktion modelliert. In den Folgenden beiden
Abschnitten werden die Ergebnisse aus Ref. [14] reproduziert.

Zunéchst folgt die Beschéftigung mit der einfachsten Umgebung, dem Vakuum. In Abschnitt
wurde die Greensche Funktion im Vakuum hergeleitet. Nun wird ihr Imaginér-Teil
berechnet:

Im [QVak] (X,X/7w) = %

1 3 wp [3ee—1 1-— wp | 3ee — 1 1-—
(2 [ (oot (1o i) o e o [Boe (1 o) 2

~ 8imey \ ¢

1 w\? e _we] |3ee—1 1—ee wp [ e _we] dee—1
- () o |t 2o i )
8imeg \ ¢ <%> == c (%)
[ C
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1 <w>3 3ee—1 | . <wp) wp (wp)
= — = |sin| — ) — —=cos{ —
4meg \ C (%) c c c

. [wp\1l—ee
=+ sin 7 %

Fiir die spontane Zerfallsrate wird diese Funktion an der Stelle (x,x,w) ausgewertet. Das wird
erreicht, indem der Limes p — 0 gezogen wird. Im hinteren Term ist der bekannte Limes

C

lim,_.q @) _ 1 ynd im vorderen
. sin(x) — x cos(x) U'hopital ,. xsin(x 1
lim (z) (z) 25 im g):f.
x—0 .%'3 x—0 3x 3

Also ergibt sich

1 w 3 1 1 W 3
Im [QVak] (x,x,w) = o= <c> (ee ~3 +1-— ee) = b <c> 1.

Einsetzen in die Gleichung ([2.14]) ergibt

_2
T h

2 1 3 2 2
y dr - Gr(xA, XA, Weg) AR 4 %dl - Gr(xA, XA, Weg) d! <w> [(dR) + (dI) ] .

- 3mwegh \ ¢

Die spontane Emmision ist im Vakuum nicht verschwindend! Dies ist ein fundamentales Er-
gebnis der Quanten-Elektro-Dynamik. Allein mit der Schrodingergleichung lésst sich das nicht
erklaren. In dieser sind die Energieeigenszustinde das Spektrum des Hamiltonians und somit
orthogonal zueinander. Ein angeregter Zustand wird nie in einen darunterliegenden zerfallen,
da es keinen Uberlapp gibt. Wird aber zusétlich das Feld quantisiert, so sind es keine Eigenzu-
stande des gesamten Hamiltonians und somit erzeugt das quantisierte E-Feld einen Uberlapp.
Wie das Ergebnis oben zeigt, ist dieser Uberlapp selbst fiir das quantenmechanische (QM) Va-
kuum nicht verschwindend. Dies fiihrt zur Frage, ob das QM Vakuum tatséchlich leer ist, oder
ob es Fluktuationen in diesem gibt. Und wenn es solche Fluktuationen gibt, mit welcher Ener-
gie werden sie erzeugt? Ist die Nullpunktsenergie, die beim harmonischen Oszillator errechnet
wurde, vielleicht doch von Bedeutung?

2.6 Berechnung der Zerfallsrate vor einem Halbraum

Nachdem die Zefallsrate im Vakuum berechnet wurde, wird nun der néchste Fall betrachtet, ein
Halbraum. Wie schon zuvor muss jetzt der Imaginér-Teil der Greenschen Funktion berechnet
werden. Hierbei ist zu beachten, dass nur der gestreute Teil neu zu berechnen ist, da die
Gleichungen zur Berechnung der Zerfallsrate linear beziiglich der Greenschen-Funktion ist und
somit der Vakuum-Anteil absepariert werden kann v = Yyax + Ystreu- Das Koordinatensystem
und weitere Grofen sind wie im Abschnitt [I.7] definiert. Die Aulerdiagonalelemente haben die
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folgende Form

(QStreU(X” XII7Z ! w / / y (Gstreu (kx,k:yvz,z’,“’)) '.e(k%ky)T‘(x_xl)
ij
= (Gspeu(0,2,w) / / dky <Gsmu (kx,ky,Z w)) i
ij

Bei Anwendung der Gleichung ([1.35]) ergibt sich:

dky k p w2 —2Kz
(GStreu 0 2y w / / g 2760 (T (wak) <Hp>i] + 77“ (w k‘) (Hs)ij) e .

(2.15)

Interessant ist, dass fast alle Faktoren der zwei Integranden gerade Funktionen in k sind, da sie
nur von dessen Betrag abhéngen. Die einzigen Faktoren, die diese Eigenschaft brechen kénnen,
sind die Matrizenelemente von IL), II.. Bei Blick auf die Gleichung 1’ wird erkennbar, dass
fiir ¢ # j diese ungerade oder 0 sind, sodass der gesamte Integrand ungerade wird. Da iiber ein
symmetrisches Intervall integriert wird, verschwinden die Auflerdiagonalelemente, sodass nur
noch die Diagonalelemente vorhanden bleiben, also

dk, &k w? —2Kz
(GStreu 0 2y w / / 2773 2760 ( p(w>k) (Hp>xw + 53 C2I€2 (W k‘) ( ):v:v) € ?

dky K p kﬂ% w2 k; —2&2
/ / s 260( ()% + g (w0, k) .

Bei Wechsel zu Polarkoordinaten & € [0,00), ¢ € [0,27) gilt

2m 2
(Gstren (0, 2, w) / dy / dk 87r260 (rp(w,k:)k cos? (i) + Cb;?rs(w,k)k sin2(cp)> e 2Rz

K w2 —2Kkz
:/0 dk 87760( Pl )k + (@, k)k) e (2.16)

Die yy-Komponente erhélt man durch Umtauschen des Labels z <+ y. Dadurch &ndert sich
in den Polarkoordinaten die Winkelabhingigkeit cos?(¢) <+ sin?(¢), deren Integral aber den
gleichen Wert hat, sodass gilt (QStreu)xx - (Qstreu)yy.
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2 ‘ Einfiihrung in spontane Emissionsraten

Nun zur zz Komponente:

K WQ —2Kz
(GStreu 0 2, OJ / / % (Tp((")?k) (Hp) o + C2I€2 <w k) ( )zz) € ?
2
/ / Lrp(w7 k)lief%z
T 2¢€9 K

k‘3
= dk P(w, k)—e 27 2.1
|k e (217)

TeQ

Aktuell gibt es ab diesem Punkt keine analytische Methode, die die weitere Berechnung wesent-
lich voranbringt. Die Zerfallsrate kann jetzt mit Verwendung von Gleichung (2.14]) numerisch
bestimmt werden:

2
'YStreu = %dR : QI(XA, XA,weg) ‘ dR + (dR < dI)

= ([ () () () o [ ()7

(2.18)

Die Nahfeldnaherung

Im néchsten Schritt wird eine Asymptote betrachtet”. Das Atom wird sehr nah iiber der Platte
positioniert. Dadurch, dass das Atom sehr nah an der Platte ist, kann die Retardierung génzlich
vernachléssigt werden, sodass ¢ — co und somit %* — 0. Dadurch ergibt sich die Nédherung

K& Ky ~k.

Mit dieser vereinfachen sich die Reflektionskoeffizienten zu

— -1 —
pp= L m o C =7 po= M (2.19)

€K+ Kim, e+ 1 K+ Em

Beide Reflektionskoeffizienten sind nun unabhéngig von k und der fiir s-polarisierte Wellen ist
vernachlissigbar im Vergleich zu dem fiir p-polarisiertes Licht®. Die Integranden vereinfachen
sich somit stark zu

> 1 p k3 —2Kz
(QStreu(07zaw))zZ: . dk r (w,k);e

"Siehe dazu auch Ref. [14).
8Wodurch es zu Reflektionen kommt wird im Abschnitt naher diskutiert.
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Fiir die beiden anderen Diagonalelemente ergibt sich

(e’ K w2
= dk P, k)k + ——1°(w, k)k | e 2r*
(Csenl0.2:)),, = [ b 2= ( (w0, Rk + (o, >>e
1 oo
~ 77/ dk k2e—2k= (2.20)
8meo " Jo

1
= 5 (QStreu)zz .

Somit vereinfacht sich die Zerfallsrate im Nahfeld zu

2 2
YStren = %Im [(Qsmu)zz] (d}}) + (dzlx{) " (dR)2 N (dR o dI)

@

= T6eonhs? m[n] | 1+ (dR)2

+ (dR <—>dl) .

Um ein besseres Bild der Zerfallsrate zu erhalten, wird diese auf vy, normiert, sodass

JStreu _ 3meoh <C>3 <dR>21m [77] 1+ (d§>2 + (dR < dI) ’

YVak (dR)2 w) 16egmhz3 (dR)2

Normierte Zerfallsrate in Nahfeldndherung

(2.21)

2 2
Ystren _ <£>3ii1m ol |2 (d5> . (di)
e D g
Dieses Resultat stimmt mit dem in Ref. [14] iiberein. Die z-und d-Abhéngigkeit im Nahfeld
wurde erschopfend untersucht. Nun folgt die Begutachtung der Frequenzabhéngigkeit im Nah-
feld. Diese ist zur Génze im Reflektionskoeffizienten rP enthalten. Interessant ist z. B. die
Moglichkeit, eine besonders hohe Zerfallsrate zu erzielen, deshalb werden jetzt die Pole des
Reflektionskoeffizienten fiir p-polarisiertes Licht untersucht.

e Im Drude-Modell gilt:

2

= _—_— = = =
€+ 7, WSPL
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2 ‘ Einfiihrung in spontane Emissionsraten

e Im Lorentz-Modell gilt:

w2

=t P 11=0
<t foo wg—w3+iwfy+

w2 2
_ p 2 7

= )
WSPH \/ p 1 + Wi 4

Die Indizes SPL/SPH werden im néchsten Kapitel erlautert.

2.7 Berechnung der Zerfallsrate vor einer Platte

Um von einer Zerfallsrate eines Halbraums zu der einer Platte zu wechseln, miissen lediglich
die Reflektionskoeffizienten des Halbraums durch die einer Platte ersetzt werden. Es wurde bis
jetzt keine analytische Nahfeldnédherung berechnet, aber nichtsdestotrotz kann im Nahfeld eine
dhnliche Abhéngigkeit des Reflektionskoeffizienten

T’p(l _ e*%d) B 77(1 _ 672kd)
1—r2e2~d 71— n2e2kd

rp =

erwartet werden, sodass es auch deren Pole zu untersuchen gilt. Eine ausfiihrliche Rechnung ist
im Anhang zu finden:

e Im Drude-Modell gilt:

N B R &
SPL = 1— s - Z
mit
1 ¥ ekd
V=T (1 £ ekd)

e Im Lorentz-Modell gilt:

mit selbigem a.
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KAPITEL 3

Spontane Emission vor planaren Strukturen

Im Folgenden wird die Zerfallsrate fiir die in Abschnitt diskutierten Materialmodelle
dargestellt. Fiir die Parameter werden experimentell gemessene Werte benutzt. Variiert werden
bei der Untersuchung der Abstand z, sowie die Ubergangsfrequenz w des Atoms und die Dicke d
der Platte. Grundlage fiir die Berechnung ist Gleichung . In dieser wird das Dipolmoment
als reell approximiert. Hierbei wird die Abhéngigkeit der Zerfallsrate nicht beeinflusst, da das
Dipolmoment nur ein Vorfaktor ist.

© o

7/

Abbildung 3.1: Versuchsaufbau bei der Berechnung der spontanen Zerfallsrate. Ein Atom
wird in der Nédhe eines Halbraumes @ oder einer Platte @ platziert und es werden die
Parameter Ubergangsfrequenz w, Abstand z und Dicke d variiert.

Fiir das Drude-Modell, also die dielektrische Funktion aus Gleichung ((1.18]), wird ein Gold~Silber
dhnliches Metall gewéhlt:

Gold~Silber
Plasmafrequenz wp 9.0 eV
Démpfung - 30.0 meV
Oberflachen-Plasmon- 6.4 eV
Polaritonenfrequenz wgpr,

Tabelle 3.1: Parameter des Drude Modells. Entnommen wurden die Werte aus Ref. .

Fiir das Lorentz-Modell, also die dieelektrische Funktion aus Gleichung (1.19)), wird Silizium
gewahlt:
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3 ‘ Spontane Emission vor planaren Strukturen

Silizium
Plasmafrequenz w, 2.4 eV
Resonanzfrequenz wy 2.8 eV
Dampfung ~ 50.0 meV
€c0 12.0 eV
Oberflachen-Phononen- 2.8 eV
Polaritonfrequenz wspy

Tabelle 3.2: Parameter des Lorentz-Modells. Entnommen wurden die Werte aus Ref. .

Als Referenz-Atom wird das Rubidium-Atom ausgewéhlt. Von diesem werden folgende Pa-
rameter iibernommen:

Rubidium
Dipolmoment d 2.5x107% Cm
Dipolmomentkomponente 1.5 x 107% Cm
_d
) = 75
Ubergangsfrequenz wg 1.6 eV

Tabelle 3.3: Parameter des Rubidium-Atoms. Entnommen wurden die Werte aus Ref.

3.1 Untersuchung der Zerfallsrate vor einem Halbraum

3.1.1 Zerfallsrate vor einem Halbraum im Drude-Modell

Es wird nun sowohl ein Rubidium Atom als auch ein Atom mit gleichem Dipolmoment, aber
verschiedener Ubergangsfrequenz wgpr,, in der Néhe eines Halbraumes platziert. Der Halbraum
ist ein Gold~Silber Material, welches durch das Drude-Modell beschrieben wird. In Abbildun-
gen und ist die Zerfallsrate eines Atoms in der Nihe eines Gold~Silber Halbraumes
in Abhéngigkeit des Abstandes z dargestellt. Die vertikale Linie, bezeichnet mit zy bei einem
Abstand von 5nm, ist fiir weitere Berechnungen relevant, bei denen der Abstand fixiert und an-
dere Parameter verdndert werden. Die x-Achse ist auf eine charakteristische Linge des Systems
i normiert. Da so eine unterschiedliche Normierung fiir verschiedene Ubergangsfrequenzen
entsteht, ist der Normierungsfaktor der jeweils anderen Normierung in blau bzw orange mit
einer vertikalen Linie dargestellt. Die entweder orangene oder blau gestrichelte Linie ist die

Nahfeldndherung aus Gleichung (??) fiir ein reelles Dipolmoment

dr)’
WL{:<Z>3136Z13M[77] 1+ EdR;2 +1. (3.1)

In beiden Abbildungen ist eine Divergenz fiir z — 0 zu erkennen. Diese kann eine Schwéche der
Approxiamtion des Materials als Kontinuum sein. In beiden Plots liegt der kleinste Abstand
bei 1nm. Bei einer Ndhe von weniger als ~ 1lnm stellt sich die Frage, ob die Beschreibung
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Abbildung 3.2: Spontane Zerfallsrate eines Zwei-Zustand-Systems vor einem Halbraum
in Abhéngigkeit des Abstandes z, dessen materielle Eigenschaft durch das Drude-Modell
beschrieben wird, fiir zwei verschiedene Ubergangsfrequenzen wg @ und wspr, @ im
Nahfeld. Die Zerfallsrate ist auf die im Vakuum normiert.
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3 ‘ Spontane Emission vor planaren Strukturen

des Materials als Kontinuum noch giiltig ist. Mit zunehmenden Abstand findet ein monotoner
Abfall der Zerfallsrate statt, welcher dann ab ca. 0.1wgry,, bei Abb. oder 0.6wspy, bei Abb.
nahe bei der Zerfallsrate im Vakuum liegt. Bei noch weiter zunehmendem Abstand féngt
die Zerfallsrate an zu oszillieren. In Abbildung [3.3] ist diese Oszillation genauer dargestellt. Es

Abbildung 3.3:
1.10} ‘ ' 1 Spontane Zerfalls-
rate eine Zwei-
Zustand-Systems
in Abhéngigkeit
des Abstandes z vor
einem  Halbraum,
dessen  Materielle
Figenschaft durch
das Drude-Modell
beschrieben  wird,
flir zwei verschie-
dene  Frequenzen
wr und wspr, im
Fernfeld. Die Zer-

1.05+

1.00¢+

0.95¢

Dissipationsrate I' [[Myax]

0.90+

0.85+

1 L L L L 1

5 10 15 fallsrate ist auf
C . . 3
Abstand z [—] die im  Vakuum
WR normiert.

ist zu erkennen, dass eine geddmpfte Oszillation stattfindet, deren Frequenz und Dampfung von
der Ubergangsfrequenz abghiingt. Hierbei Oszilliert die Rate stérker fiir die groBere Ubergangs-
frequenzen wgpy, als wg. Der Halbraum fiihrt also auch zu einer Abschwichung der Zerfallsrate,
sodass sie schwécher als die Zerfallsrate im Vakuum werden kann. Durch die Dampfung wird
der Effekt der Platte immer schwécher, sodass asymptotisch bei immer weiter zunehmenden
Abstand die Zerfallsrate des Vakuums erreicht wird.

Es wurden signifikante Unterschiede in Abhéngigkeit der Frequenz beobachtet. Aus diesem
Grund wird fiir einen fixierten Abstand zy die Frequenzabhéngigkeit der Zerfallsrate unter-
sucht. In Abbildung [34] ist die Zerfallsrate in Abhéngigkeit der Frequenz dargestellt. Die zwei
vertikalen Linien sind jeweils die Ubergangsfrequenz des Rubidium Atoms wg oder wspr,. Die
gestrichelte orangene Linie ist die Nahfeldndherung aus Gleichung . Es ist ein Peak bei wgpr,
zu erkennen. Um ein besseres physikalisches Verstdndnis zu erhalten, wird der Reflektionsko-
effizient untersucht. In der Berechnung der Rate steht dieser Reflektionskoeffizient im Integral
[q2_17]) und @p] Es wird tiber k| integriert und we, konstant gehalten. Die zwei gestrichelten
Linien in Abbildung sind also Integrationswege. Der Wellenvektor mit Betrag % (zp = 5nm)
ist bei der Stelle des Maximums der mit integrierten Funktion in Nahfeldndherung . Der
Wert am Punkt, bei welchem sich die Gerade des Maximums der mit integrierten Funktion und
die des Reflektionskoeffizienten bei konstanter Frequenz schneiden, ist ausschlaggebend fiir die
Zerfallsrate im Nahfeld. Zu erkennen ist, dass dieser fiir wg um Groéflenordnungen kleiner ist als
flir wgpr,. Warum ist der Imaginérteil des Reflektionskoeffizienten dort besonders grof3? Zur Er-
innerung, der Imaginérteil des Reflektionskoeflizienten kann deutlich gréfler als 1 werden, da es

42



Untersuchung der Zerfallsrate vor einem Halbraum ‘ 3.1
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Abbildung 3.4:
Spontane Zer-
fallsrate eines
Zwei-Zustand-
Systems gegeniiber
eines Halbraumes,
dessen  materielle
FEigenschaft durch
das Drude-Modell
beschrieben wird in
Abhéngigkeit  der
Frequenz fiir einen
festen Abstand
zp = Hnm. Die
Zerfallsrate ist auf
die im Vakuum
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Abbildung 3.5: Logarithmus des Ima-
gindrteils des Reflektionskoeffizienten an
einer Grenzschicht eines Halbraumes im
Drude-Modell fiir p-polarisiertes Licht in
Abhéngigkeit des Wellenvektors und der

Frequenz (zp = bnm).

sich hier um evaneszentes Licht handelt. Dieses Evaneszente Feld sind Oberflichenplasmonen,

die also durch das evaneszente Dipolfeld des Atoms angeregt werden!

3.1.2 Oberflachen-Plasmonen-Polaritonen

Oberfliichen-Plasmonen-Polaritonen! (Surface-Plasmon-Polaritons hier ,SPL“) sind elektroma-
gnetische Anregungen an einer Grenzschicht zwischen einem Dielektrikum und einem Metall.
Mit Hilfe der Maxwellgleichungen in Materie — ohne freie Polarisation erzeugt durch
Prrei 0der freie Strome jge; wird nun ein Ansatz fiir ein in x-Richtung (sieche Abb. propa-

'Die Herleitung folgt im Wesentlichen Ref. .
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< Dielectric

Abbildung 3.6: Schem-
tische Darstellung eines
Oberflachen-Plasmon-

Polaritons, welches sich

B,
D),
DD

SFF — o —— > X zwischen einem Dielek-

\_}/ \(’/ ‘\.’J trikum und einem Metal
ausbildet.  Entnommen
Metal wurde das Bild aus Ref.

13).

gierendes E-Feld eingesetzt E(z)e?*, wobei 8 € C zunichst ein komplexer Wellenvektor ist.
Von Oberflichenplasmonen (SPL) spricht man dann, wenn dieser Wellenvektor reell ist, da
dann ein in senkrechter Richtung zur Ebene lokalisiertes E-Feld entsteht. Besitzt das Material
zusétzlich noch dissipative Eigenschaften, so sind die SPLs dann in alle Raumrichtungen lokali-
siert. Es ergeben sich 6 Differentialgleichungen, die zu zwei selbstkonsistenten Losungen fithren:
Eine Transversal-Magnetische Polarisation (TM) und eine Transversal-Elektrische Polarisation
(TE), analog zu der s- und p-Polarisation beim Reflektionskoeffizienten. Es stellt sich heraus,
dass die TE Losung unter der Voraussetzung, dass ein auf die Oberflache beschrianktes E-Feld
gesucht wird, mit den geforderten Grenzbedingungen nicht existiert. SPLs existieren also nur
in der TM Polarisation. Fiir die TE Polarisation haben die Felder die Form

Ei = (FE.,0,E;)" ¢Pmethe,

T .
H, — (O,Hy,O) 0T Fhez,

Hierbei stehen die Indizes + jeweils fiir die zwei verschiedenen Materialien, also z < 0 und
z > 0. ex sind die jeweilige dielekrische Funktion. Aus den Randbedingungen diskutiert in
Abschnitt [T.4] ergibt sich eine weitere Beziehung

k+ €4+
—_— = 3.2
o (32)

Auch muss bei einer TM Polarisation die Magnetische Feldstdrke Komponente H, + eine Wel-
lengleichung erfiillen, sodass sich zwei Dispersionsrelationen

k2 =62 —k3ep und k% =% —kle_ (3.3)

ergeben, mit kg = <. Mit den Gleichungen (3.2) und (3.3) ergibt sich die Dispersionsrelation

o €4€_
B = ko, /T T (3.4)
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Um eine ungeddmpfte propagierende Welle zu erhalten, muss der Radikant in Gleichung
positiv sein. Die Dispersionrelation ist auch fir komplexe dielelektrische Funktionen korrekt.
Dies fiihrt dann zu einer Lokalisierung der SPLs entlang der Grenzschicht, die wie bereits
erwihnt durch dissipative Eigenschaften des Materials zustande kommt. Es ist erkenntlich,

Abbildung 3.7: Di-
: silica - spersionsrelation von

N - SPLs bei einer Grenz-
0.8! A4 - schicht zwischen einem
SO T - 93§F)Jajr_ - Metall beschrieben

> - durch das Drude-Modell
ST o ------------- mit vernachlissigbarer
Dsp,silica Démpfung und  Luft

- (graue Kurven) und Sili-

zium(schwarze Kurven).

Frequency &/,
o o
> o
!
1
1
I
!
i
I

0.2 Die Geraden sind die
Lichtlinien im jeweiligen
0 ‘ ‘ ' ‘ ' ‘ ‘ -~ Material.  Ent
0 1 laterial. ntnommen
wurde das Bild aus Ref.
Wave vector fc/m, 1.

das sich Oberflachenplasmonen fiir kleine Wellenvektoren § mit einer Gruppengeschwindigkeit
VGruppe = %‘,‘; kleiner als die jeweilige Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Fiir groffle Wellenvektoren
B sind die SPL stationdr! In der Tat findet man selbige E-Feld Strukturen bei Ldsen der
Poissongleichung A¢ = 0 an einer Grenzschicht, wobei ¢ das Potential in der Elektrostatik
ist. Es ist erkennbar, dass der Peak des Imaginérteils des Reflektionskoeffizient im Drude-
Modell (siehe Abbildung genau einer solchen Dispersionsrelation folgt. Sobald also ein
Oberflachenplasmon angeregt werden kann, ist der Imaginérteil des Reflektionskoeffizienten
sehr grof! Wichtig hierbei ist, dass die SPL in senkrechter Richtung zur Grenzschicht evaneszent
sind, sodass sie nur durch ein evaneszentes Feld angeregt werden koénnen. Zusammenfassend
ist die Zerfallsrate besonders grof3, sobald das evaneszente E-Feld des elektrischen Dipols, die
Néherung des Atoms, an ein SPL koppelt.

3.1.3 Zerfallsrate vor einem Halbraum im Lorentz-Modell

Die gleiche Analyse wird nun fiir ein Dielektrikum durchgefiihrt. Es wird wieder ein Atom mit
zwei verschiedenen Ubergangsfrequenzen in der Nihe eines Halbraumes platziert. Der Halb-
raum ist hier Silizium und wird durch das Lorentz-Modell beschrieben. In Abbildung ist die
Zerfallsrate in Abhédngigkeit des Abstands zum Halbraum dargestellt. Es ist wieder ein fester
Abstand (zp = 5 nm) zum Vergleich bei Variation von anderen Parametern eingetragen und die

x-Achse ist auf eine charakteristische Linge des Systems ﬁ normiert. Diese charakteristische

Lénge fiir die andere Ubergangsfrequenz ist mit einer orangenen vertikalen Linie markiert. Es
ist dhnlich wie in Abschnitt eine Divergenz fiir kleine Abstéinde zu erkennen. Jedoch ist
der Absolutwert der Zerfallsrate viel kleiner als die beim Metall. Dies liegt daran, dass ein
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fallsrate eines
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Dielektrikum viel schwécher mit einem umliegenden E-Feld interagiert. Auch versagt die Nah-
feldndherung fiir die Frequenz wg. Im Fernfeld in Abbildung [3.9]ist ein analoges oszillierendes
Verhalten wie beim Metall zu erkennen, wobei die Amplitude deutlich geringer ist.
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Abbildung 3.9:
Spontane Zerfalls-
rate eine Zwei-
Zustand-Systems
in Abhéngigkeit
des Abstands z vor
einem  Halbraum,
dessen  materielle
FEigenschaft durch
das Lorentz-Modell
beschrieben  wird,
fir zwei verschie-
dene  Frequenzen
wr und wspy im
Fernfeld. Die Zer-
fallsrate ist auf
die im Vakuum
normiert.

wieder ein Abstand fixiert und die Zerfallsrate in Abhéngigkeit der Frequenz
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untersucht. In Abbildung ist erkennbar, dass bei der Frequenz wgpy wieder Resonan-
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7 1 schaft durch das
Lorentz-Modell

beschrieben wird in
Abhéngigkeit  der
Frequenz fiir einen
festen Abstand

Dissipationsrate I [[yax]

zp = bnm. Die

1L esees seqemsmnanszzzzilon e ditanen e oo commommaoee Zerfallsrate ist auf

0.5 1.0 15 20 die im Vakuum
Frequenz w [wspH] normiert.

zen enstehen. In dem Fall eines Dielektrikums kénnten dies Oberflichen-Phononen-Polaritonen
(,Surface-Phonon-Polaritons “hier SPH) sein. In einem Dielektrikum, modelliert durch das
Lorentz-Modell sind keine freien Elektronen vorhanden, sodass sich keine SPLs bilden kénnen.
SPHs sind eine Resonanz, welche durch Kopplung von Photonen und Phononen entstehen. Die
Grofle und Feldstéarke ist um Groflenordnungen kleiner als die der SPLs, sodass auch der Peak
in der Zerfallsrate schwécher ist. Auch versagt die Nahfeldnéherung fiir alle Frequenzen aufler
wspy- Es stellt sich raus, dass die stark gebundenen Zustéinde, die mit dem e,, Anteil in das
Modell gebracht werden zu der Unstimmigkeit der Nahfeldnéherung fithren?.

Analog zum vorherigen Abschnitt wird auch hier bei der Berechnung der Zerfallsrate iiber den
Reflektionskoeffizienten integriert. In Abbildung [3:11]ist zu erkennen, dass die Werte des Imagi-
nérteils des Reflektionskoeffizienten deutlich kleiner als die beim Metall sind. Bei der Frequenz
wspy ist der Peak der oben genannten SPHs zu erkennen.

2Siehe dazu
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3 ‘ Spontane Emission vor planaren Strukturen
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c

gigkeit des Wellenvektors und der Frequenz.

3.2 Untersuchung der Zerfallsrate vor einer Platte

Nun wird das Atom vor einer planaren Nanostruktur, einer unendlich ausgedehnten Platte, plat-
ziert. Der Greentensor, der zur Berechnung der Zerfallsrate benutzt wird, enthélt nun deutlich
komplexere Reflektionskoeffizienten aus Gleichung (|1.22]).

3.2.1 Zerfallsrate vor einer Platte im Drude-Modell

Die Platte ist nun aus einem Gold~Silber &hnlichem Material und zuerst wird wieder der Ab-
stand des Atoms zur Grenzfliche variiert. Die Dicke der Platte betrdgt 2nm, die an der Grenze
der Modellierung des Materials als kontinuirlich liegt. Fiir Dicken unter 2nm sind die Auswir-
kungen lokaler Felder aufgrund ungeschirmter Oberflichenelektronen relevant®. In Abbildung
[3:12]ist die Zerfallsrate dargestellt. Die vertikalen Linien und Normierungen sind analog zu den
vorherigen Plots mit zp = 5nm. Es ist zu erkennen, dass dhnlich wie auch beim Halbraum die
Zerfallsrate stark frequenzabhéngig ist. Bei der Frequenz wgpy, ist die Zerfallsrate bis zu einem
Abstand von ca. 0.0Q& deutlich gréfer als die bei der Ubergangsfrequenz von Rubidium wg.
Ein Unterschied zum Halbraum ist, dass ab diesem Abstand bis zu 0.8& die Zerfallsrate bei
der Ubergangsfrequenz von Rubidium deutlich héher ist als die bei der Frequenz wspr,. Auch
sind im Fernfeld ab 0.05_7 bzw. = keine oder nur sehr schwache Oszillationen zu erkennen.
Anhand Abbildungen B-144] und B.14H] wird deutlich, dass fiir dickere Platten der Verlauf der
Zerfallsrate zu der eines Halbraumes konvergiert. In Abbildung [3.13| wurde das Atom bei einem
Abstand zg fixiert und die Dicke der Platte variiert.

Es ist zu erkennen, dass fiir Frequenzen von wgy}, die Stiarke der Zerfallsrate vergroflert und
bis zur Zerfallsrate des Halbraumes vermindert werden kann. Bei der Frequenz wgpy, ist sogar
sowohl ein Vermindern der Rate bis auf den Vakuum Zerfall als auch ein Maximieren bei einer
Dicke von ca. 3zp mdglich!

Nun wird die Hohe des Atoms iiber der Platte bei z( fixiert, die Dicke (d = 2nm) der Platte

3Siehe dazu Ref.
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Untersuchung der Zerfallsrate vor einer Platte 3.2
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Abbildung 3.12:
Spontane Zerfalls-
rate eines Zwei-
Niveau-Systems

vor einer Platte
der Dicke 2nm in
Abhéngigkeit  des
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Abbildung 3.13:
Spontane Zerfalls-

rate eine Zwei-
Zustand-Systems
gegeniiber einer

Platte mit varia-
bler Dicke, dessen
materielle  Eigen-
schaft durch das
Drude-Modell be-
schrieben wird, fir
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wsp im Nahfeld.
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konstant gehalten und die Ubergangsfrequenz variiert. In Abbildung [3.15|ist zu erkennen, dass
die Zerfallsrate fiir zwei Frequenzen ein Maximum besitzt. Die vertikalen Linien sind zum einen

die Ubergangsfrequenzen wg und wgpy, und zum anderen die in Abschnitt diskutierten Pole

des Reflektionskoeffizienten in Nahfeldndherung. Das erste Maximum liegt ziemlich genau bei
wspr,- und das zweite ca. 0.08wsp unter wgpr,+. Dies sind wieder Indizien, dass das abgestrahlte
E-Feld des Atoms SPLs anregt. In dem Verlauf des Reflektionskoeffizienten spiegelt sich also
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Abbildung 3.14: Spontane Zerfallsrate eines Zwei-Zustand-Systems vor einer Platte der
Dicke 200nm, dessen materielle Eigenschaft durch das Drude-Modell beschrieben wird, fiir
zwei verschiedene Frequenzen wgr und wspr, im Nahfeld und Abhédngigkeit des Abstandes
d. Die Zerfallsrate ist auf die im Vakuum normiert.

Teilweise das Verhalten der Zerfallsrate wieder.
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Abbildung 3.15:
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Abbildung 3.16: Logarithmus des Imaginérteils des Reflektionskoeffizienten an einer Plat-
te im Drude-Modell fiir p-polarisiertes Licht in Abhéngigkeit des Wellenvektors und der
Frequenz fiir verschiedene Dicken der Platte (Links nach Rechts: 2nm, 6nm, 10nm). Zur
besseren Darstellung ist hier v = 10vgold~Silber geWéhlt, wodurch die Peaks breiter werden.

In Abbildung[3.16]ist der Imaginérteil des Reflektionskoeffizient fiir verschiedene Dicken d der
Platte aufgetragen. Analog zu Abschnitt [3.1.1] sind die horizontalen Linien Intergrationswege
und die vertikale Linie das Maximum der mit integrierten Funktion. Durch Variieren der Dicke
dndert sich der Wert an der Stelle, wo sich der Integrationsweg und das Maximum der mit
integrierten Funktion schneiden. Die Dispersionsrelation der SPLs kann also in gewisser Weise

glinstig gewahlt werden.
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3 ‘ Spontane Emission vor planaren Strukturen

3.2.2 Zerfallsrate vor einer Platte im Lorentz-Modell

Das Material der Platte ist in der weiteren Betrachtung Silizium und wird durch das Lorentz-
Modell beschrieben. Zunichst wird wieder fiir zwei verschiedene Ubergangsfrequenzen und eine
feste Dicke von 2nm der Abstand zur Platte variiert. Die vertikalen Linien (zp = 5nm) und

Normierungen in Abbildung [3.17] sind analog zu den bisherigen Plots.
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Abbildung 3.17:
Spontane Zerfalls-
rate
Zustand-Systems

gegeniiber einer
Platte der Dicke
2nm in Abhéngig-
keit des Abstands
z, dessen materielle
FEigenschaft durch
das Lorentz-Modell
beschrieben  wird,
flir zwei verschie-
dene  Frequenzen
wr und wgp im
Nahfeld.

eines Zwei-

Es ist ablesbar, dass fiir die Frequenz wg fiir Abstande kleiner zg die Zerfallsrate schwéacher
im Vergleich zu der eines Halbraumes ist. Bei der Frequenz wspy ist fast kein Unterschied zu
erkennen. Im Fernfeld, ab ca. wsﬁ’ sind die Oszillationen auch deutlich schwécher.
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Untersuchung der Zerfallsrate vor einer Platte ‘ 3.2

Es werden der Abstand bei 2y und die Dicke bei 2nm konstant gehalten und die Ubergangs-
frequenz variiert. In Abbildung ist die erste vertikale Linie die Ubergangsfrequenz des
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Abbildung 3.18:
Spontane Zerfalls-
rate eines Zwei-
Niveau-Systems
gegeniiber einer
Platte der Dicke
2nm, deren mate-
rielle  Eigenschaft
durch das Lorentz-
Modell beschrieben
wird in Abhéngig-
keit der Frequenz
fir einen festen
Abstand zy = Snm.
Die Zerfallsrate ist
auf die im Vakuum
normiert.

Rubidium Atoms wg. Die weiteren interessanten Ubergangsfrequenzen aus Abschnitt liegen
sehr nahe beieinander und sind deshalb bei einer vertikale Linie eingetragen. Ein Unterschied
der Frequenzabhéngigkeit ist, dass bei allen Frequenzen aufler nahe wgpy; die Zerfallsrate nahe
bei der des Vakuums liegt. Der Peak bei wgpp+ ist in derselben Gréfienordnung.

Nun wird die Dicke der Platte variiert und der Abstand des Atoms bei zg fixiert. In Abbil-
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Abbildung 3.19:
Spontane Zerfalls-
rate eine Zwei-
Niveau-Systems
vor einer Platte
mit variabler Dicke
d, deren materielle
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3 ‘ Spontane Emission vor planaren Strukturen

dung ist zu sehen, dass fiir die Resonanzfrequenz wgpy, keine grofle Abweichungen zu der
eines Halbraumes in Abhéngigkeit der Dicke der Platte zu erkennen sind. Fir einen Abstand
von ca. 10 zg ist bei dieser Frequenz eine schwache geddmpfte Oszillation erkennbar. Diese ist
frequenzabhingig, da fiir die Ubergangsfrequenz des Rubidium Atoms wp eine groBere Ampli-
tude zu erkennen ist. Bei dieser Ubergangsfrequenz kann die Zerfallsrate durch diinne Platten
auf die des Vakuums, und fiir dickere Platten in der Groflenordnung der eines Halbraumes
verstiarkt werden. Im Gegensatz zum Drude-Modell kann die Zerfallsrate nicht in derselben
Groflenordnung mit der Dicke d der Platte manipuliert werden.
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KAPITEL 4

Richtungsabhangikeit der spontanen Emmission

Bei der Berechnung der Zerfallsrate fiir eine planare Struktur tauchte ein Term auf, der pro-
portional zum Drehimpuls des Atoms war . Dieser verschwand nach Spurbildung tiber die
Green-Dyade des Feldes aufgrund seiner Antisymmetrie. Das bedeutet jedoch nicht, dass diese
Grofle irrelevant bei der betrachtung der Abstrahlung des Lichtes ist. Deswegen wird hier eine
richtungsabhingige Zerfallsrate eingefiihrt!. Als eine Richtung wird die Richtung des Wellen-
vektors einer ebenen Welle verstanden. Denn bei einer ebenen Welle zeigt der Poynting-Vektor
parallel zum k-Vektor, sodass die Richtung mit dem Energiefluss einhergeht. Das Koordinaten-
system wird so gewéhlt, dass die x,y-achse parallel zur Grenzfliche verlduft und die z-Achse
senkrecht dazu. Um den Anteil in z.B. die positive/negative x-Richtung herauszuprojizieren,
wird das E-Feld in der Basis von ebenen Wellen aufgeschrieben:

E(x)part = iwptio /V d*x' Gx) —x).2.2) - §(x)

\4 0 21 — 50 2r

0 dkx © Jk e
+/ 2”/ T;Q(kll%zl)@k“(“ )5

- Erechts (X) + Elinks (X) .

Also ist die Greensche Funktion, die den Anteil von rechtsgehenden elektromagnetischen Wel-
len herausfiltert, gerade die Fouriertransformierte integriert iiber die Wellenvektoren, die in
die rechte Richtung zeigen. Fiir die Berechnung im QFDT kann nicht der Imaginérteil der
Fouriertransformation genutzt werden, da F (Im[...]) # Im [F (...)]. Nun gilt bei weiterer Un-

tersuchung von Gleichung (|1.35))
GT (kH,z,z/,w) =G (—k”,z/,z,w) und G* (k”,z,z/,w) =G (—kH,z,z/,w>

= G (k”,z, 2, —w) =Gt (k”,z',z,w) ,

!Die folgende Herleitung basiert auf Ref. .
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4 ‘ Richtungsabhingikeit der spontanen Emmission

sodass die neue Grole G5 eingefiihrt werden kann

Im [G (X,X',w)} = “ (X’x,’w> _.Q* (X,x’,w> _ G (X,x’7w) -G (x,x’,—w>

24

2

o0 dk o
G (i)

G ist der Teil der Greenschen Funktion, der fiir das QFDT relevant ist. Jetzt wird die rich-
tungsabhéngige Zerfallsrate berechnet, indem dieser Greentensor in Gleichung (2.6)) eingesetzt

wird
/ / / dw (n(w)+1) Tr [SA( )Qj(ik?x,ky,z,w)} .

Der Term Im [Q (k. 2, w)} wird weiter untersucht. Wird der Ausdruck in Gleichung (|1.35]) ndher
betrachtet, werden folgende Symmetrie-Eigenschaften ersichtlich:

. / _ !
/ / dk” k”,Z,Z ,w> Q (k“az ,Z,W) eZkH(xH—X’H) (41)

Gy(ky, 2, 2w = Gy(—k, 7, z,w) . (4.2)

Auch diese Dyade kann wie in Gleichung in einen symmetrischen und einen antisymme-
trischen Teil aufgespalten werden, also

Gk, z,w) = Xk, z,w) + sk, z,w) - L. (4.3)

Wird nun Gleichung benutzt, ist erkenntlich, dass der symmetrische Anteil ¥ gerade
in k| und der asymmetrische Anteil ungerade ist. Man bemerkt, dass wenn sowohl tiber das
links, als auch rechtspropagierende E-Feld integriert wird, also iiber k, von —oo bis oo, wieder
die Zerfallsrate erhalten wird und der antisymmetrische Term wegfillt, sodass die Funktion,
wie im vorangegangenen Kapitel benutzt, symmetrisch ist. Hier ist das nun nicht der Fall, da
iiber k; von 0 bis oo integriert wird. Um diesen Effekt hervorzuheben, wird die Differenz der
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richtungsabhéngigen Zerfallsrate begutachtet

Y+ — - = Ay
:;h/ dw(()+1)Tr Sh(— / dk/ dky s(k|, 2, w) Ll =L,
@ —00
= 1 - n(w)T:():O
__th/ dw (n(w) +1) Tr [Sa (- / dk / dhy sk, @) | OO
/ dwe SA( ) ]/ dk?y/ dk?m S(k”,z,w)
= 772h ; dwTr [Sa(— / dk/ dky s(ky, z,w) .

Wird nun die Gleichung eingesetzt, gilt

1 us <d><d>
Ay=——-Tr <El€1> + / dk/ dky s(k|, z,w) .

2m2h 2Weg

.\ as s as
Den Term <dd> kann man genauso zerlegen wie den Term <dd> , sodass

1 iweg<ax&>+<&xa> L
Ay = —27T2hT1" Yeoeg -LL| - /OO dk;y/o dk, S(k”, Z,w)
- 1 1Weg <d X d> + <d X d> T [@} . . o . Tr [@] .
= on%h Weg 2 ’/oo y/o v sl 2,0) >
1 iweg<axa>+<ax&> L
=557 ey ~/OO dk:y/o dky s(kj, z,w) .
Jetzt werden noch die Erwartungswerte der Kreuzprodukte der Dipoloperatoren ausgerechnet.
Dafiir wird wieder die explizite Form des Dipoloperators aus Gleichung [2.13] eingesetzt:
(di,dj| = ddl[61,62] + dlaf 53, 61] = 2 (] — i) & (4.4)

somit ergibt sich

(ax a)k = %% did; = L [di,dy] =~ (a* x dl)k&3 .

57



4 ‘ Richtungsabhingikeit der spontanen Emmission

Und fiir das Kreuzprodukt mit der Ableitung des Dipolmoments geht es etwas direkter
dx d = wey (d% x 163 - d' x dR63) = 2wy (dF x d') 1,

somit ergibt sich
iteg <& x 61> + <61 x é1> = Qeg (dR x dl) [1 + (&3>] .

Da sich das Atom anfinglich in einem angeregtem Zustand befindet, gilt <63> = 1. Fir die
Zerfallsrate gilt also nun:

Richtungsabhingige Zerfallsrate

—0oo 0

Es ist ersichtlich, dass ein komplexes und ein reelles Dipolmoment vorhanden sein miissen, da-
mit es zu einer préaferierten Ausbreitungsrichtung des E-Feldes kommt. Wie ist das aber nun
zu verstehen? Hierfiir wird wieder die Zerlegung eines Atoms in einen Winkelanteil und einen
Radialanteil betrachtet. Der Radialanteil ist fiir den Fall des Wasserstoffatoms reell, sodass
eine Komplexifizierung nur durch den Winkelanteil der Wellenfunktion stattfinden kann. Nun
wird sich auf die ersten zwei Energieniveaus des Wasserstoffatoms beschrankt. Hier handelt es
sich nun um ein degeneriertes Zwei-Niveau-System mit 4 Zusténden. In Abbildung ist ein

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung
des Zusammenhangs der Prédparation des
Atoms und der Richtungsabhéngigkeit der
Strahlung. Das Atom kann in grundle-
gend zwei verschiedenen Energie-Zustédnden
; (04,0_) prapariert werden, die zu einer un-
: - - terschiedlichen Richtung der Strahlung fiih-
/f\ V/\\ ren. Der entscheidende Unterschied ist der
@ R @ 3 Drzhin;lplﬁls .des dAt(];r?s,l wel}c{her du.r;h btlz'mte

X und rote kreisende Pfeile gekennzeichnet ist.
L, 4 \-/ U Die zu der Symmetrieebene parallelen Ach-
sen sind die x, z-Achsen. Entnommen wurde

die Abbildung aus Ref. .

solches System mit den relevanten Zusténden skizziert (m = 0 fithrt zu keiner Richtungsabhén-
gigkeit, sodass dieser Zustand nicht dargestellt ist). Wie bereits erwahnt, kann ein komplexes
Dipolmoment nur iiber eine komplexe Kugelflichenfunktion erreicht werden. Dies ist aber nur
fiir m # 0 der Fall. Intuitiv ist es im Ortsraum ersichtlich, da das Orbital zugehérig zu m = 0
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rotationssymetrisch um die z-Achse ist, es also im betrachteten System keine Moglichkeit gibt
irgendeine Symmetrie zu brechen. Je nachdem, ob man links und rechts iiber die x-Achse oder
y-Achse definiert, bricht entweder das Orbital m = —1 oder m = +1 die Symmetrie, sodass es
zu einer Richtungsabhéngigkeit kommt. Ist also ein Atom in einem entsprechenden Zustand pra-
pariert, besitzt es ein Drehmoment, welches an das abgestralte Licht abgegeben wird und fiihrt
so zu einer Richtungsabhingigkeit. In Ref. [21] ist ein Beispiel fiir ein spezifischen Ubergang
des Caesium Atoms gegeben mit:

d® =de, , d¥ =de, und d=1.9x 10"2°Cm,

sodass 2 - -
Ay = _h7r2/ dk‘y/ dky sy(kH,z,wA) (4.6)
—00 0

Nun bleibt also nur s, zu berechnen. Eine ausfiihliche Rechnung ist im Anhang zu finden.
Es ergibt sich:

k -2
sy = —ﬁ Im {rp e ”Z}
Einsetzen in Gleichung (4.6)) und umformen zu Polarkoordinaten ergibt nach Integration iiber
den Winkelanteil:

Richtungsabhingige Zerfallsrate eines Atoms mit Drehimpuls

d2 00
Av = — T 2 —2kz 4.
~y e m [/0 dk rp k* e ] (4.7)

Mit dieser Berechnung wird die Richtungsabhéngigkeit fiir ein Rubidium Atom in Abhéngig-
keit des Abstands des Atoms zu der planaren Struktur numerisch evaluiert. Das Material ist
hier ein Gold~Silber dhnliches Metall modelliert durch das Drude-Modell mit Parametern aus
Tabelle In Abbildung [4.2] werden drei verschiedene Bereiche ersichtlich. Im Nahfeld bis ca.
0.7i ist die Richtungsabhéngigkeit vor einer Platte gréfler als die vor einem Halbraum. In
beiden Féllen ist eine Séttigung bei einer vollstdndigen einseitigen Abstrahlung des E-Feldes
zu erkennen. Im zweiten Bereich von ca. 0.7& bis ca. lﬁ gibt es einen Wechsel der Stérke
der Richtungsabhingigkeit, die vor einer Platte wird kleiner als die vor einem Halbraum. Im
Fernfeld sind &hnlich wie bei der Zerfallsrate Oszillationen zu erkennen.

Wird nun das Atom genau an den Schnittpunkt positioniert (dieser liegt bei ca. 107 nm), bei
welchem der Wechsel stattfindet, so ist ein interessantes Verhalten der Richtungsabhéngigkeit
zu begutachten.
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Abbildung 4.2:
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einem  Halbraum
und einer Platte
mit Dicke 2nm bei
der Frequenz wr im
Drude-Modell. Die
richtungsabhéangige
Zerfallsrate ist auf
die

nomiert.

Zerfallsrate

Abbildung 4.3:

Richtungsabhén-

gige Zerfallsrate
vor einer Platte
in Abhéngigkeit
der Dicke d Dbei
einem Abstand
von 107nm bei der

Frequenz wgr
Drude Modell.

im

Aus Abbildung wird ersichtlich, dass durch Variation der Dicke der Platte die Richtungs-
abhéngigkeit maximiert oder stark vermindert werden kann. Die Verminderung ist intuitiv
durch das Propagieren von SPLs zu verstehen. Durch das abgestrahlte evaneszente Dipol-Feld
werden SPLs im Material angeregt. Bei einem Halbraum werden also auf der Oberfliche ent-
weder nach rechts oder nach links propagierende SPls angeregt. Wird dieser aber durch eine
Unterseite begrenzt, konnen auf dieser auch SPLs angeregt werden (siche Abb. . Diese wer-
den umso starker je ndher das Atom iiber der Platte positioniert ist, da dann das evaneszente
Feld auch die Unterseite erreicht. Da die Platte spiegelsymmetrisch ist, propagieren sie entge-
gengesetzt der Richtung der auf der anderen Oberfliche, fithren also zu einer Verminderung
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der Richtungsabhangigkeit.

Abbildung 4.4: Schematische Darstel-
lung der Propagation zweier Oberflichen-
Plasmon-Polaritonen in entgegengesetzter
Richtung (Rot), die durch abgestrahletes
Licht eines Atoms (Grau) angeregt wurden.
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KAPITEL 5

Fazit und Ausblick

Die spontane Zerfallsrate hat sich als eine fundamentale Gréfle der Quanten-Elektrodynamik
herausgestellt. Die Rate im Vakuum st68t interessante Diskussionen iiber die Nullpunktsenergie
und Vakuumfluktuationen an, denn obwohl sich das System im Grundzustand befindet, exis-
tiert eine Zerfallsrate. Also ist der Zustand mit geringster Energie nicht so trivial, wie man zu
Beginn glauben kénnte. Das Phénomen gibt es nur in der Quantenmechanik und nicht in der
klassischen Physik. Dariiber hinaus erlaubt es der Green-Tensor-Formalismus, das Atom nicht
nur im Vakuum, sondern auch neben makroskopischen Objekten zu platzieren. In anderen Wor-
ten wird also versucht, die Fluktuationen im Vakuum mit einem Material zu beeinflussen. In
dieser Arbeit wurde in diesem Kontext die Zerfallsrate eines Atom in der Ndhe makroskopischer
Strukturen untersucht. Insbesondere wurde dann die Abhéngigkeit der Zerfallsrate von Gréfien
wie Dicke des Materials oder dem Abstand zu diesem untersucht. Mit beiden in der Arbeit
diskutierten planaren Strukturen, einem Halbraum und einer Platte, konnte so die Zerfallsrate
signifikant beeinflusst werden.

Bei Positionierung iiber einem Halbraum kann durch die Variation des Abstands die Zerfalls-
rate bis auf 0.8 I'yux vermindert oder auf mehr als 108 Ty, verstirkt werden. Grund fur
die Verstdrkung sind Resonanzen, die an der Grenzfliche auftreten konnen, die Oberflichen-
Plasmon-Polaritonen oder Oberflichen-Plasmon-Phononen. Die Zerfallsrate kann dabei nicht
nur durch die Variation des Abstands, sondern auch durch Variation der Ubergangsfrequenz
manipuliert werden. Dies liegt daran, dass durch Wahl der Frequenz eine bessere oder schlech-
tere Kopplung der Oberflichen-Resonanzen gewéhlt werden kann. Hier kann die Rate bei festen
Absténden um Gréflenordnungen verdndert werden. Bei Positionierung vor einer Platte werden
selbige Effekte sichtbar. Hinzu kommt noch die Moéglichkeit, die Dicke der Platte zu wahlen.
Und auch hier zeigt sich insbesondere bei Metallen, dass es sogar eine optimale Dicke der Platte
zum Verstarken der Zerfallsrate gibt.

Zuséatzliches Ziel der Arbeit ist die Untersuchung der Richtungsabhéngigkeit der Strahlung. Ge-
meint ist damit, dass bei Berechnung der Zerfallsrate nur der Anteil des abgestrahlten Lichtes
beriicksichtigt wird, der in eine bestimmte Richtung propagiert. Solch eine Richtungsabhéngig-
keit wurde bei entsprechender Préaparation des Atoms gefunden. Diese Richtungsabhéingigkeit
kann wieder durch Variation des Abstandes zu makroskopischen Materialien beeinflusst wer-
den. Fiir kleine Abstédnde kann man das System zu einer vollstdndig einseitigen Abstrahlung
zwingen, also das Licht propagiert nur nach links oder rechts parallel zu der Symmetrieebene.
Bei Positionierung vor einer Platte aus Metall wurde auch hier eine optimale Dicke der Platte
fiir eine moglichst grofie einseitige Strahlung gefunden. Zudem kann durch eine sehr diinne
Platte wieder eine homogene Strahlung in alle Raumrichtungen erzielt werden.

Die Ergebnisse der Zerfallsrate kénnen nun bei der Mikroskopie von Nanostrukturen wie in Ref.
eingesetzt werden. Fiir eine bessere Beschreibung des Atoms kénnen auch andere Modelle
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5 ‘ Fazit und Ausblick

fiir den Dipoloperator, wie z. B. der des harmonischen Oszillators, oder insbesondere im Fall
der richtungsabhéngigen Zerfallsrate, der eines 4-Zustand-Systems, wie in Ref. |23] verwendet
werden. Auch kann das Materialmodell zu einem Drude-Lorentz-Modell, also ein Material mit
sowohl freien als auch gebundenen Elektronen verédndert werden. Es konnen auch nicht-lokale
Materialien in Betrachtung gezogen werden.

Die errechneten Ergebnisse fiir die Richtungsabhangigkeit sind auch in Hinblick auf die Unter-
suchung von fortschrittlichen photonischen Nanostrukturen (,advanced photonic nanostructu-
res“) relevant. Konkret kann eine richtungsabhéngige Photonen-Emission, wie in Ref. [20] mit
Hilfe der Praparation des Drehimpules des Atoms erreicht werden.
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ANHANG A

Anhang

A.1 Fermis Goldene Regel

Hier werden die Schritte zur Berechnung der Dissipationsrate einmal ausfithrlich erklart.

A.1.1 Lemma: Identitat zwischen Distributionen

Es wird das Integral

/ dr 7 (A1)
0

durch Wahl des konkreten Weges in der komplexen Ebene parallel zu der imagindren Achse
regularisiert zu

o
L 1
= lim dr e/ @TOT — Jim _—
e—0 Jo e—0 z(w—i—ze)

Nun ist

1 w . €
— = — 1 .
w+ie w24 €2 w2+ €2

Nun gilt fiir eine Schwartz-Funktion ¢ z.B.

I ¢ Cim [ dw — ()
o\t e|?/) T 5o e Yot etW
(0.)

= lim _ dw uﬂ—cp(ew)

w— ew mit € >0
e—0 | +1

w2+

e 1
= / dw ——— lim p(ew) ‘ Satz von der monotonen Konvergenz
— 00 1 e—0

= ¢(0) /_oo dw w21+ 1 =7v(0) = (mdole)

Analog kann gezeigt werden, dass

. w
lim >
e—0 \ w= + €
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gilt. Zusammenfassend ist also das Integral (A.1])) durch oben erwéhnte Regularisierung gegeben
durch

/ dr T =P {1] + mdo . (A.2)
0 w

Zuriick zu Gleichung (2.2). Die zeitliche Ableitung der Ubergangswahrscheinlichkeit, unter Be-
riicksichtigung von |z|? = zz*, hat die Form

N 2
d ‘<f‘ Hy ‘Z>‘ /t i / i
dt —>f( ) 72 . e e c.c
~ 2
- 7‘“‘ hé ‘Z> 2Re /t dt e;a(EiEf)(t’t)] .
ti

Bei Approximation des Zeitpunkts zu welchem der Anfangszustand kreiert wurde, zu —oo, und
zu welchem gemessen wird, zu oo, folgt

N 2
) N (aran O e N NP
lm P = Jim Eeptame | [ e r=

N 2

Hyli [ 0 .

R o [ e csn]
t—t;

= siehe Lemma [A. 1.1

N 2
Hy |1 [ rt—t; )
— ugRe /t ! dt’ eg(Ei—Ef)T]
0

A 2
fIHyr i -
:<’f’>gﬁ<ﬂ@>:%#,

h? h

A.2 Pole des Reflektionskoeffizienten der Platte fiir
p-Polarisiertes Licht in Nahfeldndherung

Es werden nun die Pole des Reflektionkoeffizienten der Platte in der Nahfeldn&dherung berechnet.
Die Reflektionkoeffizienten lauten:

’r’p(l _ 672nd) ~ n<1 _ 672kd)
1 —r2e2~d T 1 — e 2kd

rpi

Fiir die Pole gilt also nun:
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Berechnung der Koordinaten zur Basis von antisymmetrischen Matrizen ‘ A3

Mit der dritten Binomischen folgt:

Im Drude-Modell gilt also

Fiir ag gilt folgendes

sodass im Grenzfall fiir eine grofle Dicke wgpy, des Halbraumes ergibt

Analog kann dies fiir das Lorentz-Modell durchgefithert werden.

1:Fekd
_ —kd _
O—lj:ne #6—@
2
“p 2,
= =
w? + iyw Wit e
2 2
-y Wy i
= =— 4 -
YET T l-a 4
1_ekd
= -1
T 11 k) e
1 kd
o = 1° 1,

(1 — ekd) d—o0

€
Il
ﬁ

) 2
1

A.3 Berechnung der Koordinaten zur Basis von
antisymmetrischen Matrizen

Um die Koordinaten zu den Basisvektoren zu finden, wird die Basisdarstellung in diesen be-
nutzt. Analog zu Gleichung (4.3) gilt

mit (Lk’)l] = —l€kji:
0 O
0 —1

Fiir die weitere Berechnung wird die Form der Green-Dyade aus Gleichung (4.1)) benutzt

Qj:;—i_s La
0 00 -1
1| Ly=—-ilo 0o o
0 1 0 0

LQZ*Z'

Gk, z,wa) = G (K, 2, w4)

G —
J 21

0
-1
0

1
0
0

o O O
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Um s zu bestimmen, werden die Koeffizienten herausprojiziert

Tr [GoyLy]
§p = ————"2

Also:

0 0 0
sy = —Tr Giye Gryy Giy- 0 0 1
0 0

Werden nun explizit die Komponenten mit Hilfe von Gleichung (1.35]) eingesetzt, so ergibt sich

1 ( k 9 k', t o
GJ,zy = Z (260 Tp (p—l—p—)zy e " — TE() Tp (p+p— )zy e

Da gilt (p-‘rp—T)zy = _(p—‘rp—T)yz und (p+p—)zy = _(p+p—)yz gilt G .y = G742, sodass

k .
Sy = —2—6‘1’0 Im [rp e 2”2} .
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Berechnung der Koordinaten zur Basis von antisymmetrischen Matrizen ‘ A3

Dieser Term ist ungerade in £, und es wird tiber diese Variable symmetrisch integriert. Deswegen
fallt diese Komponente weg. Nun zur y-Komponente

— Gj,:m: Gj,xy GJ,:EZ 0 0 -1
sy—7Tr Giye Gryy Giy- 0 0 O
Gj,zm J,2y J,2z 10 0
—j Glxz
:?TI' 0
_Gj,zx
. L
= ? <Gj,zz Gfl,zr)

Jetzt werden wieder die Kompnenten der Dyade eingesetzt. Jedoch sind die Matrixelemente
gleich bis auf Vertauschung von x und y, sodass

2
Gj,zcc Gﬁ,zy Gﬁ,zz 0
—q Gy
= TTI' _Gj,ym
0
. L
= 7 (Gﬁ,xy Gj,yz)

Bei einsetzen der Dyade ist ersichtlich, dass diese komponente ungerade in k; und k, ist. Da in
k, Symmetrisch integriert verschwindet der Term, sodass s, = 0. Dies bedeutet, dass es egal ist,
ob links-/rechtspropagierenden Licht, oder nach oben-/untenpropagierenden Licht untersucht
wird, die s, komponente immer verschwindet. Ubrig bleibt also nur die sy Komponente, dessen
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Integral mit Polarkoordinaten auf ein 1-Dimensionales Integral heruntergebrochen wird

=

1
——Im

2¢€0

I

k
sy(ky|, 2,wa) = —2—$ Im

dk, / dkyrp ks e—W] =
0

€0

——1Im
2¢q

1
——Im [
€0

—2Kz
o ]

/2 d¢/ dk rp K cos(¢) e
_z 0
2

0

A.4 Nahfeldndherung im Lorentz-Modell

/ dk rp k? eW] i

Es wurde in Abbildung [3.10] gezeigt, dass die Nahfeldniaherung nicht gut mit den numerisch
berechneten Werten tibereinstimmt. In Abbildung ist zu erkennen, dass fiir den Fall, dass
alle Parameter wie in Tabelle [3.2] mit dem Unterschied, dass strak gebundene Zusténde ver-
nachléssigt werden (siehe Abschnitt , also €, = 1 verwendet werden, die Nahfeldndherung
sehr gut mit den numerischen Werten iibereinstimmt.

Dissipationsrate [I"yax]

WspPH

1000}

100}

10}

rzO

1.0
Frequenz [wgpn]

Abbildung A.1:
Spontane Dissi-
pationsrate  eines
Zwei-Zustand-
Systems vor einem
Halbraum, dessen
materielle  Eigen-
schaft durch das
Lorentz-Modell be-
schrieben wird (bei
welchem €,,—1) in
Abhéngigkeit  der
Frequenz fiir einen
festen Abstand
zo = 5nm. Die
Zerfallsrate ist auf
die im Vakuum
normiert.
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