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Avant-propos [ 16 M‘io

Détude de 'électromagnétisie est un des domaines les plus formateurs en physigue.

La donnée des quatre équations de Maxwell reliant les champs électromagnétiques & leurs sour-
ces en est toute la base théorique. Le reste n'en est quw'une exploitation.

On y voit donc les conséquences de la lindarité de ces expressions et toute la richesse qu'apporte
le formalisme mathématique lorsqu’il est convenablement maitrisé,

Létude des ordres de grandeur des temps ou des longueurs caractéristiques permet des simplifi-
cations typiques du raisonnement en physique.

Les applications de I'électromagnétisme se retrouvent dans tous les domaines, de la physique ato-
mique a Pélectrotechnique, du téléphone portable au TGV.

Cet ouvrage a ét& congu pour aider les étudiants & s'approprier les techniques de raisonnement
et de calcul qu'ils pourront retrouver dans d’autres domaines, en particulier en mécanique des
fluides ou en optique.

Lorsque plusieurs approches sont possibles, on les retrouvera soit dans la partie cours, soit dans
la partie « avant la colle », de maniére & profiter de la richesse d’une double approche d’un méme
phénoméne.

Jai regroupé dans le premier chapitre le « mode d’ernploi » de Poutil mathématique pour qu'il
soit facile de §'y référer au fur et A mesure de Pavancée du cours. De méme, une annexe rappelle
les formules d’utilisation courante dans les exercices et les problémes.

« Savoir résoudre les exercices » propese des extraits de probiémes de concours illustrant des types
de raisonnement qu'il est important de bien connaitre, car on les rencontre trés fréquemment. On
trouvera aussi dans le corrigé quelques indications pour bien lire un énoncé et comprendre en par-
ticulier les simplifications qui sont proposées, sans lesquelles lexercice ne peut étre mené & bien.

« S'entrainer » propose des exercices trés divers, le plus souvent extraits de concours. Leur diffi-
culté, plus ou moins grande, porte soit sur les modes de taisonnement, soit sur I'utilisation de
Poutil mathématique. Les corrigés en sont détaillés pour permettre 4 I"étudiant de suivre pas &
pas la démarche utilisée pour leur résolution.

Jespére que ces quelques chapitres seront utiles au lecteur dans son apprentissage de la physique
et sa préparation aux concours.

Je tiens & remercier particulitrement Philippe Fleury pour sa relecture minutieuse et la qualité
des échanges que nous avons eus sur certains points délicats, les éditions Nathan, et en particulier
Isabelle Ravilly et Béatrice Jovial-Vernet poye: m’éf\‘?‘ﬁ‘frgermis de mener 4 bien la rédaction de ce
livre, et mes éléves dont les questions m c,}n't jpem'us o appr \f\ondu mes connaissances sur le sujet,

™
1 Marie-Claude Herpin
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Remarque
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riechve atnst obteny
ait indirect. Powr
i i iddre divect,
audrait prevdre
wicylaire, Pindex
& majeur.

T Orientation dé Vespace

1L Triedre direct

Pour définir le repire orthonormé Oxyz direct, on convient d'orienter Paxe Oz de
manidre  ce que le replre respecte la régle suivante connue sous plusieurs noms,

Régle du tire-bouchon
Une rotation de Ox vers Oy entraine une translation du tire-bouchon vers les z positifs.

Ou bien, de maniére équivalente :

Régle des trois doigts de la main droite
Les directions Ox, Oy, 0z sont indiquées respectivement par le pouce, Pindex et le
majeur de la main droite.

On peut retenir : trois doigts consécutifs, de 1a droite vers la gauche (figure 1)

2
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1.2. Surface ouverie

Considérons une susface ouverte (5), sappuyant B L B—

sur un contour fermé C orienté (figure 2). s %
ConventionneHement, on oriente la normale 7 2 & Ma,r\_% "
lasurface en un point M4 partir du sens de circu- S

lation positif sur le contour C. A - . .

Une rotation dans le sens positif sur le contour C
entraine une transtation du tire-bouchon de la face kr’/
Sud vers la face Nord de la surface. Les normales > ¢

sont orientégs de la face Sud vers la face Nord,
Onnote d§ = #dS le vecteur de norme VYaire dS et de divection la normale 7.

1.3. Sworface feyrmée

Considérons une surface fermée (Z) entourant
un volume ¥: on oriente fa normale # en un
point M de la surface, de Vintérieur de la sur-
face vers extérieur (figure 3).

1.4. Propriéiés du vecteur surface

1.4.1. Surface fermée

> 2
§e a5 = 6
14.2.8urface sappuyant sur un contour fermé I

5 .
5= H d.§ ne dépend que du contour fermé orienté T sur laguelle elle sappuie.

L5, Amngle solide

i.5.5, Définition

L2angle solide sous lequel on voit &'un point 0
une surface (§) s'appuyant sur un comtour
fermé (, est la portion: d'espace intérisure au
cone de sommet O doat les génératrices
s'appuient sur le contour orienté C (figure 4}.
Par analogie avec la mesure en radians de Pangle
entre denx demi-droites, on définit sa mesure Q
en stéradians comme l'aire de la portion de
sphére de centre O et de rayon unité qu'il inter-
cepte. £ est sans dimension.

Si de 0 on voit la face Sud du circuit orients, G
est positif, si on voit la face Nord, £ est négatif.




>
oy ey
S g H( 5 E—;g-g, avec OM = rif, M point courant sur fa surface {5).

1.5.2. Propriétés

* Langle solide {2 est indépendant de Ja surface choisie s’appuyant sur C.
* Dangle solide { sous lequet d*un point intérieur & une surface fermée on voit cette
surface vaut 4.

* Langle solide Q sous lequel d’un point extérieur é une surface fermée on voit
cette surface vaut 0.

* Langle solide ©Q sous léquel d’un point on voit un plan vaut 2=,

2 Opérateurs différentiels couramment utilisés

Soit U(7, &) un champ de scalaires, et .Z(? ) un champ de vectenuss, L'application d'un

opératenr différentiel les transforme en un autre charp soit de scalau'es, s0it de vecteurs
En coordonnées cartésiennes, 7 = 27, + yé’ + 28, soit: Ulx, 9,2, 8) et A(x, %2 .
Tous ces opératenrs sont linéaires :

Op(ha + ub) = A0p(a) + LOp(5).

S
2.1. Opérateur gradient (noté grad)

——
Il est défini par :| &/ = gradU-d?

En coordonnées cartésiennes :
ol7 ol/ oy .
aU = é-—dx+a—ydy+§——dz, etd? = dxé’x+dy?}+dz?e.
BU? "y BU? ol/, g

3 e {
: En coordonnées cartégennes : gradl/(x, 3, 2, 8) = Py L

ey
2.2. Opérateur rotationnel (noté rot)

§,4ak = [ i das |

3
qui s'énonce ainsi : la circulation du vecteur 4 sur le contour fermé ortenté C est égale
au flux de son rotationnel & travers une surface (8) quelconque sappuyant sur C. 9

It est défini par le théoréme de Stokes :

1 ~ Les outils de I'étude des champs )
I - .




Rernarque
Dans toute la suite, on
omettra d’écrive les
variables qui n’inter-
viennent pas directe-
ment dans le caleul.

101

Pour trouver fa composante % on Pappliqu
3 la surface €lémentaire dydzm.a
La circulation du vecteur 4 s'écrit, en Zadzf
regroupant les termes des cotés opposés g 2
{figure 5) : |
[4(x y +dy, 2}~ A (%, 2)]dz
+{Ay{x,y, z)—-Ay(x,y,z+ dz)idy. z
{4,y +dy) - 4,00dz+ (40 - Az + d2)]dy o v/ edy
94, 3A — ) i
[ﬁ "3 ]dyciz = [rotd -?,]dydz. / —
Les autres composantes sen déduisent wl . o
par permutation circulaire.

En coordonnées cartésiennes |
94, 94, ) (an o4, ) (aA a4, J?

— >
rotd{x, 5,5, ¢) = (ay 55 JFe + 3z ox dx  dy

. A
2.3. Opérateur divergence (noté div)

It est défini par le théoréme de Green-Ostrogradsky : A #dS = | j I V}de d«c ;

qui s’énonce ainst : e flux da vecteur 4 sovtant de la surface fermée (Z) est egal & la
sonme triple de sa divergence sur le volume Vintérieur & cette surface.

En coordonnées cartésiennes, on Pappligue au volume &lémentaire dxdypdz.

=
Le flux du vecteur 4 'écrit, en regroupant 5y
les termes des surfaces en regard (figure 6) :

[d,(x+dx, y, 2) - A(x, 3, 2)Idydz dx
+ {4, (y +dy) - 4(y)dxdz
+ (A g+ d2) ~ 4,()]dxdy o8, ;
(4, 94, 34, s

soit : (3} +§; +§E )&xdydz. 5 ax;/,m» ......

~En'eoordonnées cartésiennes : . :
aA E)A aA dy jiﬁ -
ay dz - .

de(x, »% t)

2.4. Opérateur Laplacien (noté A)

2.4.1 Laplacien scalaire
1 transforme un champ de scalaires en un autre champ de scalaires. Il et défini par

AU = {iw(gradU )

om0

AW 9 QA

En coordonnées cartésiennes : Al = g o dguie 4 omme
dx?  dy? a2

! Elec%mmagnétisme PP, PT, PC, PSE . o Nathan, Classe priza




Attention
sstvalable qu'en
onnées  carté-
25, et doit étre
1éré comme un
e moyen mné-
‘hnigue.

3
2.4.%.Laplacien vectoriel (noté A}
il transforme un champ de vecteurs en un autre champ de vecteurs. Ii est défini par

5 JU—, 5 = =
Al = grad(div(4)) - rot(rotd)

B >
}g;?r En coordonnées cartésiennes : Ad = AAZ, + AA,?J, +AAZ,.

. > —
2.5. Opérateur B-grad
By
E(?, #) est un chamyp de vecteurs quelconques. Lopérateur B grad, appliqué & un
champ de scalaires, le transforme en un autre champ de scalaires défini par :

F il “F e—
(B grad)lU = B (gredl))

Srareead
22

3, pdU
8 + B’By + B‘Bz

3 —
En coordonnées cattésiennes : B - gradll =

i

Appliqué & un champ de vecteurs, Popérateur B - grad le transforme en un antre champ
de vecteurs.

En coordonnées cartéstennes :

(B gra.d)A = {B gradA )? +(B graclA }J + (B gadd )? ‘

' 0d, . 04, . 04, ad, 34, . 4,
- paie 2P Rhvie RS - B )
= (Bgz" B B V(B BB %,

_+_(B gA By a4, Bng ]?

”“\&WM%@J”

g St e

=2 ¢ ‘ TN 77
2.6. Vecteur Nabla V v writ
Clest Vopérateur en coordonnées cartésiennes : 5% ? e ay 33, A 3 ?
En coordonnées cartésiennes, et seulement en coordannees cartésiennes, i permet de
retrouver rapidement les expressions des opérateurs différentiels :

—— - iy Y ) > 5 2 2
spgradl = VU, xrotd=Vad, - divd=V-4, <+AU=(V-V)U/ =V,
On trouvera dans le formulaire de la page 000 les expressions de ces opérateurs en coar-
données cylindriques et sphérigues.

% 3 Propriétés locales des thamps

3.1. Champs & rotationnel nul

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un champ de vecteurs E soitun champ de

gradients est que son rotationnel soit nul en tout point.
— ey ¥

)
rotf = 0 &= E = gradl
U est défini 3 un champ uniforme prés.

11

‘i ~ Les outils de V'étude des chanps
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"y
La circulation de £ sur un contour fermé C est alors nulle quel que soit le contour choisi.
On peut aussi montrer que les lignes de champ ne sont pas fermées sur elles-mémes.

Pour un tel champ :

Lo rotE 8 entout point ;

> R |

. E désive d'un potentiel scalaire Vpar £ = — gradV {on prend ¥ =-U/ 3 cause
des interprétations &nergétiques) ;

§ E-di=0 pour tout contour fermé C ;
les lignes de champ de E nesont pas fermées et vont d'une source de champ 3 une

autre ou & infint,

=
En électrostatique, le champ E est un exemple de champ & rotationnel nul.

3.2. Champs & divergence nulle

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un champ de vecteurs soit un champ de
rotationnels est que sa divergence soit nulle en tout point.

=2 =+ -3
. divB = 0 < B = rotd
A est défini & un champ de gradients prés.
» .
Le fhax de B sortant d'une surface fermée § est alors mul quelle que soit la surface choisie :

N

B est dit & flux conservatif.

On peut aussi montrer que les lignes de champ sont fermées sur elles-mémes, en entou-
Y

rant les sources de B,

. dij 0 en tout point ; 5

. B dérive d’un potentie] vecteur A par B = rotA

. g(;)B- dS = 0 pour toute surface fermée (X} { B est & flux conservatif) ;

les lignes de champ de % ne se coupent pas, et sont fermées sur elles-mémes en

entourant les sources de B,

-
En magnétostatique, le champ B est un exemple de champ & divergence nulle.

3.3. Théoréme dunicité
Si, dans une région de Pespace, on connait en tout point la divergence et Ié rota-

tionnel d’tm champ de vecteurs A(r 't , ainsi que les « conditions aux fmites » , ke

champ A(r #) est défini de maniere unigue.

So:t une région de 'espace ol la divergence et le rotationnel d’'un champ de vecteurs
V{? ¢} sont nuls.

e
Dans cette région de I'espace, on peut définir le potentiel I/ dont le champ V{7, £) dérive.
S1, en tout point de la surface fermée délimitant cette région, I/ = Cte(s), ou

7. d§ = 0{conditions aux limites), ce champ est identiquement nul .




-t

-3
5 gagit de tout 'espace, cela revient 4 ce que V(#, 6 décroisse avec la distance aux sour-

ces au moins en —-
72

>
Les conditions anx limites pour A(#, £) seront donc son comportement & Pinfini oy, sur
la surface fermée (£) délimitant une région, la donnée du potentiel dont i dérive éven-

tuellement ou la valeur de 4. d§ en tout point de (E).

4 Invariances et symétries

4.1. Principe de Curie

Un phénomane physique posséde an moins les éléments de symétrie de ses causes.

4.2, Invariances

5i les sources de champ sont invariantes par translation ou rotation autour d’un axe, le
champ possédera les mémes propriétés.

. Atiention : cela s’applique au champ et non au potentiel dont il dérive éventueliement, qui

.| /iest pas la représentation d’un phénoméne physique mais un intermédiaire de calcul.

4.3. Symétries par rappoxt a un plan

4.%.1. Régles de hase

Mais il convient de distinguer deux cas : e, T

¢ La relation Hant les sources au champ ne fait pas intervenir Porientation de 'espace : on
patle alors de vecteurs polaires ou de « vrais vecteurs ».

Pour un champ de vecteurs polaires, un plan de symétrie pour les sources est plan
Y
de symétrie pour le champ : V{Sym (M)} = Sym(¥(M)).

Les composantes paraliéles au plan sont identiques, les composantes perpendiculai-
res opposées.

De méme, un plan d’antisymétrie pour les sources est plan d'antisymétrie pour le champ.

» La relation liant les sources au champ fait intervenir Porientation de Pespace {produit
vectoriel, rotationnel), on parle alors de vectenrs axiaux ou de « pseudo-vecteurs ». Il faut
alors tenir compte de ce que le symétrique ¢’ un triédre direct par rapport & un plan est
un triédre indirect (figure 7) :

V(Sym(M)) = ~Sym(V(a)).

Le champ a les mémes symétries que les sources. B e

g = Les outils de I"étude des charmypy



Remarque
Pour un champ de
vecteurs polaires
{vesp. axiawx) la don-
née d’un plan danti-
symétrie {resp. de sy~
métde) passant pac
un point fournit fa di-
rection du vecieur du
champ en ce peint.

y

: ¥ peudo-veaieur

¥

" Pour un champ de vecteurs axzaux, un plan de symeme pour les souces est plan
d’antisymétrie pour le champ V(Sym(M N = mSym(V(M 0. :

Les composantes paraliéles au pian sont opposees Ies composa.ntes perpendzculea-
res identiques. L ;

De méme, un plan d'antisymétrie pour les sources se comporte comme un plan de symé-
trie pour le champ.

4.3.2. Application

Aprés avoir repéré les plans de symétrie et dantisymétrie des sources, on en déduit des
indications sur la direction des vecteurs du champ.

° En tout point d’un plan de symétrie pour les sources :
* le vecteur d’un champ de vecteurs polaires est dans le plan ;
* le vecteur d’un champ de vecteurs axianx est perpendiculaire au plan.

+ En tout point d’un plan Fantisymétrie pour les sources :

= le vecteur d’un champ de vecteurs polaires est perpendiculaire au plan ;
* le vecteur d’'un champ de vecteurs axiaux est dans le plan.
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Tester ses connaissances

s Corvigés p. 23

b 1

On suppose que Pon connait en tout point la

divergence et le rotatiormel d’un champ de
=3

vectemrs ¥, ainsi que les conditions aux

limites.

Les propositions suivantes sont-elies vraies

ou fausses ?

2. Le champ est unique.

b Le champ est continu.

¢. Pour que le champ soit continu, i faut que

la divergence et le rotationnel soient anssi

continus.

. Pour qu'il y ait une discontinuité du

champ en un point, il faut qu’au voisinage de

ce point Ia divergence et/ou le rotationnel

tendent vers Pinfini.

Les propositions suivantes sont-elles vraies
ou fausses ?

a. Le flux d'un vecteur uniforme sortant
d'une surface fermée est nul.

b. La divergence d’un rotationnel est nulle. .
¢. Le rotationnel d'un gradient est nal. ¥
d. Le gradient d'une divergence est nul.{

b3

) 4

P 5

€. La divergence d'un gradient est nulle.

a. Caleuler langle solide d’un cone de révo-
lution d’angle d’ouverture 8,.

b. Retrouver les résultats pour le plan et tout
I'espace.

La divergence et le rotationnel d'un champ
uniforme sont nuls, alors que le champ n’est
pas nul.

Pourquoai ?

Les vecteurs suivants sont-ils des vecteurs
axiaux {psendo-vecteurs) ou des vecteurs
polaires {vrais vecteurs) ?

#. Le vecteur vitesse.

b. Le vecteur force.

¢. Le vecteur rotation instantanée.

. Le vecteur champ électrique.

e. Le vecteur champ magnétique.

£ Le vecteur A dont dérive le champ

oy ey -3
V(V =rotd), avec V champ de vrais vec-
tears. '

Savoir appliquer e cours

» Corrigds pr. 24

B
a3

1. Démontrer que, pour une surface fermée,
- - ) .
§ = ﬁ(mdS =0, v - diacmdid

surface
} = H d:S') ne dépend que du contour
) P g

2. Démontrer que le vecteur

fermé I' orienté sur lequel s’appuie la sur-
face §.

On cherche & déterminer la composante
radiale du rotationnel en coordonnées cylin-
driques.

B 3

1. Déterminer I'élément de surface ouverte
perpendiculaire & 7, en coordonnées cylin-
driques.
2. Appliquer le théoréme de Stokes au
charap ¥V = V2,4 Vedo + V.3,

—
3. En déduire Pexpression de rotV - Z,.

1. Déterminer Pélément de surface fermée
en coordonnées sphériques correspondant
aux accroissements dr, do et d9 des trois
coordonnées.

1 - Les outils de ¥étude des champs
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3. Déterminer la valeur du volume dt
limité par cette surface.

3. Calculer le flux d’un charp

Y

V = V,2,+ Vgo+ V£, sortant de cette sus-
face fermée.

4. A partir des éléments trouvés précédem-
ment, donner Yexpression de la divergence
en coordonnées sphériques.

5. En déduire 'expression de Al en coor-
données sphériques.

6. Que devient cefte dernidre expression
si I/ ne dépend que de r ?

-
!§ A L Soit E le charp électrostatique créé par

une charge ¢ placée en 0,

Enoncer fa loi de Coulomb.

2. a. Calculer le flux envoyé par E‘ & travers
une surface fermée contenant 0. 5
. Calculer de méme le flux envoyé par £ 3
travers une surface fermée ne contenant pas 0.

3. En appliquant le théorgme de superposi-
tion, en déduire le théoréme de Gauss.
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- :Efude d’un champ & symétrie sphérique

Soit un champ ¥ a symétrie sphérique de centre 0, de divergence et de rotationnel
nuls en tout point sauf dans une bouie de cenr.re O et de rayon g, o la divergence est
umforme etvaut it # 0. Oni impose que ¥ tende vers 0 4 Pinfini an moins en 5

)ﬁ 1 a. Montrer que le champ 7 estun charmp de vrais vecteurs.

C b Ca.[culer V en tout point en utilisant le théoréme de Green« Ostregradsky
¢ En’ déduire le potentxel sca!axre Udont il dérive.

‘ _On veut retrouver ces resultats 3 partir des équations locales

Vs Montrer que V estun champ de gradtents dérivant d'un ?atennel scalalre U
b Quelle équation différentielle vérifie I/ a l’mteneur de la sphere de rayen a..
“T-et A Pextérienr de cette sphare 7 S
¢ Résoudre cetie dquation dlfferentxelle et donner l‘express;on generaie de -
. Ce pﬂtent:e[ esi-il unique ? .- " :

Rappel +en coordonnées Spheﬂques, AU = 15{, (P fi[{) e

: d,'t)etermmer le champ V eft tou 'pomt de l’espace

2 faut en presmier lieu considérer les invariances, afin de choisi le systéme de coordonnées. ic, |3
| . symétrie est sphérique : en coordonnées sphériques, e champ ne dépendra que de v, donc
¢ d'une seule variable.

;. On considére ensuite les symétries pour avoir fa direction : en chaque point M, passenl: deux
i plams de symetrte orthogcmaux se coupant suivant OM.

On se raméne aingd 3 la détermination d'une seule fonction d’une sevle variable.

Le choix de la surface r = Cte qui ne fait appel qu'a une seule valeur de la fonction pour I'utili-
‘sation du théoréme de Green—Ostrcgfadsky permet de rernonter 4 cette valeur.

“
a. En chaque point M passent deux plans de symétrie orthogonaux; se coupant suivant
OM. Un charmp.de vecteurs axiaux serait done identiquement nul, et ne vérifierait pas les
conditions de 'énoncé.
A ‘ Ck
[l n'existe pas de champ de vecteurs axiaux & symétrie sphérique.

e T S P T v W P S e WL

Clest donc un champ de vecieurs polaires, II appartient aux deux plans de symétrie,

= ey
donc 2 leur intersection : V = ¥{(r)?, en posant OM = 7=

b. Eapplication du théoréme de Green-Ostrogradsky 4 une sphére de rayon 7 fournit les
relations :

_‘_}
vsir<a, 4wV (r) = gnrap., soit| V'(r) = 5

17
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diy

c.*Sir>a, T —;,e FWE so:t Uiry = u en choisissant de prendre Porigine des
potentiels & Pinfini ; — m; e .
o5t r<oa, %g = wug, soit U(r) = -—;.L%— + . On détermine la valeur de ¢ par conti-
nuitéen r = a:

- 02 L Bat—r?

% 2 a. Le rotationnel étant nul en tout point, c’est un champ de gradients :
4 y —

V = ~gradll.

= —
b.«Sir<ea, divl =y, et donc div(gradl/) = AU = ~u
«8i r > a, de méme, AU = 0.

_ldy ,dU dL.dN
Pour r < g, AU{r) = Tza-;(r (ir) -k, soit dr(r ) = 7,
<

_Pour résoudre I"équation différentielle, il ne faut pas oublier !e calcul des deux constantes
d'intégration.
Le poteritiel doit &tre continu dains tout son domaing de définition, por que fe champ soit
défini en tout point, cela fournit une premiére refation. :
i reste une constante 3 déterminer. Quand c'est possible, on choisit de prendre F'origine des
potentiels & Minfini. i i

* Une premiére intégration donne : rﬁ%g = wp% +C.

Quand r = 0, rgg—g sannule, donc € = 0

v v dr

ar =73 )

* On intégre une seconde fois : I/ = — p%— +D
Pour r > g, onremplace it par0: U = —C?+D’_

On prend la détermination de Unulle 4 Pinfind, soit I = 0,

> >
divl” est fini en tout point, donc V; est contine. On écrit la continuité en r = 2 de et
de son gradlent

_H.G_.i.l;
a ¥
a i
9,2
r<a: U:uBgﬁ 4
3
r>a: U=8E
______ 3r

L2 seule difficulté consiste dans le calcul des constantes d'intégration. 57 les sources de champ
restent finies, U et sa dérivée doivent étre finis partout, et continus en tout point.
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4V = ~gradl.

En un point M tel que OM it
Pl

r<a:|V= W3 3

3
r>a: ?:%—a—?,

* On aura reconny fe caicul du champ étectrique pour une boule uniformément chai-
gée en volume, soit par le théordme de Gauss, soit par e calcul direct du potentiel.

° La connaissance.d’un champ vectoriel représente la donnée de trois fonctions des
trois variables d’espace, une pour chaque coordonnée. # imporie dong, avant tout
cailcui de voir si on ne peut pas ramener le probidme, par 'étude des invariances et
des symétries, 3 un nombre plus restreint de paramétres.

® utifisation du théoréme de Gteen—()wowadsky donne une seuie reiauon. il ne
faut-donc V'utiliser que s'il ne fait intervenir qu'une seule valeur d'une seuls variable.

Lo caleul des constantes o' intégration doit &tre fait avec soin, une discontinuite d°
potentiel entrainant une non daﬁ itior dés derwsses an ce peint,

R e R s S S SR R R R R

2-— Etude d un cham.p de vecteurs

On cons:dére un vecteur ﬁxe .(2 Q? Scut O l’ongme du repere, et M why pomt
" quelconque. . : I
On deﬁmt le champ de vecteurs V par o

T V(M ) Q A OM a. l’ teﬂeur du cylmdre d’axe Oz et de y()}bn a.

!’axe du cyhndre. ‘

") 2 Queiles sont les symetnes et les mva.nances d'u.n tel champ ¥

y 3 A partu~ da'theoreme de Stokes detem!mer i

y

_-,Et rot(ff(")e-z)_'

4 Retrower Ies resulfzts precedenta i partu* d’un potentlel vecteur A (r) = A{r)?

W

‘:Rappel : en coordonnees cylmdrlques AU(?) :

= de 0 et rotV G a l’exterleur dua- cylmdre. V - 0 qua.nd ons elmgne c[e ‘

} f Calculer la dwergence etle mtat:onnel dece champ a l’mtenetif ducylmdre _ ?.:‘ :

expressmn du cha.mp pour r>a.

19
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. =
} T A Pintérieur du cylindre, en coordonnées cartésiennaes : ¥ (M) = - Qy¢, + Qx?y.
d ) — -
Donc divl = 0 et rotF = 20%,.

} 2 Les sources du champ sont invariantes par translation suivant Oz, et par rotation
- autour de Oz. Le systéme de coordonnées adapté est donc celui utilisant les cootdon-

nées cyi;ndnques 7,6, 2). Les plans passant par Oz sont plans de symétrie pour Q et
donc d’antisymétrie pour V

I-/} = Qrdy pour 7 < a.

Pour 7> &, Vo V(r)_?e.

} 3 On applique le théoréme de Stokes & un cercle de rayon 7, orienté positivement sui-
" vant ?9.

=2
*Pour r < a. 2nrV{r) = 2Qnrl, et donc on retrouve bien! ¥V = Qr?e.

I 4 a?
* Pour > a, 287V (r) = 2Qna®, soit] V = Q??s.

i

E. co
momsenw - T o Co oo

-

i
Il n'y 2 pas violation du theoreme dunicité car e champ trouvé tend vers D en- 7 et non au

} 4 Le champ étant 3 divergence nulle est un champ de rotationnels.
A ()¢, ales mémes symétries que a, ce qui justifie de le chercher sous cette forme,
Rappelons qu’il est cié_gini 4 un gradient prés.
Sous cetie forme, divd = 0.

e
5N
il
g
o

— T T S
= Pour ¥ < &: rot(rotd)} = rotV = grad(divd)-A4 = ~

°Pourr>a:33={). N
En coordo:mées cartésiennes, A{A(r)8,) = AA(7)E,.

«Pour r>a: (dA) 0, soit: dd _¢ tA Cin()e’
rdr r b

dr dr
s Pour r< a: }_}i( dA) = ~20, soit: rg—{i = -r?, pour assurer la définition du
dr\ dr dr

2
champenr = 0, et A= (-Q%+B)Zz_

On ne peut pas prendre origine des potentiels 2 'infini. On Ja choisit ser le cylindre :
- 2. ‘ ' - i
.r<a!zi (ngr) JEtII}*;&j"‘%ﬁee—Qne

|
20}
|
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‘ mtai:zonnei ou ¢hamp 3 Aux conseivalif (de = g, rotl/ #0hL :
“? Lo théoréme de Gauss st l’apphcatson du thaoreme de Graen—Ostmgradsky aun

crra:d = Cln(z)é’z etV = —%é?s = —g?e. Par continuité, € = —Q2a?

ie theareme d'Ampere est fapp!:cetaon du theoreme de Stokesa. un champ de

chamyp de gradient; o chamyp 3 circulation nufie {rot!/ =0, de * 0)

21
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Formuies dérivées des théorémes
de Stokes et de Green-Ustrogradsky
1. Démontrer la formule de Kelvin :

- — -
§cUde = - ff 5, gradUa 5.
2. Démeontrer la formule du gradient :

- ey

g(mcfds = ijgradUdt.

> Corrdid 0 25

3. Démontrer la formule du rotationnel ;
j{ Eg' = —"ijid'r
g{ SAndS = - j j rotddr,

Champ d'un dipdie R
On considére un champ de vecteurs ¥ a circulation
nulle, invariant par rotation antour d'un axe Oz
La divergence est nulle partout sauf éventuellement
au voisinage de 0 of elle peut tendre vers Finfini.
1. Eerire I'équation différentielle vérifide par le
potentie] scalaire dont il dérive,
2. En coordonnées sphériques,

192(r i 97¢, 50 I o
A= ¥ EgrﬂU} * rﬂsineﬁé(sme 5[5]) e 809
On cherche une solution sous la forrne f{7)2(8).

%l

é!ectmmagnéﬁsme MP, BT, PL, PSE - 0 Nahan, Classe pripa
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i

a. Déterminer les équations vérifiées par f(r) et
49

b. Vérifier que g(8) = cos® est une solution pos-
sible, et déterminer f(r) sous la forme Crs,
Trouver les valeurs de o qui conviennent.

¢. En déduire les champs correspondants, et inter-
préter.

> Corrigé p. 26

Champ au voisinage d’un axe
de symétrie de révolution

On se place au voisinage de Faxe de révolution

d'un champ V{7, 2), dans une région de 'espace
oli sa divergence et son rotationnel sont nuls.

1. Quelle est la direction de I“}( 0,27

2. En appliquant le théoréme de Green-Ostro-
gradsky & un cylindre centré sur Paxe et de rayon «
petit devant I'échelle des variations de z, calculer
au premier ordre la composante radiale du champ
Vir, 2.

3. En appliquant le théoréme de Stokes 2 un rec-
tangle de hauteur dz et de largeur 7, calculer an
premier ordre non nul ¥, (r, 2) - ¥,(0, 2).



Tester ses connaissances

) 1 aVrai. Cestle théortre dunicité,

b. Veai. Il suffit dinterpréter les dérivées partislles
comme les dérivées de la fonction de cette seule varia-
bie, et dappliquer les propriétés habituelles des fonc-
tions dérivables,

5i on connait en tout point la divergence et le rotation-
nel, les dérivées partiefles en ¢e point sont définies.

c. Fanx. Il ¥ sura discontinuité de la dérivée, mais
pas obligatoirement de la fonction.

d. Vrai. Mais toutes les composantes ne seront pas
forcément discontinues.

5
’ 2 a.Vrai. En effet, si le vecteur V' est uniforme, on
peut fe sortir de Pintégrale :

ERE s
ﬁ V-dS:V-ﬁ a8 = 0-
(5 )
b. Vrai, H suffit de le vérifier en coordonnées

cartésiennes :

div(rord) = (3‘4 éfg) a(aA aA)

dy ay\ gz ox
a (aA a4,
MEEXY 8y)

Les dérivées secondes croisées sont égales. En
regroupant les termes deux 4 dewx :
(au_am:) (am au) (6% aza)
Jeox oxdz) \Jxdy dydx) \3yoz ozdy

¢. Vrai. On le vérifie sur la premigre composante,
les autres s’en déduisant par permutation circulaire :

d el drelf
5l3z) 53] = ©
grod, 94, 947
d., Faux en général : 5 [ax A mend 3 + -é—z-] nest pas
nul 4 priori.
On peut choisir comme contre-exemple le vecteur
Cr R LT R A

€. Faux en général : ’est la définition du laplacien.

3 a. Dangle solide ne dépend pas de la surface choi-
sie pour le calculer,

On considére la calotte sphérique de centre O et
d’axe Oz, axe de révolution du cone !

Q= Hm% 4§ = j:“j:"sineded@;

o [-anosﬂ]g" = 2r(l - cosfy)

b. Pour un plan, 8, = T et 0 = 9%, Pour tout

l'espace, 8, = m et Q = 4m.

4 1l ne suffit pas gu'un champ soit & rotationnel et
divergence nuls en tout point de I'espace pour qu'il
soit nul. U faut aussi que le champ tend vers 2 Yinfini

: 1
au oins en <5
7

5 Le vecteur déplacement est un « vrai vecteur »,
puisque son sens ne dépend pas du choix du trigdre
de référence. Tous les vecteurs qui s'en déduisent par
dérivation par rapport ax temps sont donc aussi de
% yrais vecteurs ».

Ensuite vient la régle : un produit vectoriel ou un
rotationnel transforme un vrai vecteur en pseudo-
vecteur ou réciproquement.

a. et b, les vecteurs vitesse et force sont denc de
« vrals vecteurs »

R a )
c. U=0A0M, Q est donc un « pseudo-vecteur ».

d. Le vecteur champ é&lectrique est défini & partir du
y

2 F
vecteurs force : E = —E C'est donc un « vrai vecteur »,

> 2
€. La force de Lorentz F = gd A B qui définit le
champ magnétique fait intervenir um produit
;" ;

vectoriel : B est donc un pseudao-vecteur.

bl ey 3 ;
f. ¥ = rotA. Donc pour que ¥ soit un vrai vecteur,

-3
il faut que 4 soit un pseudo-vecteur.
-
Remargue : véciproquement, s Vo dlall un psendo-

5
vertonr, A seradi un vial vecteur.

Y L ey outils de ¥ étide deg champ: o



Savoir appliguer lo cours

B i1 d=

posantes en coordonnées cartésiennes sont nulles :

3 . *, -
S =89, =8 ﬁz)dS = ﬁ(z}?x- dS puisque 7,
est un vecteur fixe.
D’aprés le théordme de Stokes-Ostrogradsky, si Vestle
volume intérieur & la sarface (), S, = m’vdiv?,dt =0

puisque 7, estun vecteur fixe. Il en est de méme pour |

les deux autres composantes.
5 > ¥
Donc § = ﬁ 45 =46,
(L)

2. 1l suffit de montrer que si deux surfaces §; et S,

s'appuient sur fe méme contour orienté I, les vec-
Si=1{f a¥et % = [[ d3 sonte

teyrs §1 = ﬂs. et §3 = ”33 sont éganx,

Les surfaces §) et § s'appuyant sur Je méme con-
tour, lewr entemble forme une surface {£) fermée.
Les normales aux surfaces §| et 5y sont orientées
Pune vers lintérieur, et Paatre vers Pextérieur. Soit
35, celle dont la normale est orientée vers Pextériewr :
2 + £ L T T

S=§ d5=]] a5-f[ d¥=8-%=0,

® 8 8
puisque {8} est une surface fermée.

21 O_rl} oriente e contour de maniére & ce que la
surface d& soit orentée dans fe méme sens que 2, :

L
d§ = rd8dz?, (figure).

& e ¥

N
2. La circulation de ¥ sur la courbe fermée orientée
de cotés dz et rdB s'écrit, d'aprés le théoréme de
Stol es:
ot - rd8dz7,.

a
d§ est un vecteur. Pour montrer que
est le vecteur myl, il suffit de montrer que ses com- |

Le caleul divect donne :
V(8 +d8) ~VA8))dz- (Vo2 + dz) - Vol2))rd,
soit, en metiant en facteur d5 = rd6dz:

d3 = rdodgd, ; (é%w{g‘— %%‘3)?,- rdedad,.
3. En identifiant : t":ti’" 2= (é%%-%?’) J
31
beoo. U0
rsing

8 'dB L
\.u

2. | dt = r2drsinédgde |
3. 1 faut tenir compte du fait que les surfaces en
regard n'ont pas la méme aire ;
= [V {r+dn{r+dr)? -V, (r)rlisinédede
# [Vg(8 + dB)sin(8 + d0)dé - Vy(0)sinBdp]rdr
+iV, (6 + dg) -V (0)]rdadr.
Soit, en mettant en facteur Pélément de volame dz:

1a ., a
l—ﬁar(r V+ rsmﬂaa(%sm@}-* rsmea(pv] ®
r”drsmﬁdﬂdﬁ)

4. divi;' {zar(rEVr)-t- (Ves ing)+ ——

inf6de rsmﬂatp "3

——)
8. AL = divigradly.

sy olly 13U, LR:1%
gradl/ = 3+raee°+mmaa¢? Done :

|-

F

[5;(,.23;:) r”sineaaﬁ(ggs " ) r%::ﬂ@%]

6. S8i Une dépend que de r:{ AU = ;!-2-6'-3—( ﬂaa[f)
On peut aussi V'écrire : Sa—
} A= L2 (r GU) 20U 1%l

T U P R e P

E 41, D’aprés la toi de Coulomb : E(M) tfrne ﬂ,

avec OM = ri.
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7 3

% ds=-2 0
ot 4rg,
olt  est I'angle solide sous lequel du point 0 on voit
la surface fermée (X).
a. et b, Si la surface contient 0, cet angle solide vaut
4w, si la surface ne contient pas O, Pangle solide est
nul.

N éorit © =
2. Le flux @ gécrit: @ 4—1—%0%‘

3. Le flux d'une somme de vecteurs étant la somme
des flux de chacun d'eux, et le charmp di & un ensem-
ble de charges étant la sormme des champs dus 3 cha-
cune d'elles, on: en déduit le théoréme de Gauss :

fe flux du chomp électrostatique sortant d'une surface |
fermée (%) quelcongue est égal a la somme des charges !
intérieures au volume qu'elle renferme, divisée par €.

Yentrainer

y 1 Remargue: les formules 2 démontrer sont vectorishes. % 2 1. Sauf au voisinage de 0, AL/ = 0. On choisit un

.77 Tt aund done calealer chacuae des composantes. Le plus

simple est de faive le caleu en coordonnées candsienses
pout une des composantes et d'en déduire le résultat

pour fes auires par permatation cireplaive. La ps-ojection .

sur 7, pent se faire 2 Fintérenr on & Pextédeur des tnté-
grales puisque ¢’est un vectewr fixe. On se contentera
donc do vérifier kos formules powr los composantos x
¥
1 § Ude -2, estla cirewlation sur C du vecteur U8,
s

D'aprés le théoréme de Stokes,
§ Ude .3, = J'J' oHU2,) - d3.

< N
3 olly ol —
rot(U8,) = a—zaryw —a-}-?z = -Z, ngradly
— 3, e > vy 3
1ot(U7,) - A5 = -2 agradl - 45 = ~gradl/ A dS -3,
d'aprés les propriétés du produit mixte.
Done 2,-§ UdE=-2,- [ gad/ndd

one 4, §c =g, j (s}gr .

On obtient la méme refation pour les autres composan-
tes par permutation cirenlaire.

2. ﬁ(x)U?z-ég’ est le flux soriant du vectewr U#,.
Draprés le théoreme de Green- Ostrogradsky :

§ Ut dd= Mdivguam = [ff, Fac
- ffimdo s = 2, [ doas

- 2 > 3

8. ﬁ(::)A"dS'?x “ ﬁm?,m:ivds d’aprés les pro-

priétés du produit mixte. C'est donc le flux sortant du
-

vecteur 7, A.
Drapres le théordme de Green- Ostrogradsky :

§.2.04 a8 = [[[ dv@.nden

= HL(M %%F + %%)d‘t =2, _m'y;&_;;d’c

systeme de coordonnées sphériques d'axe Gz, .
Limvariance par rotation autour de laxe s'écrit: V
>

indépendant de ¢. La circulation de ¥ sur un cercle
équatorial s'écrit done Zwursin®V etestnulle. ¥ = 0 et

W
P 0.

LN T
Al = 7 30 ZamBab smealﬁf] =0

Remargue : noter le passage des dérivées partielles aun
dérivées de fonciions 4 une secle variable. ’

w L) S di aday |
2. a. al = rdrd g(e)+r23in6d9(smed8) =0,

- solt, en séparant les variables :

rd¥rfy 1 Ao oadey )
fin drr sineg(e)de(smade) = A ol A est

une constante puisque I'expression ne dépend ni de 7,
ni de 8.
b. Si g(8) est de la forme cosB,

b A adey 1 4 e Lo
3ineg(8)d9(smed8) = FnBeospap.H®) =2

Ia solution convient avec A = 2.
2
&h - QM, soit avee f(r) = Cr®:
dr? T
(a+ LyaCre = 207,
I v a deux solutions qui conviennent, ¢ = 1 et & = -2,

_,
¢ o= 1: U= Creosd, V= Cf-coshZ, + sinddy) :

3
V= ~C3¢: le charap est uniforme, paralizle a Paxe de
symétrie.

cww U= G

N
r—gco.se, V= %(2cos@?,+sin9?5)

On reconnait le champ d'un dipole placé en O et aligné
sur Oz
Remargue : changer @ en % ~ § change cos® en ~cos®.

Le choix de £{8) = cost implique que Ie plan xby est un

plan dantisyméirie pour le pateatiel, donc pour le champ.

25
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? 3 1. En un point de Paxe Oz, axe de symétrie de révo-
>

lution du champ, ¥ appartient & 'axe :

-
V(0.2) = V(0,97

b

,l'\t

e )

[ E+dr

=

X

Le flux sortant dy cylindre est nul puisque la divergence

eat nulie en tout point intérienr,

Au premier ordre en r, on peut confondre ¥, (r, 2} et

¥,(0, 2).

Remargue : i1 s'agit ici de distances » petitas devant la

distance { caractéristique des variations de V,(0, 2):

s

Soit : w2V (0, erd2)-V (0,20 + 2rrV (7, ) =

ou encore ;| V,(r, z)»m* ':(9 2}

2|

[ Efectromagnéﬁsme MP, PT, PC, PSI . © Nathan, Clowse prise
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3. z
Z+ dzt

RN R R S

fa)Y
i
Y

La circulation sur le contour du rectangle est nulle puis-
que fe rotationnel estnud en: tout point de sa surface. Soit :

[, zvanar- [[vo, adr 4,0, nez

~Vyfr, dz = 0
Q encore 7

[[-5&v10, adr +v,0, dde- Vidr, = 0, ot

donge :

V(r, ydz-¥ 10, 2)dz= - 2V (G, 2

Remargue : Vexpression de ¥ {r, 2} ait 'donc:exnct'e aw
troisigme ordre prés.en -. :

On pourrait reprendre la valeur du fux avec cette nou-

velle expression et construire ainsi la série solutlon de”

Péquation du champ..
V{r, z} ne fait intervenic que des termes de pu;ssance

impaires de 7, et ¥,(r, 2) que des termes de pmssa.n e_,‘._:

paires de 7




1 Equations locales de I"électrostatique

11 Les sources du champ électrostatique

En régime permanent, un volume 8t centré sur le point P, petit 3 U'échelle macrascopique,
mais grand a Péchelle microscopigue (échelle mésoscopique) contient une charge 8¢ indé-
pendante du temps.

On définit la densité volumique de charge p au point Ppar p = g’g p, exprimée en
C m®, est alors une fonction continue p(x, 9, 2) des coordonnées du point P, indépen-
dante du volume 8t choist.

Clest cette distribution de charges qui est la source du champ électrostatique.

Si les charges sont localisées au voisinage d’une surface as = dS8?,, sur une épaisseur ¢

on modélise Ia vépartition en faisant tendre ¢ vers 0 et la densité voluraique p vers Vinfini,

en gardant ¢ = f plx, 9, 2)dz constant. 8¢ = ¢dS (voir Bgure 1). & est I densité sur-
z

facique de charge, exprimée en C - m™. .

8i fa densité surfacique est localisée au voisinage d’une courbe d€ = d¢¥,, onlamaodalise

par la densité linéique de charge A, exprimée en C-m!. 8¢ = Ad€, ce qui corres-

pond 4 une densité surfacique tendant vers Pinfini sur une largeur tendant vers 0.

Enfin, si la densité lindiqu= est localisée au voisinage d’un point, on la modélise par une

charge ponctuelle g, ce qui correspond 3 une densité linéique tendant vers Pinfini sur une

longuenr de courbe tendant vers 0.

27
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harge
Densité volumique Densité surfacique Densité lingique pﬁnéﬁ‘ege

Les sources de champ &lémentaires sont modélisées par :
pdt, odS, Ad¢ ou gponctuelle.

. Les lois de Pélectrostatigue pour le champ
et le potentiel

La présence de charges modifie les propriétés d'un milieu : une charge test placée en un

point M est sounise & une force & = gk (M), ol E(M ) est le champ &lectrostatique créé
par la répartition de charges.

(M) est lié & la répartition de charges par les lois de Pélecrostatique, qui peuvent
s'exprimer indifféresament sous les formes suivantes.

1.2.1. Loi de Coulomb

pd‘c_p i odfp — . Adfy L
B = = dne M = | dngg PALS "”f ﬂi-m-:oPM3 Zémsg}’ i

O enCOre

E(M) = —gradV(M) avec :

:m' pdt, . r odSeT L AdEp Z g
4‘!1:80PM2 E4ESOPM?. 'nsUPM"' 4’7‘550?!‘42

Ce qui est équivalent 4

le champ E estun champ de gradients : E(M ) m - g‘r;iV{M) et donc sa circulation est
nulle sur toute courbe fermée I': ﬁ_E . d{? =0. B vérifie le théorame de Gauss :

FE
gﬁE’- ds = s—omVpd'c

l é!eehtmagtlétisme MP, BT, PC, PSE. © Nathan, Clase prépa




Déterminer E revient & chercher la solution unique de Péquation de Poisson : AV = —g—
¢

avec ¥ tendant vers 0 a l'infini au moins en «11: en {"absence de charges & I'infini.
Remargue : Pexistence de charges 2 Pinfini résulte towjours d’une modélisation de ta distsi-
bution pour obtenir les symétries nécessaives 3 Putilisation du théordme de Gauss. Dans
ces cas-13, on calcule toujours d'abord E, pour en déduire ¥, en choisissant alors une ori-
gine des potentiels adéquate.

>
1.2.3. Discontinuité de £ 3 la traversée d’une surface chargée
5l y a distribution surfacique, cela implique que la dersité volumique de charges, source
du champ, est infinie 3 la surface.
présente donc une discontinuité & la traversée de cette surface (voir exercice 3 de
« Tester ses connaissances »).

ﬂ

‘otB o= 0 entraine ia’ continuité de lac mposante_ ‘
“de'B t:mgente ala surface chargee - R

C vﬁ = E— entrame une dxsconnnuite de
b 0
posante normale 3 Ia smface

wa :
2—3 = E‘ﬂ]Q, ob i estla.mrmaiea!a.surface'
ks .

chargee avec Ia densité swfa.caque g, oneﬁtee du-‘
‘.:_m:heulverslemxheuZ{voa:ﬁgu:e) g S

1.2.4. Interprétation énergétique du potentiel ¥V
Le travail de la force Slectrostatique qg lors du déplacement de la charge g d'un point A
4 un point B g’écrit :

Ijqﬁ . d?? =V(A)-V(B), et ce indépendamment du chemin suivi.

o gV(M ) represente done E’energ';e potenuelle electrostaﬁque dela cha.rge gplacéeen M,
i Torigine des énerpgies poténtielles étant prise & Peridroit ot Vest nul {le plis souvent 3
. Pinfini}, gu Pénergie que doit fournir tin opératent extéfienr poar amener de manidre
n e revembie ung. charge d'un pamt olt le petenhei est nul ay pomt M ol il vaut V(M ).

& Conducteur en équilibre électrostatique

2.1. Propri€iés des conducteurs en équilibre
électrostatique

2.11. Définition d’un conducteur
Un conducteur est un corps qui contient des porteurs de charges libres, c’est-d-dire des
charges susceptibles de se déplacer sous 'action d’un champ électrique méme trés faible, 29
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Remarque

Les charges ne sont
évidemument pas im-
mobtles, ne serail-ce
gu'en raison de Pagita-
tion thermicue, mais &
léchelle macroscopi-
que, cela n'engendre
pas de fluctuations de

p, Vou E.

Remarque
On suppose icl quil
n'y apas d'autres for-
ces agissant sur les
porteurs de charges :
ternpérature  unifor-
me, conducieur ho-

mogéne, immobile
dans un véférentiel
galiléen... De plus le

poids des porteurs de
chazge est towjours
négligeable  devant
les forces électriques.

30’

2.1.2. Equilibre électrostatique d’un conducteur
Un conducteur est en équilibre électrostatique lorsqu’il n'est le sigge @’aucun_mouvement
d’ensemble de porteurs de charges.

2.1.3. Conséquences de Péquilibre &lectrostatique d’un milieu conductenr
Sous Paction d'ua champ électrostatique, les charges d'un conducteur se c%ep!acent

Quand ces charges n'ont plus de mouvernent d’ensemnble, c’est done que E= O en tout
point du volume du conducteur. Le conducteur est donc un volume équipotentiel.

La condition nécessaire et suffisante d’équilibre électrostatique d'un conducteur
iminaobile homogéne et de température uniforme est que celui-ci soit un vqume
%’f dquipotentiel.

e

"Le champ B oest umformement m:.l dans le volume du conducteur,

Dans le volume du conducteur, le champ est uniforme, done de divergence nulle : la den-
sité volumique de charges p(M) y est donc nulle.

Le volume étant équipotentiel, & Pextérieur, au voisinage du conducteur, e champ é&lec-
trique est normal & sa surface.

Les charges du conducteur se répartissent au voisinage immédiat de la surface, 12 ofy
s'exercent des forces supplémentaires qui fes empéchent de sortir du conducteur. Ces
charges sont modélisées par une répartition surfacique o{M), et donc une densité volu-
mique infinie sur une épaisseur nulle.

‘\ Dans un conducteur en eqtnhbre electrostathue dansle wde les charges sont repar‘-
r}“ ties au voisinage de la surface. : ‘

2.2. Etude des conducteurs en équilibre électrostatique

2.2.1. Théoréme de Coulomb
A Pintérieur du conductenr, le champ est nul. A Pextérieur, il est normal & la surface. La
présence d'une répartition surfacique de charges entraine une discontinuité 5232 du
0

champ électrostatique (voir 1.2.3), d’oll le théoréme suivant :

'i} : -_Theoréme de Coulomb . :
:;?\a" “Ala surface'd’un ccmducteur en équilibre électrostanque, E ot = gf_i -
it o

" of' A est le vesteur unitaire normal 4 la surface du conducteur, orienté vers Pexté-
reur du volume conducteur, ‘

s

2.2.2. Ftude d'un ensemble de conducteurs en équilibre &lectrostatique
dans le vide

A Pextérieur des conducteurs, if 0’y a aucune charge. La recherche du champ revient donc

& résoudre AV = 0 dans 'espace enire les conducteurs, avec comme conditions aux Hmi-

tes sur les conducteurs que leur surface est équipotentielle, et qu'a Pinfini ¥tende vers 0

au moins en - La donnée, soit de la valeur du potentiel ¥, soit de la charge totale O,
de chacun des conducteurs %, suffit & assurer Iunicité de la solution.

| éiemomagnéﬁsme MP, PT, PC, PSI. & Nathen, Claree prepe




* Si un conducteur est isolé, sa charge totale se conserve. On connait done Q;.

* 8i un conducteur est relié & une source de potentiel ¥, cette source lui fournit les char-
ges nécessaires pour qui soit & ce potentiel V.

2.2.3. Cavité vide de charges a Pintérieur d’un conducteur

A Pintérieur de la cavits, il faut résoudre AV = 0 en tout point, aves comme condition
aux lirites ¥ = V, constante sur le conducteur.

*
La solution triviale ¥ = ¥, et donc Ea 0, convient et d’apras le théoréme d'unicité,
c’est done la solution cherchée.
B Une cavité vide de charges 3 Fintérieur d’un conducteur est un volume équipoten-
* tiel au méme potentiel que le conducteur. ‘ '

2.2.4. Capacité d'un conducteur seul dans Pespace

H faut résoudre AV = 0 partout i Pextérieur du conductenr, et ¥ = V, surle conducteur.
p 0

Avec la condition habituelle 4 Pinfini, la solution est unique. On en déduit l_f, et done o

sur le conducteur et Qg charge totale du conducteur. La linéarité de 'équation entraine
que toutes ces grandeurs sont proportionnelles & ¥,,. On appelie capacité la constante €
de proportionnalité : @y = CV,. On Vexprime en Farad (F): 1 F=1C . V-1

2.3, Etude des condensateurs
2.3.1. Définition

Viee en coupe

On appelle condensateur un ensemble de
deux conducteurs en influence totale : l'un
{armature externs} entoure complétement
Pautre (armature interne}. Lespace entre
les armatures peut étre vide ou rempli
d’un isolant {diélectrique).

Sauf indication contraire, on ne considérera
que des condensateurs 2 vide.

2.3.2. Capacité

Dapplication du théoréme de Gauss & une surface fermée dans le volume de Farmanue
externe (figure 2), entraine que la charge totale intérieure est nulle. Les charges stant
superficielles, la charge de 'armature interne est &gale et opposée & celle de la face interne
de Tarmature externe. Cette charge est [z charge @ du condensateur.

* 5i les deux armatures sont au méme potentiel, le volume est équipotentiel, et la charge
du condensateur est nulle.

* Sinon, la linéarité des équations Hant le potentiel aux charges entraine que la charge O
est proportionnelle 4 la différence de potentiel I = V| -V, entre 'armature interne
notée I et Parmature externe notée 2,
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Remarque

i.es vésultats obtenus
pour les capacités des
condensateurs & vide
se généralisent daus le
cas <e condensateurs
a diélectriques de per-
mittivité relative g,
en remplagant &, par
£p€, dans ['expres-
sion de la capaciié.

m

On appeile capacité C du condensateur le coefficient de proportionnalité :
ol
e
C'ne dépend que de la géométrie du condensateur et éventuellement de la nature
du diélectzrique qui sépare les armatures.

Remarque : si 'on modifie le potentiel des armatures sans changer leur différence, on ne
madifie pas (J, mais la charge répartie & la surface externe de armature externe.

2.3.3. Exemple de calcul d’une capacité, celle du condensateur plan idéal
It faut résoudre AV = 0 partout entre les armatures, ¥V = V| sur Parmature interne,
¥V = Fy sur Varmature externe. Dans le cas général, il faut faire intervenir des méthodes
nurmériques.
Le calcul peut se faire dans des géométries particulierement simples, pour lesquelles le
potentiel ne dépend que dune seule variable d’espace :
Condensateur plan : les armatures :
sont deux conducteurs plans d’aire §,
paralléles entre eux, distants de ¢ ({voir
figure 3},
En négligeant « les effets de bord », on g
les modélise par deux plans infinis, ot
distants de e On parle alors de
condensateur plan idéal,
Soit Oz la direction perpendiculaire aux armatures. Les conditions aux limites sont :

V(ig=0) =¥, etViz=e¢) = ¥,

On cherche une soiution ne dépendant que de z Léguation de Laplace se ramane 2

? -V
% f;’ =0 V=V, + lz est une solution qui convient, et donc la solution unique.
V-V
B ¢ Q?z = g?z d’aprés Ia loi de Coulomb.
5

Y, -V,
Q B ge_.i_e__gs

La capacité d’un condensateur & vide plan est : €= S"og

2.3.4. Groupements de condensateurs

* Groupement en série
Ularmature interne de "un est reliée a
Parmature externe de l'autre (voir
figure 4).

On considére que les ensemnbles
armature inferne-armature externe
sont isolés, et non chargés au départ.

fectromagnétisme MP, PT, PC, PSE. & vathan, Clasre pripe




‘Toutes les armatures internes portent alors la méme charge, et le différence de potentiel
aux bornes de l'ensemble est la somme des différences de potentiel aux bomes de chaque

condensateur. La capacité du condensateur équivaient I est alors telie gue : % = chim
]

¢ Groupement en paralldie

Les armatures internes soat relides entre
elfes, au méme potentiel ¥, de méme pour
les armatures externes, au méme potentiel
¥y (voir figure 5}.

On additionne donc les charges, et la capa-
cité du condensateur équivalent ' est alors

telle que :
L e |
T=%¢|
7
* Condensateur de faible épaisseur
Si P'on considére un condensateur de faible épaisseur, c’est-a-dire dont Vépaisseur est faf-

ble devant le rayon de courbure, il peut étre considéré comme une association en parallégle
de condensateurs plans, et sa capacité §'écrit :

Assaciation en parallile

PTY

i . d5(P)
I= HPEO o€ P

Si I'épaisseur est constente 1| = Sog comme pour le condensateur plan.

2.4. Energie électrostatique

2.4.1. Energie électrique emmagasinée dans un condensateur
* Pour un condensateur de capacité G, chargé par une différence de potentiel ¥, de charge
Q, l'énergic emmagasinée dans le condensateur s’erit :

2102 Loy
MQC—QCV

® Pour un condensateur plan :{% = %eo‘—sz = Ql-euE?Se

Liénergie est donc propostionnetle an volume Se entre les armatures.

2.4.2. Densité volumique d’énergie électrostatique
Ce tésultat est général. Lénergie électrique emmagesinde dans un condensateur est loca-

lisée dans Pespace entre les armatures, avec une densité volumique éseEz.

D'une maniére générale, Pénergie électrique est localisée avec une densité volumni-

que %EGEE dans tout Pespace ott E est non nul,

3
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Toster ses connaissances

= Corrigds p. A8

§ T Choisir ia ou les bonnes) réponse(s).
Soit un conducteur creux de forme quelcon-
que, seul dans I'espace, maintenu au poten-
tiel rul. On place une charge ¢4 Pintérieur
de la cavité {voir figure}.

[ a8 charge totale
est nulle,

[ b.1a charge surfa-
cique extérieure est
nuile en tout point.
e la charge surfa-
cique intérieurs
totale est égale & -¢.
[ dia charge surfacique extérieure totale est
égale 3 +¢.
B 2 Pourun ensemble de conductenrs, les répar-
titions de charge ont les mémes symétries
gue les répartitions de volume conducteur.
B3 3

a. Vrai
b. Faux

Redémontrer :

P _ O3 p
a EQ -E 1= g d la traversée d’une sur-

face chargée avec la densité surfacique .

B 4

B 5

. Dans un condensateur, la charge de Panna.
ture interne est égale et opposée & celle de fa
face interne de larmature externe.

@ Les forces électrostatiques $'exercent uni-
quement sur les charges. Pourquoi cela se
traduit-il par une force d'interaction entre les
conducteurs ?

b. Il n'existe pas de positions d’équilibre sta-
ble pour une particule soumise uniquerent
& un champ électrostatique, Pourquoi ?

Répondre aux questions suivantes.

a. Le champ E(x, 9, z) & Pintédeur de la
cavité {contenant ou non des charges) d’un
conducteur creux maintenu 3 un potentiel
Vy est-it modifié si Pon change la répartition
de charges & V'extériewr ?

b. De méme, le champ E(x, ¥, 2) & fexté
rieur d’'un conducteur creux mainteru & un
potentiel ¥ est-il modifié si Fon change fa
répartition de charges 3 Pintérieur de la cavité ?
¢. Four protéger un volume expérimental
des influences extérienres, i suffit de
Pentourer complétement d'un condueteur ou
méme d'un simple grillage métallique, appelé
cage de Faraday.

Comment ce dispositif fonctionne-t-il ?

Savoir appliguer e cours

= Corvipds p. 48

b1

Une distribution de charges & symétrie sphéri-

9 exp{-T
41teorexP( aJ'

1. Calculer le champ en tout point de
Pespace.

2, 2 A partir du théorgme de Gauss, trou-
ver la distribution de charges. Quelie est ia
charge totale de la distribution ?

b. Retrouver ces résultats 2 partir des équa-
tions Jocales.

que induit un potentiel ¥ =

b 2
E

Rappel : si Ve dépend que de #,
19%
A= e

3. AN, : calculer en électron-volt le puits de
potentiel en Qcréé par ka distribution volurmi-
que de charge sachantque q = 1,6 - 10-9C,
e = 0,53 10~ m.

On considére un volume conducteur métalli-
que cylindrique, de charge @, de rayon 4, en

|
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b3

B 4

rotation uniforme & la vitesse angulaire o
autour de son axe de symétrie de révolution Oz

1. Ecrire la condition d'équilibre relatif des
charges libres de ce conducteur.

2. En déduire la distribution volumique de
charges et la différence de potentiel [/ entre
l'axe et la périphérie.

AN.: calculer U et commenter, avec
a=25.10%m; 0 = 20%-rad - 51 ; masse
delélectron :m = 9, 1- 1673 kg ; charge :
—-e = -L6-10-¥C,

1. Calculer lz charge d'une sphare condue-
trice de rayon @ portée au potentiel ¥,
seule dans Pespace.

2. En déduire le champ au voisinage de la
sphére.

3. On considére deux sphéres de rayon get
b avec a < b, trds Eloignées I'une de Pautre,
et portées au méme potentiel.

Comparer les charges qu'elles portent, et les
champs & leur voisinage. En déduire ce
quon appelle le « pouvoir des pointes ».
Commenter.

4. Retrouver le « pouvoir des pointes » en
tragant I'allure des lignes de champ arrivant
sur un conducteur présentant des rayons de
courbure variés.

5. Expliquer pourquoi la Terre peut étre con-
sidérée comme une source de potentiel nul.

1. Calculer la capacité d’un condensateur
cylindrique, compasé de deux armatures

B 5

cylindriques coaxiales de rayons a et 4, avec
&< b, et de méme hauteur A Or négligera
les effets de bord.

Retrouver le résultat obtenu pour un con-
densateur de faible épaisseur en faisant ten-
dre ¢ vers b.

2. a. Caleuler la capacité d’un condensateur
sphérique, composé de deux sphares con-
centriques de rayons get b avec 2 < b,

b. Calculer le champ entre les armatures, la
densité volumique d'énergie, et I'énergie
totale emmagasinée dans le condensateur.
Retrouver le résultat % = %%ﬂ = %CV 2,

«. On instre une troisidéme sphére concen-
trigue de rayon ¢ infiniment mince,
@ < ¢ < b, non chargée, et isolée. La charge
Q portée par 'armature interne est-elle
modifiée ?

Retrouver ce résultat en considérant Yasso-
ciation de condensateurs.

d. Reprendre Ia question précédente avec
une sphére d’épaisseur ¢:

4 4
L < er e < b
a<¢ 5 5

1. Caleuler la charge d’un conducteur sphé-
rique de rayon &, seul dans Pespace, porté au
potentiel ¥,

2. En le maintenant au potentiel ¥, on
Ventoure d'un conducteur sphérique de
rayon &, porté au potentiel nul.

Calculer la nouvelle charge du conducteur
et justifier le nom de condensatenr.

5
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' ‘E - Sphém conductrice dans un champ uniforme.

: On place une sphere conductrice de centre O et de ra,yon 4, isolée et non chargée
"da_ns tné région ol régne un champ uniforme Eo Eﬂez. On suppose que Ia
. Yépartition ‘de charges sources du champ uniforme n'est pas modifiée. On veut -
. “déterminer les perturbations de champ <ues 3 la présence de cette sphere, et Ees
charges induites par le champ sur la sphare conductrxce {voir ﬁgure)

.xpressmn du potentiel resuitant :
b Montxer qa xl existe une eqmpoteutxelle spher:que centree en 0.

AT auons'cle champ dues & la présence d'une sphere conductnce de myon
dans un champ umforme E . et la chstnbubon de cha.rges sur cette.sphere

Resoudfe un prob!eme d'équitibre entre conducteurs revient 2 resoudre I'¢quation de Laplace &

AV = U partout & Fextérieur des éonducteurs, fa sirface des donductsurs |mposant fes condi-

-Hons aux limites, -

On peut le faire en prenant une sofution de I'é quataon de Laplace connue {ies potentre!s de
distributions de charge simples ou des solutions ne dépendant que d'un paramétre par exemple]),’
et déterminer des équipatentielles. Ce sera une solution & I'exbérieur de conducteurs ayant la
forme de ces équipotentielles. En ajustant les paramétres pour que le potentiel ou Ia charge
totale des conducteurs soient ceux qui sont imposés, fes conchtion‘ aux limites seront verrﬁees, et
on aura b so!uttan unique. S :

I éledromagﬂa'tisme M, BT, PC, PSE- 2 tatun, Close pripa
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} 1E= Eﬂ?z = —gradlV;, dome V, = —-Eyz+Cle. En coordonnédes sphériques,

z = vcos8. Lorigine des potentiels étanten 0| Vy = -Eyreos§

Les chasges souces d'un champ umforme ne peuvent &tre qu'a I'exteneur cie la zone ot régne
ce champ.

Dans une modélisation ol ce d\amp accupe tout I'aspace, des charges sont 3 l’mﬁnl et [ origine
i des potentiels doit danc dtre chaisie arbitrairement. Ici, on peut supposer que ce champ est créé
1 par un condensateur plan, la sphére étant sui"ﬁsamment loin des armatures pour e pas permrber
| répartxuon de charges sur celles—ci,

et Am

At i,

)z

Le developpement mulapofalre fourmt les solutions de E’equat:on de Lapface presentanf: uR

g paie en 0, ‘ ) ; o '
. . e 1 pucoae.

a. Le potentiel dat au dipdle s'éerit ¥ = Tne,

La superposition des deux potentiels fournit done une solution ;| V' = ( 41:; 5= Eur}cose

by
4meq by
une surface équipatentieile, de potentiel nul.

L 1
)3 . La sphére de rayon ( 2o )3 est donc

b. Vest nul quel que soit @ si r = ( TreeFy

¢ Pour que cela corresponde an rayon a de la sphére, # faut prendre| gy = 4neqa’ 8y |,
et on obtient :

3
V= Egrcosﬁ(g-i - 1)

n e
i On dispose d'une iolution de Fdquation de Laplace, Verifiant fes conditions aux Timittes 3 Vinfini § &
i an retrotve le champ uniforme, Finfluence de fa sphéré ne s'y faisant plus ressentir. L sphére de-

1 fayan 4 ot equ:pntenheﬂe. If reste avérifier que s charge totaie est nulie pour utlluer le, thec-
i réme d'unicité. ;

La solution trouvée & la question 2.c. implique que la perturbation du champ doe & la
sphére conductrice & Iextérieur de la sphére est égale au champ créé par un dipale placé
au centre de la sphére.

Si 'on applique ie théorgme de Gauss & une surface fermée autour de la sphére, on trou-
vera donc que la charge intérieure 2 cette surface est nulle, La charge totale de la sphére
conductrice est done bien nulle,

On dispose donc bien de la bonne solution.

El

. . -
: 2 ~ Electrostatique des mifieux conducteus:




Crest aussi 2 solution que Fon cbtiendrait en imposant up potentiel nul 3 la sphére conductrice 3

{sphére relide au sol).
Pour. trouver la distribution de charge, on calcule le champ ala surface dis conducteur {if dont

&tre norinal 3 fa surface), et on uuhse le théoréme de Coulomb, 4

3
“E = Eecosﬂ{l + 3’%}’ soit, & la surface de la sphere : E (4) = 3Ejcos8.
3
« By = Eosine[% - 1), soit, & Ja surface de la sphére : Eg(e) = 0, comme préva.

Donc la densité surfacigue de charges & la surface de la sphére vaut :

o = g,E{a) = 3g,Eycos8

On retrouve bien que la charge totale est nulle.

: Le champ a f‘mter:eur de fa sphere étant nui cette dlstr;butnon surfaq ue cré
i uniforme & {intérieut de la sphére. © | : :

% & Tt suffit de rajouter au potentiel précédent celui d’une charge +  placée en 0.

Le poterttiel de la sphére serait alors{ ¥V = ‘1—1—_%—6 &t la densité surfacique :
TEg

2]

o=t 3epEycos8

ST

‘Dans un conductedr,
“soit eqmpotentlel

4 Les conducteurs donnant a Forme dés eqmpotentselies ob'c ferche des sol
X 'quatwﬂ de Lapface permettant d'obtenir ces equupotentlelles g o
' alcule alors Ié potentiel des’ conducﬁeurs ef: Eeur charge ota!e_ |
d adapter Ies para, etres pour obtemr ung s fasse aux condltl n;
hmltes.‘ ) :

’ Etectromapnétisme MP, PT, PC, B o N, Class pripa




2~ Pi_égé de Penning (d'apfé;'ﬁlNa ;;!e)

Dans une région de Pespace ot Pon superpose un cha:hp &lectiostatiqie ef
champ magnétique de géométries appropriées, on peut p:eger une particule &
mentaire chargée {« pidge de Penninig »}. !
On étudie dans cette exercice la partie électrostatxque de'ce p:ége

5\ T On considére une région de Pespace vide de charges oil regne le seui chami
. Vo L

¢ Representer Pallure des eqmpotenhelles dans Bl plan me
préciser Ja nature de ces courbes et leurs a.symptotes o
d. Comparer le dispositif utilisé en pratique pour créer V(vou'
a gauche) au d:spoamf qui serait idéal, eff que 1’on prec:ser'

A Mouvement axls,i . L
Ecrire Ia projection de I'é quatmn du mouvement sur
tion portant sur Vo, le mouvement reste»t—il « conﬁné » a ‘

metd - .
AN Calculer @, pour d = 5mm, Vo -12 V," ¢ =

=9, 11 10-3kg, S
b. Mouvement transversal

Montrer que lorsqu'il y a conﬁnement longxmdmal, il y a pas. :"nﬁ
transversal.

EX

.2 - Electrostatique des milioux conducteur:




%}3 Pour piéger la particule, il est nécessaire d’ajouter un c:hamp' magnétsque pami ._

lelea Oz: B = B?a. On notera ©, = % la pulsation cyclotron assogiée. =
a. Mouvement axial R LT
Etudier brizvement Iz projection sur Oz du mouvement ¢'uin électron dang
pigge. P
b. Mouvement transversal _ R e L
i)  Ecrire en coordonnées cartésiennes le systéme différentiel associé ati |
mouvement transversal dans le plan x0y. BRI
i) En déduire Féquation d’évolution de la variable complexe §
i) Montrer que lorsque B est supérieur & une valeur critique B, qu
déterminera, le mouvement transversal reste bomné au voisinage.de. 0,
Déterminer la valeur numérique de B, R

»

Pour qu'une fonction représente un potentiel dans une région vide de charges, il f_at:.;t. t{u'el!e_
vérifie I'équation de Laplace. PR

“Anseemr

o 9w ¥ W
a AV = W+a_}'2+§<':—2_ ] i
b. En coordonnées cylindriques d’axe Oz, le potentiel s'&crit :
¥y
e
il a donc Ja syr:iétrie de révolution autour de Oz, il en est de méme du champ qui en
dérive.
¢ Les équipotentielles sont des hyperboloides de révolution, dont les traces dans le plan

{200-4) = 0 donc o = 2.

v (247~ %), il ne dépend dong pas de 6.

méridien sont des hyperboles d’asymptotes d’équation z = % r'%—ﬁ {voir figure}.




d. Pour que le dispositif soit idéal, il faudrait que les conducteurs sdient des hyperbolot:
des infinis. Dans la pratique, le potentiel aura la bonne valeur excepté prés des exirémi-
tés des conducteurs si Pon peut négliger les effets de bord.

Va
Pour cela, il faut que Péquipotentielle + ,§, 50it & la distance z; = 4 du point O et I'équi-

¥,
potentielie ~—§-u 3 la distance 7, = 4.2 de O.

5
} 2 8lectron de charge - ¢ est soumis 4 la farce -eE, avec:

-3 —

E = —gradV = c‘!2( 25? +7).
a. Le mouvement de Pélectron, en projection sur Oz, est dormé par I'équation

14
7= —2z Pour que la solution reste finie, il faut que ¥, soit négatif.

md*
~e¥y . .
On pose alors , = e et le mouvement est harmonique de pulsation w,.

AN.: @, = 2,9- 108 rad -5, :
)
b. Le mouvement transversal vérifie alors Péguation ¥ = -5‘5? dort les solutions ten-

dent vers Vinfici.
Il 0’y a done pas de confinement transversal 't y a confinement longitudinal, et récipro-
quement.

-
» 3 La force magnétique s'exergant sur la particule est la force de Lorentz, — e A B, soit
~ey BE + ex B2, = moa (-5, + :%?y).
a. Le mouvement axdal n’est pas perturbé, la force magnétique &tant perpendiculaire 2 Oz
b. i}  En projection sur le plan x0y, les équations du mouvement s'écrivent

.G i s O
X 2x~m€yey—?y+ X .

2
2 P s - m
i) E-ind-% =
i} Le discdminant de I'équation caraciéristique est réel et sécrit A = Qaﬁ—.mf.
Pour que le mouvement soit borné, il doit étre négatif, donc o, > cezﬁ, ce qui se

traduit par :
~ Wy
B> Bc w (2 P

AN.: B, = 2,34 -10-* T, grandeur trés accessible.

i Ce dispositif est utilisé en pratnque pour fanre des tests de mecamque quant:que sur un mspo:nbf
T 3un seu! efectr I C i
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saifes, parties réelles et imaginaires des deux constantes d'intégration complexes.

° Pour créer un potentiel dlectrostatique donné, entre deux dquipotentiefles, il suffit
de « métailiser » ces équipotentielles et de les porter au potentiel convenable 3
I'side d'un générateur.

¢ On ne peut pas pidger une particule chargée dans un champ électrostatique agls-
sant seud, il faut pour cela lui ajouter 'action d'un champ magnétique.

* Pour-étudier fe-mouvement d'une particule dans un champ magnétique suivant Oz,
il est souvent astucieux d'utiliser fa variable complexe x 4+ iy pour étudier fe mouve-
ment dans fe plan xOy. La partie réefle de Ja selution donnera le mouvement suivant
Ox et la partie imaginaire le mouvement suivant Oy. Les qualre conditions initiales,
position et vitesse sur Ox et Oy, Fourniront les quatre constantes d'intégration néces-

I Electromagnétisme MP, BT, PC, PSI. ¢ utwn, Cur pipa




* Currigd p. 51

Condensateur diédrique

On considére un condensateur diédrique, d'ardte Oz
formé de deux portions de plans rectangulaires, de
longusur (5~ a), de largeur Z, distants de a de
Pagéte, formant entre eux un angle & (voir figure).

I

L. On rappelle expression du Laplacien en coor-
données cylindriques :

_1a/.3Uy . 1WA
AU = ?é?(’*a“:)*:ié”é‘f*?s;z'

En déduire la capacité du condensateur, en négh-
geant les effets de bord.

2. Retrouver ce tésultat en le considérant comme
une association de condensateurs plans d’épaisseur
variable.

> Lervigd p. 52

Diode a vide

Deux plaques métalliques planes, d’aire & et dis-
tantes de 2 sont soumises dans le vide 2 une diffs-
rence de potentiel I/ Dune des plaques,
cathode, dont le potentie! est prs comme réfé-
rence (¥, = 0}, émet des électrons par effet ther-
moélectronique {on les considérera émis sans
vitesse initiale}. Ces &lectrons sont captés par
Pautre plaque, I'ancde, polarisée positivernent :
V4 = U>0 (voir figure).

On néglige les effets de bord, cC'est-d-dire que les
grandeurs physiques ne dépendront que de #, dis-
tance du point considéré & la cathode.

vix}
R,
@

U

1. Donner la relation fiant la vitesse des électrons
v{x} au potentiel V(x) entre les électrodes.

2. Donner 'expression du module de Pintensité du
courant [ traversant la diode, en fonction de p(x)
densité volumique de charge, v(z), et & aire des
électrodes.

3. A Paide de Péquation de Poisson, établir Iéqua-

tion différentielle vérifiée par V(%) entre les élec-
trodes.

4. Résoudre I'équation obtenue en 3. en cher.
chant une solution er x%, et en déduire la relation
I(U} caractéristique de la diode. {On admettra
que fe champ électrique est nulen x = 0.)

> (orvigé . 52

Pression électrostatique

1. Pour caleuler la force électrostatique exercée
sur la charge pdt au point M, centre du volume
dt d'upe distribution, i ae faut pas prendre en
compte la contribution au champ en M de la
charge elle-méme.

Soit une sphére de rayon ¢, uniformément chargée
avec la densité volumique uniforme gy, Calculer
le champ créé par la distribution a l'intérieur de la
sphére. Vérifier qu'il est nul au centre, et qu'il &y
a donc pas de précaution particulidre i prendre
pour une distribution volumique (ce m'est pas le
cas pour des distributions surfaciques).

2. On modélise la répartition de z

charges au voisinage de la sur-
face dS de normale 7, d'un

conducteur par une densité ”/
volumique uniforme plz) = py o
sur une couche d'épaisseur ¢ petite devant la
dimension caractéristique de d.5 {voir figure) :

sio 2<0 ou z>e: pl2y=0; s O<z<e:

plz) = po-

43
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a. Caleuler le champ E 4 lintérieur de cette couche.

b. Calculer la force électrostatique qui s'exerce
sur un volume dt = dxdydz de cette distribution.

¢ On fait tendre p(z) vers Vinfini ot ¢ vers 0, et
on appelle o a densité surfacique de charges ainsi
obtenue.

i) Rappeler la relation lant o, p(z) ete

#) En déduire, en fonction de <, la force qui
Sexerce sur Pélément de surface du conducteur
dS=dxdy. Montrer gue c'est une force de pression,
et donner I'expression de la pression électrostatique.

3. Application : Soit une sphére de rayon R, portée
au potentiel ¥/ On pose au sommet de cette sphére
urn petit disque mince conducteur de rayon g et de
masse {nal.

a. Calculer la force électrostatique s'exercant sur
ce disque.

b. Pour quelle valeur V; du potentiel, le disque se
souldvera-tdl ? Quelle est alors la nouvelle force
électrostatique qui agit sur lai ¥ Expliquer lorigine
de la discontinaité de la force.

¢. En supposant qu'il est astreint & n'avoir que des
mouvements verticaux, i quelle hautewr se
stabilisera-t-il?

d. On diminue progressivement le potentie! de la
sphére. Pour quelle valeur ¥y du potentiel, le dis-
que se reposera-t-il sur la sphére ?

4)
£tude d’une machine dlectrostatique
(d'aprés ENSI)

Un condensateur cylindrique € dont le diélectri-
que est en verre de champ disruptif £ et de per-
mittivité relative g, a son armature interne P
mobile en transiation selon son axe, 4 la manidre
d'un piston au moyen d'une tige isolante’ I Les
armatures externes et internes ont méme longueur
L4 et pour rayons bet ¢ avec b~ g << a. Lalon-
gueur du tube est suffisante pour qu'on puisse la
considérer comme infinie. On négligera les effets
de bord des armatures.

La position de P correspondant aux armatures en
regard sur toute leur longueur L, sera dite posi-
tion « 4 », Dans eette position, Parmature interne
P vient en contact avec une butée métallique 4
portée & un potentiel fixe ¥, par rapport & larma-

» Corvigé p. 53

Electromagnétisme MBP, PT, PC, PSE. 0 taban, Gl pripe

ture externe prise commume référentiel des poten-
tiels (potentiel du sol). Darmature P prend la
charge ¢, (voir figure).

Pour les applications numériques, on prendra :
L;=10em;a=5cm,;b~a=01cm;e =6;
Vy=500V; K = 100kV-mt.

La
P ee————— T B
b 72727 -
[""T [F=—fmg——s" 3 X
- | S g N S S

L,
A

1. On rappelle que la capacité d’un condensatenr
cylindrique est proportionnelle 2 la longueur L des
armatures er regard 1 C = ol (o0 désignant ane
constante).

Donner une expression approchée de o.

Calculer € littéralement et aumériquement.

2. Partant de Ja position 4, on tire progressivement
Phors de Parmature externe.

Quelle sera la position limite « B» pour ne pas
endommager le diélectrique ?

On indicera par 4 et B les grandeurs relatives aux
positions « 4 » et « B» dans tout le probléme.
Caleuler Ly, Cp etla tension ¥ aux bornes'de €

3. a Ferire le bilan de I'énergie 8lectrostatique
W, acquise par Cdans la translation de Parmature
maobile de la position 4 2 la position B, et Fexpri-
mer en fonction de Q.

En déduire le sens de Ia force que 'on a di exercer
sur Ja tige Tselon Paxe du condensateur orienté vers
Pextérieur. Donner la valeur numérigue de W,

b. Quelle est Pénergie W, fournie sous forme élec-
tricue par Pextérieur # Donner sa valeur numérigue.
Que suggdre la comparaison des deux résultats

dessin non & I'échelle

"précédents ?

4. La course de Farmature mobile P est limitée en
position B par une butée métallique B, reliée par
un fil métallique de trés faible résistance & I'arma-
ture d'un condensateur de capacité T dont P'autre
armature est reliée au sol.

Cuelle est la tension ¥ finale d'éguilibre aux bor-
nes de T aprés que, partie de 4, Parmature P ait
touché la butée £ ? On exprimera ¥ en fonction
de Vy et des grandeurs géométriques.

Donner Ja valeor numérique de ¥, avec I’ = 5 nF.




5. On fait revenir Farmature mobile P de ia posi-
tion B précédente & la position 4 puis aller de nou-
veau en B. A chaque contact de butée en 4 et B,
on attend équilibre électrique, atteint d'ailleurs
presque instantanément. Exprimer en fonction de
Vg la nouvelle tension ¥, aux bornes de I". Don-
ner sa valeur numérique.

6. Partant de I'état précédent, on réitére les opéra-
tions de va-et-vient.

Donner I'expression de V,~¥V; en foncton de
Vn‘_l - VB-

Quelle est la valeur de la tension ¥, aprés n- 1
opérations ?

Calculer la tension limite V, de charge de I'.
Retrouver directement ce résultat par le raisonne-
ment. Donner la valeur numérique de V.

= Corvige . 54
Etude d'un colioide (d'apres £515)

Une solation colloidale est une suspension dans
Peau de particules chargées de méme signe. On
suppose que ces particules, de trés faible dimension,
sont cependant de taille notable devant celle des
ions qui les entourent, ions d’une eau plus ou moins
pure constituant Pélectrolyte de la solution.

Ces derniers, quasi-ponctuels, portent la charge
g = ¢ ouwg{~¢étant la charge de Pélectzon) et ont
ia densité volumique N, identique pour les anions
et les cations (neutraiité globale de 1'électrolyte).
Ces ions, soumis & un potentiel ¥, se répartissent
en moyen.ne se!on la foi de Boitzmann:
NE
No
température absolue, et k la constante de Boltzmann,
La population des particules est icl considérée
comme suffisamment diluée dans la solution pour
que champ et potentiel &lectrostatiques 4 leur voi-
sinage ne soient créés que par 'une d’entre elles et
les fons qui P'environnent.

Ces particales portent une charge & que 'on sup-
pose uniformément répartie 4 la surface d'une
sphére de rayon r,.

1. Calenl de la densité de charge

On ne s’intéresse ici qu'a des rayons r = r, autour
d'une particale.

a. Etablir Pexpression de la densité volumigue de
charge p entourant une particule en fonction de
N, e Vet kT

= eXp- T kT’ oit Vest le potentiel local, Tla

b. Que devient cette expression lorsque Pon peut
considérer el << kT'?

2. Loi du potentlet V()

On admettra dorénavant que Uhypothése e << kT
est vérifiée, 4 savoir que Pagitation thermique est pré-
pondérante pour la description du systéme.

a. Ecrire léguation de Poisson obtenue dans ces

gokT
conditions. On posera A2 = penn-e et en déduire

2Nye
I'équation différentielle vérifiée par U{r) = rV(n).
Rappel : le Laplacien en symétrie sphérique s'écrit
134V

8V = s5m

b. Donner la solution générale de cetie équation.
Simplifier, en notant que V(r) doit tendre vers
zéro 4 D'infini,

Soit A [a constante d'intégration du terme conver-
gent. Donner Fexpression de Ven fonctionde A, »
et A,

¢ Donner une interprétation physique de A, Cal-
culer, pour les données suivantes, la valeur de Ny,

o= 5107, A=20Q, 7, &= 16-10-9C,
k= 1,38.10-38]. K-,

g = Fom-,

1
36n - 109
I = 300K ]
d. Ecrire, toujours pour 7> 7y, le champ créé par
une particule considérée comme un conducteur
parfait, si elle était dans le vide.

En déduire la valeur de A en foaction de @, g4, A
et 1.

Donner l'expression de ¥{r) en fonction de Q,
€ A, Tp ELT

3. Forces dans le systéme cofloidal

a. Kcrire Pexpression de la force F = |7} s'exer-
gant enfre deux particules de colloide £loignées de
Ia distance d (d > 2v}, en fonction de @, &, A,
o et d :

b. Comparer avec la force F; = !ﬁd s'exercant
entre ces deux mémes particules dans le vide.
Commenter,

¢. Calculer le rapport £ avec les données précé-

Fy
dentes, et £ = 100r;.
Calculer ce méme rapport pour une densité N,
multipliée par 10. Expliquer alors ce gue Tom
appelle en plysique la floculation, ou formation de
gélatine,

2 = Elactrostatique des milieux conducters
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Influence d’'une droite chargée
sur un plan conducteur (¢ apeés ENSET)

Soit un plan conducteur au potentiel 0. A vne dis-
tance d du plan, on place une droite (D) chargée
uniformément avec la densité linéique L. On veut
comnaitre fa répartition de charges sur le plan, et la
force dinteraction entre fe plan et fa droite chargée.

1. Soient deux droites chargées avec les densités
linéiques uniformes +A et ~A, paralléles et distantes
de 24 :

a, Montrer que le champ créé par ces deux droites
dans le demi-espace contenant {D) est le méme
que celui créé par fa charge (D) et les charges du
plan conductenr.

b. En déduire la chazge surfacique induite sur le
plan par la droite (D). Quelle est la chasge portée par
unité de longueur paraliélemnent 3 ka droite du plan ?

2. Quelle est la foree exercée par le plan sur la
droite par unité de longueur ?

3. a. Pour les équipotentieles proches de la droite
(D), montrer que Pinfluence du plan est négligea-
bie, et que I'on peut donc les considérer corme des
cylindres de révolution autour de la droite {m.

b. Lexercice modélise un conducteur caténaire de
traction é&lectrique & courant continn de rayon
0,5 em, paralléle au plan du sol 2 une hauteur de
6 m, porté au potentiel ¥, = 1 500 V.

Que vaut le champ sous la ligne au niveau du sof ?
Quelle est la valeur du potentie} & Ia cote 1,80 m
au-dessus du sol, a la verticale du conducteur ¥ Un
individu mesurant 1,80 m est-il en danger lorsqu’il
passe sous la ligne (voir figure) ?

A
(D} momoomesmmmasfameerere = = = = 5 5 =
d
_%_JL”

-L
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Ftude d'une jonetion P-N {d'aprés EN5I)

1. Jonction P-N isolée

En théorie, une jonction P-N pourrait étre réalisée
par soudure en x = 0 d'une surface de semi-

Efectromagnéﬁsme MP, BT, P, BSE. 0 muban, Close pripe
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condueteur dopé P et d'une surface de semi-conduc-
tewr dopé N. En pratique, on part d'un méme
substrat semi-conducteur monocristallin préalable-
ment dopé P et Pon réalise la zone dopée N par
diffusion gazeuse d’atomes pentavalents donneurs
d*électrons {voir figure).

H N
s e H
P! PN
| :
) V
X bi x
w
ol
Naa
+
Xa
J - [ X
b = NGB
)
al densité volurmique des portgurs
da charges moblles
Np oo
_—I ,,,,,,,, N,
X

Finalement, on peut considérer un semni-conducteur
dopé N comme un gaz d'électrons libres de densité
vohurnique Np dans un solide et un semi-conductenr
dopé P comme un gaz de porteurs positifs de
charge +e = 16109 C de densité volumique
N, Les semi-conducteurs N et P sont globale-
ment neutres dans la mesure olt les charges libres
sont compensées par des charges fixes.

La jonction P-N est la zone frontidre séparant la
région P de la région N.

Dans la mesure of I'épaisseur » de la jonction est
faible devant sa surface, on la considérera comme
illimitée dans les directions yet z

Au moment de la création de la jonction, les élec-
trons de charge ¢ du semi-conducteur dopé N ont
tendance & diffuser dans le semi-conducteur dopé
P, en méme temps que les porteurs de charge +¢
du semi-conducteur dopé P ont tendance & diffu-
ser dans le semi-conducteur dopé N.

Finalement, la région {0 <x<<xp,) ixitialerment
neutre est vidée de ses électrons libres, et devient
uniformément chargée positivement avec une
densité volurmique p(x) = Npe, et la région
{x,<x<0) nitialement neutre est vidée de ses
porteuss de charge positive, et devient uniformément




chargée négativement avec une densité volumique
p(x) = -Nye.

Dans le cas du silicium de permittivité relative
ggc = 3,67, on observe, & température ambiante
T = 300K, que la barritre de potentiel créée
entre les régions N et P est ¥y = 0,7 V lorsque
Ny=10-10%m? et Ny = 2,0 109 m3,
On admet que Pexistence d’une permittivité rela-
tive Ego se traduit par le remplacement dans les
formules de |'électrostatique de g, par gy8ge.

a. Calculer et représenter en fonction de x la
répartition du champ électrique £(x) lorsque le
semi-conducteur n'est sournis & aucune excitation
extérieure.

On justifiera que le champ électrique est nul en
dehors de la jonction {x < x, et £ > xp).

b. Calculer et représenter V(x) dans les mémes
conditions.

¢ Exprimer et calculer, toujours dans ces condi-
tions, épaisseur @ = x5~ x4 de la zone de jone-
tion vidée de ses porteurs de charge ou zone de
charge despace en fonction de egp, ¥y, Ny et
Np.

2. Jonction P-N soumise a4 une différence de
potentiel extérieure

Lorsque Pon soumet la jonction P-N 3 une différence
de potentiel extérieure Ve, la barriére de potentiel
entre les régions N et P devient (V,-V 4. Le

modgle précédent reste valable, mais les valeurs de
X, et xp sont modifides.

» Lorsque ¥ est positif, la barriére de potentiel
est abaissée, et I'on observe le passage d'un cou-
rant entre Panode et la cathode.

+ Lorsque V4 est négatif, la barriére de potentiel
est surélevée et Pon observe un courant inverse
I = {o< 0 d'amplitude négligeable.

Ces deux états, conducteur et isolant, caractérisent
le foncticnnement en diode de Iz jonction P-N.
On va dintéresser 4 la jonction polarisée en
inverse par une tension Vyy = ¥ <0 ot étudier
son comportement vis-3-vis de petites variations §
de la barzritre de potentiel.

2. Donrer Vexpression de la quantité de charges
stockées respectivement dans les régions Ox, et
Oxp en fonction de g0, §surface de ia jonction,
Ny Np, Vo et 0

b. Caleuler ces quantités de charge en utilisant
V=~V ==35Vet§=1mm?

¢. Lorsque Fon superpose une petite variation de
tension 3V 2 la tension ¥, on observe une modifi-
cation de la largeur w de la zone de jonction vidée
de ses porteurs de charge, associée & une modifica-

tion de la charge stockée dans chacune des régions -

Ox 4 et Oxp,.

Déterminer et calculer la capacité de la jonction
associée A ces petites variations de tension et de
charge.

2- Electrdstatique des milieux conducteurs
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Taster ses connaissances

é T Réponse a. Fawc La solution V=0 en tout
point extérienr au conductew vérifie les conditions
aux limites, Cest donc la solution. E est doac nul par-
tout & Pextérieur du conducteur. D'aprés le théoréme
de Gauss, la somme de la charge totele ¢ du condue-
teur et de ln cherge de la cavité estnulle : Q = ~
Réponse b, Vrai et Réponse d. Faux. Le champ étant
nui en (ot point de la surface extérieure, la distribu-
ticn surfacique est nuile en tout point d'aprés le théo-

- réme de Coalomb.

Réponse ¢. Vrai, On dit qu'il y a influeace totale. Ces
charges ont &¢ foumnies par l& générateur de poten-
tiel nul pour compenser 4 l'intérieur du concucteur
le champ di & la charge 4¢ En général, la distribu-
tion n'est pas uniforme.

P 2 Réponse b. Faux. I suffit de considérer deux
condacteurs symétriques par rapport & un plan (I1),
portés awx potentiels ¥ et ~ %, : ([7) sera plan de
symétrie pour les volumes conducteurs, et plan d'anti-
symétrie pour les répartitions de charge.

Pour que ce soit vrai, il faudrait que les potentiels de
ces conducteurs atent les mémes symétries que les
velumes conducteurs.

B 3 a Cene propriété est divecternent hee alx deux

propnetes du champ électrique : LotE =0 a
dwE E,‘ ou, de maniére equwalente Y
&
Q :

F-db=0 et E = ==
2 B
5i l'on choisit Oz perpendlcu- z
laire & l'élément de surface
dxdy chargé avec la densité
surfacique ¢ la circvlation sur i T

la courbe orientée représentée

sur Ja figure ci-contre. §'écrit, en faisant tendre la hau-
teur du rectangle vers O ce gui rend nulles les contri-
butions des deux cOtés normaux & la surface :
(Edz,)~ ELz B, =0, soit: E (g}~ Efz )=
continuité de fa composante x.

(n démontre de méme la continuiié de l2 composante ¥

Sy ) o
rotfo = O entraine la continuité de la composante
-
de E tangente 4 la surface chargée.
Lo  théorgme de >

Gauss appliqué & la
surface fermée repré-
sentde sur la figure
ci-contre s'écrit, en

faisant tendre I'épaisseur vers 0 ce qui rend nuile la

contribution au flux des surfaces latérales :
(Efz, )~ Efe. 88 = gé_é" scit une discontinuité

g de la composante normaie 3 la surface chargée.
o

\ o
| divE = £ entraine une discontinuité de Ia com-
! £y = -3

! Ga

| posante normale 1 Ey, ~ Ey, = gl {
t

Lensernble se traduit par Pexpression :

On peut, de manigre équivalente, démontrer ces pro-
priétés A partir des équations focales et des dérivées
partielles, On remarque que seules les dérivées par rap-
pott & z pourront éventuellernent devenir infinies, con-

duisant 4 une discontinuité d'une composante de E:

ok, JE,

9k, ok, . W

3 9 0, donc #n'y a pas de discontinuité de Z,.
. QE, JE, "o . .

De méme, 57 0 0 etil 'y a pas de disconti-

nuité de £,

_8_{3,, aEM-éf;‘ =2 avee peros, et g0,

[
dx dy dz g 3E
La discontinuité se peut porter que sur - N

Par définition, ¢ = rp(z)dz. En sommant sur
]

Pépaisseur ¢ et en faisant tendre ¢ vers 0 :

iem f(af" oF, &E)dz

limy 3 {5 dy 5 hm{EZ(e) E, (00

. e O
'y a donc une discontinuité ~ de la composante
4

normale, de Vintérieur vers 'extérieur, el continuité
de la composante tangentielle, ce qui se résume &

. r 7 )
I'expression vectorielle Ey— B = =-fy5.
o

b. B suffit dappliquer le théorgme de Gauss & une
surface dans 'épaisseur de I'armature externe entou-
rant complétement Parmature interne. Le champ
étant nul dans fe conducteur, fa charge intérieure &
cette surface est nulle ; elle est composée de la charge
3 la surface de Varmature interne et de la charge &
la surface interne de armature externe. Ces deux
charges sont dorc égales et opposées.

|
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k 4 2. Sauf cas exceptionnel (Bmission thermodlectro-
nique, effet photoslectrigue) les &lectrons ne peuvent
pas quitter te conducteur. Cest donte qu'd la surface
du conducteus, il y 2 une force exercée par le réseau
métallique du conducteur sur les électrons, égale et
opposée 2 celie exercée par le champ électrostatique.
D'aprés le principe de l'action et de la réaction, le
réseau est donc soumis 3 une force égale & ceile que
subissent les électrons qu'il maintient & sa surface.

b. 5'd y avait un extremum du potentie] en un point 44
par exetaple un maximurn, les lignes de champ diver-
geraient & partic de ce point, et le flux sortant d'une sur-
face fermée autour de ce point serait positif, ce qui est
impossible £l n'y a pas de charges. Un équilibre stable
correspond 2 un minirsem de potentiel, et est done
irréaiisable ainsi.

Remargue . cela w'eropéche pas Uexistence de points
oft le champ sevait nul : ce qui correspondrait alors &
ua minimum de potentiet dans wne divection, et & un
maximum dans un autre {profil en « selle de cheval »,
voir ci-dessoush

\ \
AT AT

|
NN

L 5 A Pintérienr de la cavité, Péquation de Poisson

reste inchangée, ¢t les conditons aux lisnites sur la
cavité sont inchangées. Il 0’y a donc aucun effet élec-
trostatique 3 Pintérieur de la cavité.

Le raisonnement est ke méme pour I'extérieur : le
conducteur porté 2 un potentiel ¥, sert d’écran éec-
trostatique entre l'intérieur et Pextérieur. La réparti-
tion de charges change sur le conducteur pour
compenser les changements du champ dus aux
madifications des répartitions de charges.

Clest le principe utilis? pour la cage de Faraday : le
grillage dtant équipotentiel, la surface quil délimite
est globalement équipotentiel, les déformations de
Féquipotentielle portant sax des distances de I'ordre
de grandeur de la taflle du maillage. Sila cage esta fa
masse, on est dans le cas précédent. §i elle n'est pas
reliée, 'effet sera le méme & condition que ensemble
des dispositifs intérieurs sofent isolés de l'extérieur.
Une modification éventuelle du potentiel de la cage
s'appliquerait alors & P'ensemble du dispositif inté-
rieur, sans modification des champs électrostatiques.

Savoir appliquer le cours

.7
1L E=~ng=izx%%§)[I+£)?,.

2. a. D'aprés le théoréme de Gauss, la charge inté-
rieure 3 une sphére de rayon 7sera

O(r) = 4arley £(r) = qexp(—‘—:}(l ,,,’.')‘

a
S5i on fait tendre rvers 0, O(r) tend vers g:il y a
done une charge ponctuelle en 0,

Si l'on fait tendre r vers Pinfini, Q(r) tend vers 0:
cette charge ponctuelle est dong entourée d'un nuage
de charges négatives de densité volumaique p(r).

Entre les sphéres de rayon ret v+ dr, il y aura une
do(n
dr én,

charge 41r2p(r)dr = s0it

=40 g I
P = dmrdr 4nra2ex?( a]

)

e T T dr U dma a

+-zeol )
Inrd TP\ o)

1l ne faut pas oublier de rexarquer la divergence en »;

du potentie en O signe de la présence d'une charge

en 0. En fisant tendre 7 vers 0, on retrouve le patentiel
créé uniquernient par cette charge, qui vaut dong +4,

Z - Eiec‘tmstahque des mifieux conducteurs l
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Remargue : vae discontinuité de b dérivée de ¥in)
indigueral la présence d'une charge surfacique.

3. La contribution au potentiel de la distribution voln-

, - _Ld( (J)m soi
mique est: V Tas exp : 1}, soit, en O un

puits de potentiel de et = 27 volts : & compar
41eqa

ver avec 'énergie d'ionisation de 13,6 eV de l'atome

d’hydrogene.

Z 1. Dans le référentiel en rotation, I'équilibre
g'écrit en tenant compte de la force d'inertie axifuge :

5
e E+ mewi¥, = 0,
-+
Dans le conducteur a Péquilibre, E n'est done pas
s W
nul, mais égal & ;(z)*r?,.

2. La différence de potentiet entre I'axe et le centre

T ! o m gl
secnt.EV{a)mV(G) =——uly

p = eodivzi = eodiv(?m%x?xu?,)) = 2%1800)2,

indépendant de la charge totale § du conducteur.

Le conductenr étant isolé, U apparait un surplus de
charges au voisinage de fa surface.

AN.: ¥(a) -V = -2,8 10t yolts, Clest donc
toujours négligeable, ef on pourra coasidérer le
volume comme équipotentiel. De méme la densité
volumigue de charges est négligeable, ¢t on pourra la
considérer comme nulle comme dans un conducteur
immobile.

3 1. Le probléme est & symétrie sphérique.
Q@ = dneyaly.

gV
2. La densité surfacique estdonc ¢ = WQ,... =20
4mat a

et te champ & fa surface, d'aprés le théoréme de

Coulomb ?3‘ = 293,.

3. Le rapport des charges est égal au rappoft des
rayons, fe rapport des champs est inversernent pro-

. Qa2 £ b
portionnel an rapport des rayons : 5 0 E "
Le champ est done pius intense dans les régions de
faible rayon de courbure : c'est ce qu'on appelle « le
pouvoir des pointes ». Les pointes présentant des
rayons de courbure teés faibles, le champ & leur voisi-
nage est trés intense, au point qu'il y a parfols ionisa-

tion de l'air dans ce wvoisinage, qui devient
conducteur : 1 se produit alors une décharge sous
forme d’une &tincelie.

Cela favorise en particulier le passage de la foudre,
d’oi: le principe du paratonnerre.

4. Loin du conducteur, les équipotentielles prennent
une forme quasi-sphérique, centrée sur le conducteur.
Les lignes de champ s'infléchissent au voisinage du
conducteur pour arriver perpendiculairement & sa
surface (voir figure).

En partant de deux tubes de champ de méme section
loin du conducteur, les lignes de champ sont plus res-
serrées ld ol tes rayons de courbure sont les plus fai-

w3
bles. En dehors des conducteurs, le flux de £ est
conservatif. Dong, si a section du tube de champ est
plus faible, le champ est plus intense.

5. Le rayon de la Terre est suffisamment grand pour
que T'on puisse négliger ses variations de potentiet
lites & des échanges de charge. Clest donc upe
source de potentief qu'on prend cormme référence.

4 1 On néglige les effets de bord, c'est-a-dire que
f'on considere que le champ ne dépend que de ren
coordonnées cylindriques.

Eapplication du théoréme de Geuss 4 un cylindee de
hassteur A et de rayon @ < r < b donne Pexpression du

"3
champ entre les armatures ; £ = 2, siQeth

el
2reght
charge portée par Parmature interne de bauteur 4 On

. A I -
en déduit le potentiel : ¥ = 2-—1%(,1“" en prenant Porl
gine des potentiels sur Parmature externe.

Viey-¥V(5) = 2an0 leng’ et la cepacité du conden-

_ Anegh

En(g)

sateur s'écrit ;|

| élamﬁiéénétisma MP, PT, PC, PSE - & Norkowy, e priga

c




Si le condensateur est de faible épaisseur ; Lensemble peut &tre considéré comme deux con-
densateurs en sére :

_2megh  2regk

p=h-aa, | Cs — =il one pZ P11 171 1 1 1t 171
DUl | bbb okl
la[2} In[1+- C7C 70 " imea ¢ 8 T Ingla "k

N
b. Entre les armatures, le champ vaut E = «mgm—-?,
ea, P dneyr2 " B B 1 Le probleme est 4 symétrie sphérique.

2 a
donc la densité volumique d'énergie 3_'2%22 }4: et 0 = 4nggaVy pour la sphére seule.
0 +
l’énergie aomle ernmagasinée entre les armatuzes : 2V, = b s0it une charge Q' = .,,f._Q
dnegy ab’ ba™’

._I 14, ridy = Q2 [ ] Q2 b-a IQQ_ " .

3gn2£ r Brégl 7l,” Sane, ab 2 C dautant plus grande que la sphére extérieure est pro-
che de la sphére intérieure, Le condensatenr permet
¢ Cela revient & métalliser Péquipotentielle de de charger davantage un conducteur A partir du méme
Tayon ¢, sans apporter de charges. Il n'y awra donc générateur électrostatique : condensation délectricité
rien de changé entre les armatures. La nouvelle sux Parmature interne.

g

dmeye’

sphére aura pour potentiel

£o8 LU O RS O § A SO B | ]
iy W 0 = T e o 2 e o D g e H
On retroyve 1z formule € p d z C;+Cg el 2 C_E+C+E 3
2. a. D'aprés le théoréme de Gauss appliqué & une 2 2
sphere de rayon 4 < r < §, le champ entre les arma- 11 .
tures vaut 3’.‘ = Iz agT 2?,, et le potentiel s'écrit done = dmggla” b _1:2 _%2 ’
V==Ce+ 412:0:-’ ce qui donne : La capacité est donc changée, et fa nouvelle charge 0
2 b-a ( 2 EEJ
Viey-¥(h) = oy o ab| ¢ )
vaut:; @ = 4Rgy——————— '
g &
La capacité vant donc 1| C = dmgys— bdba {6~ a)(C‘ - E] -~ eab

'eﬁteﬁaﬁi’népﬁ__

. ‘.Un potenne[ ne dependa::t que de 9 permet d’
“de teltes équipotentielles, 7« ¢
U= Aﬁ + B vérifie l’equa.tton de Izpla.ce Sz l&s armatures
Vz - Vl

0 neghge les’ effets de bord les armatures
sont des rioréeattx d’eqmpotentlelles 9=0¢6t8 =0,
daiis uii systéme. de coordonnées cyhndnques dlaxe Oz
{voir figure). Négliger les effots de hord consiste & congi-
T lée lignes de ¢hamp comme des cercles centvés sur
0z 0u, <e quirevient au meme, que les equ:potenheﬂes

1 )et (2} sout ax potenueis V{ et VQ. b= Vl
- venﬂe !es condmons awk hrmtes "

LA V—-V. S

. la densme surfac:que vaut danc ;.._.,,&ww,?,_ etla qha’__rge

" totale de Parmature {1 ‘ S

: Vl Verdr 7 VQL!n
- o B

o

La c‘a.paci_t_é &u'_conde'n'sateuf ést dond :

2- Efectrostatique des ;ﬁi;iez_ux conducteurs
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2. On peut considézer I'ensemble comme des conden-
sateurs en paralléles, d’épaisseur or, d'aire Ldr.
Le condensateur équivalent a done une capacité :

O= }'ee@msg

ln.
o a

-V,

v
ie champ »r- . %, esten effet de norme constante sur

les lignes de champ qui sont des arcs de cercle de rayon =
Ex prenant pour épaisseur des condensateurs plans a,

la circulation enire les armatures est dong bien la méme
dans les deux cas.

2 1. Lénergie potentielle électrostatique est — ¥ (x).
La conservation: de I'énergie mécanique fournit la rela-

5
~1~m02(x} = eV {x) |

2 i
2. Le module de lintensité du couwrant s'Serit:
I = -p(x)o{x) 8, en tenant compte de ce que la den-
sité de charge est négative.
-
3.
dst
permettent d‘cbtemr une autre expression de p(x) en
: wmd o LR
Vo« pla) = vlx)S ~  SH2eV(x)
doit l'équation différentielle vérifide par V{x) :

Ec12V A [m

tion demandée :

EQE- Les deux premigres équations

fonction de

4. SiPon cherche une solution en Ax%, 4 et o doivent
vérifier ;

I |m 5 -5 .
- @2 e iy foe A By 4
oe{on~ 1) Ax o 2eff x pour tout X, soit
2
- L . S A L.
0-2 =g &= g et AR =

- a s (.81 3 3
La solution s'écrit done V' = [4_%5) ( ) %

Elie vérifie ¥(0) = 0 et E{0} = 0. C'est bien la solu-

tion cherchée.
Pour x = d, ¥{d) = /. Donc la relation entce Jet I/

s'écrit
4SDSJ‘ 3
57

3 1. Lapplication du théoréme de Gauss i une sphére de

IR Pe . :
rayon v < g donne : Emézwr?,,qussmmuleenr=0.
o .

2. a. Dansle conducteur, le champ est nud, Au voisinage
de la surface, seules les dérivées partielles par rapport a 2

Efectromagnéﬁsme MP, PT, BPC, PSE. 0 Nuben, Gl prita

sont non négligeables, dwE 5—- = B2 done, 4

Fintérienr de la cnuche = —-z?

b. Le volume dt de cote z. de-charge det est donc

soumis & la force electrostauque i dF = E—zézdxdy? 1

[

c. i} Par définition, o = _[ p(z)ciz Poe.

gt [P
H

1:) dF = j-«-zdz_dsa‘ =£L 5

.
i
|
<
‘

Crest donc une force de pression, vers Pextérieur du conr
ot
ducteur, de valeur =

e,

3. a.La pression électrostatique vaut o la force
)

électrostatique est donc égale 2 7= ——mﬂ? l'axe Oz

2g
étant la verticale passant par le centrg ¢ de la sphére,
arientée vers le haut.
Le probléme étant & symétcie sphérique,

0 = 4nR%c = 4rgy RV, donc ¢ = EQ%, et

U NER—— -2

b. Le disque décollera donc pour = {g, soit

—

5 Vi= il_,s.gﬁ_
| o

Une fois le disque décolié, mais proche de la susface, i est
sourmis & la force électrostatique due au champ glectrique

E?,_, sourmnis donc & une force deux fois pius grande.
Ce passage du champ de ? & . est dit & ja contri-

bution ay chamyp des chasges surf&mques qui ont remplacé
celles qui sont parties avec ¢ disque. Cette contribution au

champ est Q%?c 4 Pextérieur, et - %2\: a Pintérienr pour

compenser le champ dd aux autres charges de la sphére &
Pintériewr du conducteur {figure). Cela suppose gue Fon
peut négliger Vinfluence du disque sur la sphere, et que fe
conducteur est done revenu dans son tat initial, le généra-
teur fournissant les charges nécessaires. Ce qui est réalisé si
la distance o4 la sphere est grande devant ¢ tout en restant
petite devant R, pour que Ton puisse considérer que Fon
reste au voisinage de la surface (¢ <€ d < R).

La force variera doac continiiment de —gnéi% & G—gia?c
sur ane distance de Pordre de ? 0




€. A Vextérieur de la sphére, le champ est de la forme
:—% En r = R, la force &tait le double du poids.
o

Léquilibre se fera donc a une distance 7 telie que

g = %, donc a une hautenr & = R(J/2 - 1).
d.Le disque se reposera sur la sphire pour
V=Vy= Vlf Ta force électrostatique redeviendra

alors égale 2 la moitié du poids.

) 4 1. Pour un condensateus 4 vide : en négligeant les
“gffets de bord, le probléme est 2 symétrie cyimdrique

Le champ entre tes armatures est en -1-, et g"écrit donc,

Q=
21’:89.{,7 ”

La cu'cufat:on entre fes deux armauu'es vaut @

‘ 2

V-V, = md, etha capac:te ¢= —Ti%‘-’L.
: . n z

; On obtient la capacité du condensateu.r & diélectﬂ'que

. -+
aprds le théorkme de Gauss : £ =

e
21|:£ L

L Ce ..211:80 £,
en remplagant €, par g,: o= ;

a

= 2 Egﬁ,b Z
In

Reinargue : on obtient immédiatément ¢e résultat en consi-

. derant que c'est un condensateur de faible épaisseur, donc
de capac&te.a;)a,-f = cns,;mi,
ANt G, = 1,67 oF.

2 Larmature interne est isolée, donc sa charge reste
congtairte. Elte se déplace ¥ long de Parmature pour se
oncentrer ent face de Parmature exteme

aL,‘(b a) _
R L
= aLﬂ(b a) LBb - hm_;te par la valewr

77
Eo-ay L_,,CA‘

8,35 - 10-2 nF,

'KDonc Vo Kiboa), = L
CAN.: Ly =05 em, €p =

1 Q:T Ly~ Lg
.- i) - Bt
onc W, Q AT, T,
Cette énergie est posilive : Popérateur a fourni de I"éner-
gle mécanique qui a ét transformée en énergie électros-
tatique. La force exercée est dans le sens du
déplacement, done dirigée vers Paxtérieur.

¥i oL,
3 C“(L,,

b. Lénergie élecirique fournie par Pextérieur est Pénergie
de charge du condensateur 4 par la source de potentiel

AN.: W, = )= 35107 ).

Valw,= 3603 AN 2,1-10],

Liénergie électrostatique en position B est done essen-
tiellement d’origine mécanique : on a ure machine élec-
trostatique qui transforme Iénergie mécanique en
énergie électrique.

4. Lorsque Parmature mobile P arrive du contact de B,

la charge totale de Cp et I est conservée, et l’ensemble
est au méme potentiel V.

Initialement " était non chargé, et son potentiel était pul.
Au contact de P, son potentiet devient ¥, et sa charge I'V]
Us
C,g +

tels quet (Cp+ DV, = Cply, soit: |V, = ¥y

AN.: 164 V.
§. Apres un aller-retour, armature P est dans le méme
état que précédemment, mais le condensateur I' est
chargé avec @, = TV,

La mise a 'équilibre s'éceit danc :

(CpaTWy = CaVp+ TV, = (Cy+ T+ TV, - V),

3
WVB} = “%V 1]

sait : (G + THVy~Vy) = T, s

 doa|v, = Vﬁ(p(ﬁfﬁ)’), AN.:325 V.

6. Deméme (Cp+ I, = CgVp+ ¥V,

@ (e TWaa TV, - V)

s0it : [(C’B +THV ,~V gy =TV, - V) [ou encore

T
Va=Vo = g Va=Vi:

o< )

La tension limite vaut donc ¥, = Vﬁ;j Ce résultat était

prévisible, puisque forsque le potentiel aux bornes de T
atteint ja valeur Vg, Yarmatute P cesse de le charger. . - 7 0
AN. 10KV, I POy
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b2

: 1A%
= ~2Nl,es1nh(~kwfl
b.Si eV = kT, pr- 2!:10;;( au troisigme ordre prés
kT
2. a. Lléquation de Poisson §'écrit alors
INGY _ ¥
&V = o T N
Vetant & syméurie sphérique : é dfr"m = i‘;, sgit, avee
RETIR. A
U= Y

b. La solution générale est de la forme :

Y aexp(-5)+ Boxp(+ 1))

Y(r) devant converger a l'infini, Best nul.

Viry== exp(- f—)j

V(r) =

1e champ écrit alogs ; B T(r) =

A est la distance caractéristique de l'influence électros-
tatique de Iz répartition de charge.
[ EKT

i
AN Ny=7,15.102 m-3, soit: 1,19 10~ moles -m3,
ce qui correspond pratiquement 2 Fauto-dissociation de
Pean pure (1,0 - 10-7 moles - I-1).
€. Le champ eréé par la particale de charge @ dans Je

2.

AREyry
En ces points, la contribution des fons est nulle, Cette
valeur doit donc coincider avec celie obtenue & pertir de

4
vide 4 sa surface s’écrit ; £ =

-
la formule précédente : £ = —‘%{1 + T—f)exp{—%)?,v
o

@ o)
[A 4naa{l+%’)exp(1)

Le potentiel s’€crit done :

Donc

_ O _T=Ty
46)] 4mnsnr(l+%?)exp ( ) }

3. a. La fores entre deux particules de colivide éloignées

de d s'écrit:
el (5
41:& FELVIPEY i S G

F=1A = 0lEW) =
Eiectmmagnétisme P, PT, PC, PSI.© NMobu, Gl prips

O

b. Dans le vide, on aurait 7, = - Liexistence des

o?
4rg,d”
ions modifie donc ia force d'interaction par un facteur

F htd d-7y \ s

7= (?«. T ro) exp~ {———:{-—-). fonction décroissante de 4.
La présence d’iens autour de fa charge @ diminue la force
répulsive qui existe entre deux particules chargées de
méme signe, Il y 2 ecra.ntdge de la fo:ce electrostathue

4 £ 4,05 - 10~ 2| Sl 'on multiplie

¢. Avec d = 1007,
R,

Rt i i s

la densité N, par 10, on diminue A é’un facteur /10

’.., S ———

A = 6,32r, On obtient alors A E 2.3 [O'ﬁ!
\ FB

|-

En présence d’ions dans la solution, la répulsion d’od-
gine &lectrostatique entre les particules chargées idend-
ques qui les maintenait loignées diminue fortement
avec la concentration en lons, d'ol: leur rapprochement
et Ia formation d’agrégats : phénoméne de floculation.

(

& 1. a. Le champ créé par une droite infinie, uniformé-
ment chargée avec la densité linéique A en un point A 3
fa distance r de Ia droite est donné par le théoréme de

Gauss : % Ca ,
T Qmggr
Le potentiel s'en déduit: ¥ = —Lin- olt ¢ est le
21gy

rayon de P'équipotentielle cylindrique choisie comme
origine des potentiels.
Soit 0zla nurmale au plan passant par les droites, Oxla
direction des deax droites : le potennel eréé par les
deux droites en un point M(x, y, ) s'éerit:

Ay dr )ty
Dans cette distribution, le plan z = 0 est Péquipoten-
tielle nulle, Donc, dans le demi-espace limité pas le plan
et contenant {), la solution de I'équation de Laplace
satisfaisant aux conditions aux limites est la méme pour
le plan conducteur et Ia droite {I)) et pour les deux
droites (D) et (D). Il y a donc identité des champs
glectriques pour les deux distributions de charges,
b. Dans ce demi-espace, le champ électrique s'écrit
donc, en un point M(x, y, 0} du plan conducteus:
2 —y Ao d
E(x, 3, 0) = ~(gradV)eye = “re P
La densité surfacique de charges induite sur le plan
conducteur vaut donc, d’aprés le théoréme de Coulornb :
2 4 .
T2yt

Vix, 3, 2) =




+ La charge par unité de longueur porté par le plan 'éerit : ) 7 1 Dansle moddle considérs, ¥ ne dépend que de x

=) d .
[Fampt=— f,.,t:;;d@

e

Remargue @ e résulial peul se relvouver trés rapidement,
car Vapplication du théorame de Causs & une surface
limnitée par le plan conducteur, et des plans pacalléles &
0z doit donner la meéme charge intériewre dans les
deux configurations : la charge par unité de longueur du
plan doit &tre done la méme que celle de la droite (D7),
2. Laforce exércée par le plan sur la droite est la méme
que celle qu'exercerait la droite (D) :

Le champ créé par (D) en un point de la dmite €253

?et

vant, d'aprés la formule de la question Loa. 4 Tred's

EYY
la force par unité de longueur est dome : | F= X 2,

] dmegd =
force attractive. AT N

3. a.le potenhel 3 la distance ade (D) d6 & (D) et

o Ve, 0, d-a) = o ln 22

(XX} varie entre V(x, 0, d~a) = m 2 et
- 2d+a

Vix, 0, d+a) 2_n€ In PR

Si l'on néglige « devant 4, le cylindre d'axe (D) et de
rayon ¢ peut donc étre considéré comme I'équipoten-

tielle ¥ = 2“ ln + La droite équivalente au conduc-

teur de rayon & porte la charge tindique A = 2158{,%-

In
b. Le champ & la verticale du conducteur, vaut au
niveat du sol :

3 v
JEG, 0.0 =-‘1-r~2»'.;~i?em - 205,?:, et e potentiel & la
din7y; :
d+k
hauteur £ = 1,80m:| V(z, 0, &) = 2d1ﬂd 3

G

an. Bl = 642 Vomet e = 110V,

Usn individu étant un milieu conducteur, son passage
perturbe localement la forme des dquipotentielles, et
son corps forme i Péquilibre un volume équipotentiel.
§'il est isolé, sa charge totale reste nulle. §'il ne Pest pas,
son potentiel est celui du sol, donc nul, et it n’emumaga-
sine aucune &nergie lors de son passage. Il o'y a donc
pas de risque. Le cas serait différent ¢'il tonchait la
. source de tension, ses pieds n’étant pas isolés du sol.

a. Dans ia jonction, & I'équilibre, le champ électrique
compense 'action de la diffusion. Ailleurs, le miliew est
neutre, et de densité volumique de porteurs de charge

uniforme, done Péquilibre se traduit par E = § comme
daas les conducteurs.

En tenant compte de la permittivité relative, Péquation
locale du champ s'écrit dans la jonction

d£ Nge
Xy fpual. S O EPTITY
dx £o8s0
dE Npe ¥
o PSS’ el X< X, el x>y Ew.
dx Eaksc
Nye
EFE-E A A {x—x)8,
£ofse
€
O=r<ay: B o b (x—xp)?x.
~Npe
Enxz=0, B = -————xﬂ? ad —2 ¥ : conservation

€5 " ¢ Egfsc
0 sont liés,
Nye (-7
£g8s0 2
en appelant ¥p le potentiel uniforme du semi-conducteur
dopé P.

de la charge et continuité de Eenxw

b.ox <xs0: d—«—ﬁ.(x) Vo ¥pe

Npe (x-xp)?

dr
TS Do oo ES -
O=x=sxp: 2 E(x) Vo= Vy e T en
appelant ¥y le potentiel uniforme du semi-conducteur

dopé N.
Ees variations de Eet Ven fonction de x sont représen-
tées sur les Agures ei-dessous.

£ Vixy

Vi
B0 on

Varation da £
en fonctian de x

x X /1 % x
Ve

Variation de V
an fonction de x

En x=0, il y 2 continuité de Eoetde V. Onen

déduit : - Nyxy = Npxp, soit:
~X4 _ Xp xpuxy NNy
2o L L L NNy
Ny, Np HNp N,
Nyexy Mpexy
aVerient e gn
Npexp Nyexy
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emw? ( N.&Nn)
Qegt \N 4+ NpJ'

! ﬁzeoe,c(N x ND}
eti |t et ¥t
| e N Np “E

¢. Enfonction de w: ¥y =

AN.:w=9,4-10""m = 0,94 pm.

2. a. La densité volumique de charge est uniforme et vaut
~Nye, le volume est ~8x,, la quantizé de charge négative
stockée dans la région Ox, de la zone de jonction, égale et
opposée & celle positive stockée dans la région Oxp,

NN
séerit: Qg = Nz, Se = _N:+ ;iSw = ~Qp

En remplagant w par son expression en fonction du
potentiel :

561

! ﬁlectmmagnéﬁsme M, BT, PC, PSE- 0 Nahan, Cluse prips

NN
Qp==Q,= SJzaossc(ﬁfm%)e(V‘* Pyl

b, AN.: Gp = 3,65 1010 C,

1 NyNp ¢

8Qp = 23J28035C(WJW$5V

La capacité de la jonction associée & ces petites variz-
tions de tension et de charge vaut donc :

! NyNp ¢
L §SJ28°ESC(N,,+ND)(V+VO)'
AN v = 4,34- 10"t F.

1




Remarque

fft peut étre non nal,
tlors que fa densité
velumique p est nulle :
fa densité des charges
mobiles peut étre
tompensée par la 1é-
partition des charges
fixes. Clest prescue
‘ovjours le cas dans
les conciuctenes.

LL1. Charges en mouvement

sa face Nord.

La conservation de la charge s’écrit donc :

Ll. Les sources du champ magnétique

1.1.2. Equation de conservation de la charge

dg .48 =
dz+§mj d§ =0

1 Equations locales de la magnétostatique

Les charges peuvent avoir un mouvement d'ensemble par rapport 2 un référentiel galiléen.
A Péchelle mésoscopique, en moyenne sur un volume dt de centrs P, chaque type i de
charge mobile, de densité volumique moyenne p(P} aune vitesse moyenne 2 P).

1l lui correspond une densité velumique de courant 7;(P) = p, 3.
La densité volumique totale s'crit }?(P) = Z?; .
T

En régime permanent, ces grandeurs sont indépendantes du temps. Ce sont ces distribu-
tions de courant qui sont les sources du champ magnétostatique.

Le flux HS_}')- d.g') de ? 4 travers la surface § représente le débit algébrique de charge 3

travers cette surface, positif si les charges positives traversent la surface de sa face Sud vers

Soit unt volume ¥ limité par une surface fermée £, contenant une charge ¢(£).
-5
ﬁm_}? -d§ dt représente Ia charge algéhrique sortie du volume Ventre les instants et £+ d:.

o) = H_[Vp(P, t)dt,, donc, ¥étant fixe : %? = ny%%(ﬂ )z,
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Remargues

1. La modélisation
par une charge pone-
tuelle e mouvement
ne convienl pas, car la
position de la charge
w'est alors pas indé-
pendante du temps.

2. Toute distribution
de courants est dé-
composable en bou-
cles de courants. On
pourra donc indiffé-
remment  raisonner
sur uae distribution
volumique ou sur un
ensemble de cireaits
fliformes.

N

En utilisant le théoréme &’ Ostrogradsky : j” ( + div ]) 0, quel que soit le volume ¥
choisi.

s

;; 1léquation locale de conservation de la charge sécrit : %% + div}? = 0.

e

En régime permanent, cele se raméne & div_}? = 0. }? est a flux conservatif,

1.1.3. Intensité du courant
Donc, en régime permanent, les lignes de courant sor:t fermées sur elles-mémes, et les tubes
de courant sont des boucies de courant. Le flux de ] & travers une section quelconque de
ces boucles est indépendant de la section : ¢’est Pintensité [ de Ja boucle de courant. R
Les charges ne pouvant pas sortir d'un conducteur aux interfaces conducteur-isolant, ;
est tangent 3 ces surfaces.
Un trongon de conducteur forme une portion de tube de champ, et on peut définir 1’mten~
sité Jdu courant qui le traverse :

I= ﬂs I d3 o Sestune section quelcongue du conducteur.

1.1.4. Les sources du champ magnétostatique

« Distribution volumique
C’est la distribution volusnique de courant j Fdt indépendante du ternps qui est la source
élémentaire du champ meagnétostatique.

« Nappes de courant
Si la répartition est limitée au voisinzge d'une surface dS = d§7, surune épaisseur 4 ;
est dans le plan yOz de cette surface, soit par exemple j = j&, et onlamoadélise per une
distribution surfacique en faisant tendre ] vers I'infini et 'épaisseur ¢ vers 0 en gardant
constant 7, = i,2, = r}?dx. La source &lémentaire de courant 'écrit 7,45 = ,7,dydz.
Lélément d’mtensxte correspondant 4 travers Pélément de Iargeur du plan §'écrit :

df = idz = 7,-d4€% ol A est normat & Pélément de largeur aé {Bgure 1).

o Circuits filiformes
>
Si fa répartition est localisée au voisinage d’une courbe df = df Z,, cas du circuit filiforme,
on la modélise en faisant tendre la densité surfacique ZS = i, vers Pinfini sur une lergeur

¢ suivant ztendant vers {} en gardant constant [ = f i dz

La source élementmre de courant pour un circuit fliforme s'éerit [ df.’ of1 Jest Pintensits

du courant dans [e fil, et dé Pélément de longueur du fil, puisque, dans ce cas, le mouve-
ment d'ensemble des charges se fait suivant la longueur du 81 (fgure 1.

| Electromagnétisme MB, PT, PC, PSE . & N, clese ppe




1.2, Les éguations locales de la magnétostatique

La présence de charges en mouvement modifie les propriétés d’'un miliew. Une charge-test
piacée en Met se déplagant & Lz vitesse & est soumise & Ja force de Lorentz :

-y - -
= g(E{M)+ B A B{M)), ot B(M) estle champ magnstique créé par la distribution
cie courants perrnanents.
.B (M) est lié & fa répartition de couranis par les lois de la magnétostatique, lois pouvant
s’exprimer indifféremment sous les formes suivantes.

1.2.1. Loi de Biot et Savart

—
. Hopred v, M
Repari:tion vqurmque B (M) = ”I ](P)dr PAER

—)

PM3

. Na.ppe de courant : B(M) l-lo H i (P)dSp A i

%.
g, g PM T
?‘ ercuxt ﬁhforme B(M) 35Id€PAPM3- |

En Systéme Internationa], par définition de Pampére, 1y = 4n-10-"H m~!, B dexprime
en teslas. On utilise parfois fe gauss: 1 G = 10-*7, de Pordre de grandeur du champ
magnétique terrestre.

1.2.2. Equations locales

) - — -3
3 ‘divB =0 et rot;B o j {equauon de Maxwell- Ampere) avec B tendant vers

i 1
& 0 au moms en ~§ en 1’absence de coura.nts a i’mﬁm

Ce qui équivaut 4 :
o d
le champ & est un champ de rotationnel. Il est & flux conservatif et il existe ua potentiel
) —3
vecteus X(M) tel que B{M) = rotd (M),
-

hm} Fn PP + R 3 H r T
§}> 3 venﬁe le t}leoﬁgfge.:: d Amp_ére.. §GB (M). de = u"ﬁs 7 -dS.l _.

1.2.3.Calcul du champ & partu' du potentiel vecteur

Déterminer B revient & determmez A
w3 e -
rot(mt/i } = grad(divA Y-bd = pgg.

-
A est défini & un gradient prés, seule la valeur de son rotationnel ayant une signification
physique. On peut donc choisir arbitrairement la valeur de sa divergence pour le déter-
miner de maniére unique, en rajoutant les conditions habituelles 2 Vinfini.

= -
5i I'on choisit de prendre divd = 0, on retrouve pour 4 une équation de Poisson
5=
Ad = -;.10}? dont la solution est

. -
* pour une densité volumique : |4 (M) = Hj d'EP
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|
* pour uneé nappe de courant : i (M) = H.s

* pour un cireuit filiforme : A (M) =

“travers la surface § s'appuyant sur le circuit C

B

t é!ec&omagwéﬁsme MP, P, PC, PS4 Nohan, Classe prepe

P, 1

=[-‘t CPM

E = roiA redonne ia loi de B;ot et Savart

1.2.4. Calcul du champ & partir du theoreme d’Ampere
[3§BM) dewp.o”j czsfi :

On reconnait I'expression de Pintensité J du courant &

dw}? = ), done { est indépendanie de la surface §
fappuyant sur C. On parle alors de Uintensité J du
courant enlacé par le cireuit C.

Ce courant est algébrique, et son signe dépend de
ortentation choisie sur la courbe €

= 3 .
§ B(My de = pyl (figure 2).
Lorsque la répartition des sources offre des propriétés de symétrie suffisantes, la con.na.:s«

sance de la circulation de B sur un contour fermé bien choisi permet de le déterminer. B
a les propriétés d'invariance par ranslation et par rotation des sources, et est un vecteur
axial, done orthogonal aux plans de symétrie des sources, et dans leurs plans d’antisymétrie.

1.2.5. Discontinuité de B la traversée d'une répartition surfacique
de courant
il y a distribution surfacique, cela implique que la densité volumique de courant ?,
source du champ, est infinie i la surface.

it
B présente donc une discontinuité 2 la traversée de cette surface :

Cy
divA = O entraine la continuité de la composante normale 2 la surface,

— b
rotB = LLO}? entraine une discontinuité de la composante tangente 3 la surface et orthogonale

L
a7,
F 2 > s Y : Ay : : R

~ Bl = Wyt nfyg, 0% By est la nofmale 3 1a surface parcourue par la densité

surfacique'}’f,‘ orientée du milien | versle milieu 2 (fgure 3).




2.1. Effet Fiail

. - - 5 2 -3 1 iy
Pour ur conducteur ohmique, la lot ¢*Chm locale Pécrit : Je=HE+TAB) = y(E + ;{} N BJ,

Remarque
3 le conductenr est
mobile dang le réfe-
rentiel  détucle, la
Jorce de Laplace gar-
de fa méme exproy
sion, les courants de
convection des char-
ges positives et des
thaiges négatives se
fompensant pour un
milieu neutre.

Action du champ magnétique sur un conducteur

ol ¥ est la conductivité ohwmique, #la densité volumigue des portenrs de charge mobiles, et ¢

leur charge (p = ng). ] et B e sont alors plus paralizles entre sux {voir exercice 1 de
« Savoir résoudre les exercices »).

Pour un bon conducteur ohmique, ot v est de Pordre de 107 S m~! et = de Pordre de
10% moles - m~3, le dewxizme terme est de lordre du millisme du premier.

>
Lexpression j = YE reste alors valable avec une bonne approximaﬁgn.

-3
En régime permanent, div/ = 0. Donc divE = 0, et comme divE = ER, p =0 eton
considérera que : v

Pour un bon conducteur shmique, le milies est neutre.

Ce n'est plus le cas pour un semi-conducteur, dans lequel la densité valumique de charges

) e
est beaucoup plus faible. La direction de f ou E estalorsimposée par Ja forme géométrique
du conducteur. :

Dans une géométrie longitudinale, ot le conductenr est parcouru par un courant J perma- -

N
nent dans la direction imposée Ox et soumis & un champ magnétique B, les charges mobiles
se déplacent sous I'action de la force de Lorentz pour aboutir 4 un état d’équilibre on elles

P . . T 3 A i 7
créent le champ électrostatique de Hall perpendiculaired j: £y = ~BA B = - % ~B.

2.2. Force de Laplace

Si 'on considére un &lément de volume dt de conducteur, les charges intérieures, fixes
et mobiles, sont soumises & la force de Lorentz. La résultante des forces électrostatiques
est nulle 4 canse de ia neutralité électrique du conducteur, et la résultante des forces élec-
tromagnétiques s’écrit done

— R N -
dF = Paobie? 4T A B = jdtaB.

Les forces transverses au courant sont transoises au réseau fixe du conductenr qui est
aussi sourttis 4 la force de Laplace.
La force de Laplace s'applique au solide {ou au fluide) conductenr.

- ENY
Pour un circuit filiforme : dF = Jd€ A B.

Remargus : le chamyp considéré estle champ B diz & toutes les sources extérieures i I'élément
de conducteur considéré, y compris celles venant du resiz du conducteur (champ propre).
Meais si l'on s’intéresse & Ia résultante des forces de Laplace sur I'ensembte du conducteur, on
wa plus & tenir compte du champ propre, dont Paction est alors une force imtérieure,
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3 Moment magnétique d'une distribution
de courant

3.1. Moment Pune distribution de conranis

Une distribution de courants est décomposable en boucles de courant G, parcourues par
une intensité 4.7,

-
O= définit le moment magnétique de cette boucie de courant par dR- = dl.5;,

. -indépendamment du choix de la surface S § appuyant sur la boucle et orientée
- seton le sens du courdnt qui la parcotirt. :

# - Le moment magnetxque de fa d:stnbul:lon totale est Ia somme des moments des
i boucles de couramt ; AL s'exprime en A - m®.

En choisissant une origine O quelconque et
en prenant pour surface celle du cone de
sommet O et s'appuyant sur les boucles de
courant (figure 4) :

—3 - 1 oy 2
ddl; = dI 8 = énjﬁc‘OPAdI,-dfp

= émdmgﬁ AF(PYdT,,

ot dV; estle velurse de la boucle &lémentaire

-1 —
t et e .
de courant et { M 5 ”jdmbumnOP A j(P)dtp

3.2. Champ magnétique créé par un moment magnétique

Comime pour le charnp #lectrique créé par une distribution de charges d'étendue g, on
cherche le champ créé par une distribution de courants en un point &loigné de la distsibu-
tion, ¥ %= g, en faisant un développement limité en /% :

Comme pout le développement multipelaire électrique, it faut résoudre divE = 0, et

>
rotB = () partout sauf en O centre de la. distribution.

3.2.1. Potentiel vecteur

- o rrr F(P
A = 2 [ Las,.

En un point #loin de la distribution centrée autour d'un point ¢, on effectue un dévelop-
0P _0OF

pement limité en == = —-

. oM r _

- >

Avordre d, 4 (M) = mmp J(Pydtp=0.

Pour le champ électrique, Iordre 0 correspondait au champ & symétrie sphérique créé par
la charge totale O de la distribution, placée en 0. Léquivalent n’existe pas pour le champ
magnétique, ce qui est cohérent avec le fait qu'il n'existe pas de champ axial 4 symétrie
sphérique,
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Remarque
Ces résultats sonl lor-
mellement identigues
4 ceux obtenns pour
Paction d'un ¢he amy
électrostatique  uni-
forme sur une distri-
bution de charges
dipolaive

Avordee 1,

R d
Le potentiel vecteur créé en A par un moment magnétique AL vaut :
—

oM llo ]
4 (M) = Jﬁ. oI = yra R 3

En coordonnées polau-es d'axe Oz, pe.ra.lléle au moment ;
M= 43, o A0 = [0,

4:2.2. Champ magnétique créé par un.montent magnétique

-

h — = — uo 3 o . i
B(M) = rold (M) = ~grad = {voir la justification de ce résultat en annexe).

On retrouve I'équivalent du champ dipolaire electnque en coordonnées polaires
d'axe Ozparalléle au moment :

=
B = (2cose? +smees)

le champ magnétique créé par un moment magnétique est formellement identique
au champ eiectnque d'un dipsle e!ectrxque, en rempiaga.nt L par uo, ‘etle moment

U

- cipolaire lectrique # par le moment magnetxque M

3.3. Action d’un champ magnétique extemeur
sur une distribution de courants

3.3.1. Action d'un champ uniforme sur un conductear

En décomposant le conducteur en boucles de courant, la résultante des forces de Laplace
s'exercant sur chaque boucle #'éerit :

- B N Y
dF; = cu,{§ de,.),\g = 0.
G

* La résultante des forces de Laplace ¢ exergant sur un conducteur soumis 3 un
champ magnétique uniforme est nulle:’ ‘ 2
* Laction d'an champ magneaque umforme sur une dxstnbuhon de coumnt est un cou-

ple de moment : I" m OPA(}f (P)d'zP AB} M AB (vmr exerctce 5 de « Savou

appliquer le cours »).

@

3.3.2, Action dun champ quelconque

Liénergie potentielle d’interaction avec le champ a pour expsesswn g=-M-B

S: le champ n’est pas uniforme, la résultante n'est pas nulle. Son expression est la mame
que celle obtenue pour le d:péie électrostatique :

F(M) grad(M. B(M)) &M constant.
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Ean coordonnées cartésiennes :

o= S e
L = mf-%wmﬁ}hmﬁgf,
= M

"oy
¥

2 - 3
Si B varie peu sur le volume de la distribution, Pexpression J A B représente alors le
moment des forces de Laplace en 0, centre de la distribution.

3.4 Exemples de muments magnﬁthues

> Un barrean aiianté d'axe 0 est eqm‘\ralenz vis-d-vis de Véxtérieur & un moment suivant
0Oz proportionnel a son volume, orienté du pole Sud vers le pole Nord.
* Pour une spire circulaire de rayon 4, d'axe de révolution Oz, onentee dans le sens de

rotation positif autour de Oz, parcourue par e courant algébrique I: = el ™

° Du point de vue magnétique, la Terre peut étre modélisée par un moment i placé en
son centre, orienté suivant Paxe géomagnétique qui fait un angle varable au cours du
temps avec Paxe de rotation.

* $i Pon considére un électron en mouvement autour d'un noyan positif de charge Ze ; son

. o 12 e 7 e .
moment magnétique s'écrit %OP At = - T Lo, ot Lo estle moment cinétique orbital

de I'slectron. v, = —5— est le rapport gyromagnétique. La projection sur un axe-ci moment

£
2m
cinétique est quantifie, il en est donc de méme de la projection du moment magnétique

orbital : le quantum de moment magnétique est le magnéton de Bohr pg = %;; .

* Un &lectron isolé est caractérisé par son moment cinétique intrinséque (spin) dont la pro-
jection: sur un axe est Tgl Son moment magnétique en projection sur cet axe vaut alors

FHpg-

i Elactromagnétisme MP, BT, DC, P51 . Nathan, Gl prps




Tester ses connaissances

= Covriges p. 85

b1

p 2

niny

H . - . .
i b, pour caleuler son action sur un circuit

Choisir la (ou les) bonne(s) réponse(s).
Orn: peut toujours modéliser une distribution

~quelconque de courants par une spire circu-

laire ayant méme moment magnétiqus :

L]a pour calculer son action sur un circuit

quelconque.

loin de la distribution.

c. pour calculer l'action quelle subit de la
part d'un champ magnétique uniforme.

d. pour calculer Iaction: qu'elle subit de ia
part d’une autre distribution de courants.

€. pour calculer Paction qu'elie subit de ta
part d'une autre distribution de courants
&loignée.

Parmi ces affirmations, lesquelles sont vraies ?
a. Deux distributions de courants symétri-
ques par rapport & un plan ont leurs
moments magnétiques M symétriques par
rapport & ce plan.

Faux,
L

G Vrai.

-
b. Le potentiel vecteur vérifiant divd = ¢

, , , i
et tendant vers 0 & Vinfini au moins en = est
™

2
unique, il vaut E(M) = g—g jﬂpjﬂj?

et posséde les mémes symétries que la distri-
bution de courants qui le crée.

D Vrai. [] Faux.

-
c. A{M) est continu 4 la traversée d'une
répartition surfacique de courants.

D Vrai.

d. La force exercée par an champ magnéti-
que sur une charge en mouvement ne tra-

vaille jamais.
@ Faux.

B Vrai.

i Faux,

p 3

» 4

|- -

p &

e. Le travail de la force de Laplace est tou-

jours nuk.
U Faux.

L Vrai,

a. Calculer le champ magnétique créé par
une spire circulaire de rayon « en un point
de son axe Oz

Caletler le champ ¢réé par le moment magné-

iy
tque M = M7, en un point de Paxe Oz
Retrouver Pexpression du morment magnéti-
que de la spire circulaire,

b. Calculer le moment T des forces de
Laplace exercées par un champ magnétique
uniforme quelconque sur une spire rectan-
gulaire de cotés 2 et 6, de normale 7,, par-
courue par le courant d’intensité [; comparer
a Pexpression AnE , et retrouver Pexpres-
sion du moment magnétique de la spire rec-
tangulaire.

-
On considére fe champ uniforme By, = By7;.
Vérifier que les potentiels vecteurs :

- 12, =
A(M) = 5By nF, A4, (M) = Box, et
EQ(M) = ~Byy#. conviennent et sont i
divergence nuile.

Pourquoi cela ne contrevient-il pas an théo-
réeme d'unicité ? Que faudrait-il rajouter
pour choisir entre ces expressions ?

Si I'on place une aiguille aimantée de

tmoment 4 mobile autour dun axe vertical
(boussole) dans un champ magnétique, com-
ment s'oriente-t-elle ? Guels sont fa direc-
tiont et le sens du moment magnétique de la
Terre * En quels points de la Terre le champ
magnétique est-il le plus intense ?

Redémontrer les équations de continuité de

-
B alatraversée d'une nappe de courant.
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Savoir appliquer le cours

= Corvigis p. 87

b 1

B 2

On considére un conducteur obmique de
conductivité v. A partir de Féguation locale
de conservation de la charge, trouver 'équa-
tion différentielle vérifiée par la densité
volamique de charge p dans le conducteur.
En déduire le ternps au bout duquel une per-
turbation 8p de fa valeur de p & Péquilibre
est réduite de moitié, et le calculer pour une
conductivité de v = 6. 107 Q. m—t,

On considére un cylindre fofiniment long,
de rayon ¢, parcour par un courant sarfaci-
que de norme constante ; faisant 'angle o
avec les génératrices.

1. Calculer le champ magnétique créé par
cette répartition en tout point.

2. En déduire le potentiel vecteur de diver-
gence nulle dont il dérive :

a. a Pintérieur du cylindre,

bv. & Pextérieur.

3. Vérifier les relations de continuité de 3
_)
et 5.

L Une sphére de centre O et de rayon R est
remplie d'un. matériau de densité volumique

>
de moment magnétique uniforme J = JSy7,.
Montrer que le potentiel vectewr du champ
créé par cette distribution est de la forme

5
J A ;{M), ol ;(M) est une intégrale dont
on donnera Pexpression.

Pour calculer cette intégrale, reconnaitre
Pexpression d'un champ électrostatique que
Fon précisera, et donner sa valeur 2 l'inté-
rieur et & Pextérieur de [a sphére.

2. En déduire le champ magnétique créé par

la sphére 4 Textérieur et & Pintérieur.
* 3. $iPon place une sphére supraconductrice

dans un champ magoétique uniforme

Eo = By ¥, elle est le sigge de courants qui
armulent son champ & intérieur. Montrer
que ces courants sont surfaciques.

En utilisant le calcul précédent, trouver le
champ magnétique vérifiant les conditions
aux limites, et en déduire {a densité surfacigue
de courants sur la sphére supraconductrice.

5 4

B 5

1. Calculer le champ magnétique en Md'un
-

moment M uniquement en fonction des
=, =

vecteurs At, et ¥ = OM.

2. Calculer Pénergie potentielle d’i:}ierao

tion entre deux abmants de moments #, en

-3
0, et My en Oy,
G

-
e

O! Ml
3. Sans calculs, trouver pour quelle{s} posi-
tion(s) relatives des deux moments ceite
énergie est minimum, la distance d entre les
ajmants étant imposée.
4, Caleuler I'énergie dans ceite position
pour deux magnétons de Bohr distants de
3 - 10~ m, et comparer & Pénergie d'agita-
tion thermique kT Uinteraction magnétique -
peut-elfe expliquer Palignement des spins
des électrons célibataires dans les ferroma-
gnétiques & température ambiante ?
AN.: k= 1380 -10-2]. K%,
h o= 1,054- 103 ] -,
charge et masse de P'électron
e= 1,6 10-0C, m=9,1-10"3kg.

On rappelle ia formule du gradient :
Udl = - [[ gradt/nd¥
§ & :
1. Faire le développement au premier ordre

en

oM

point M par une boucle de courant autour
Y

de Odont Pélément en Pest Jdé,.

2. Transformer I'expression avec la formule
du gradient, et retrouver le potentiel vecteur
du moment magnétique de cette boucle.

du potentiel vecteur créé en un

8. Ecrire Pexpression du moment en 0 des
forces de Laplace exercées par un champ

-
magnétique uniforme B, sur fa boucle de
courant.

| Eled:rumagnétisme MP, PY, PC, PSI . © N, Classe priper




4. Transformer cette expression avec la for-
-
mule du gradient pour retrouver T = M A B,

On counsidére deux cylindres coaxiaux,
d'axe Oz, de rayons zet b (2 < b). Le cylin-
dre intérieur est plein et parcoura par un
cowrant de densité volumique uniforme
}?0 = fod, et d'intensité J réparti uniforms-
ment sur son volume.

Le courant revient par le cylindre extérieur
sous la forme dun courant surfacique
i, = ~i, .

On néglige les effets de bord (voir figure ci-
dessous).

1. Quelles refations tent £, 7, et 1,?

2. Caleuler en fonction de [ le champ
magnétique créé par la distribution de cou-
rant en tout point de Pespace.

3. Calculer le flux @ de ce champ 2 travers
un circuit vectangulaire de hauteur [ dans
un plan contenant Oz, entre une génératrice
du eylindre intérieur et une génératrice du
eyhindre extérieur.

En déduire A = valeur approchée de

&
Lr
Pinductance propre par unité de longueuy
du cable.
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1 — Effet Hall (d’aprés Centrale)

} % On considare une plague d'un matériau conducteur d'épaisseur faible et cons- .

tante sowmise & un champ magnétique uniforme B perpendiculaire 3 sa surface.
On négligera le champ magnétique créé par les courants volumiques de la plague:

- -
Laloi &'Ohlin est alors remplacée par la relation £ = %+ Ryl Aj, 01‘1_}? estla

densité volumigue de courant, ¥ la conductivité du matériau et Ry la constante -
. de Hall.
“a. Justifier cette relation et donner 'expression de Ry en fonction de !a densité
volumique # des porteurs de charge et de jeur charge q. ;
Caleuler I'ordre de grandeur de la constante de Hall Ry du cuivre canna:ssant
masse molaire du cuivre : 4 = 63,5 10-¥kg, e
‘masse volumique du cuivre 1 p = 8,96 103 kg - m,
" nombre d'Avogadro : N = 6,02+ 102 mel-!,
charge de Pélectron : 1,6 - 1019 C. :
- On supposera que chaque atome de cuivre met en Jeu in electmn hbre
- b, Montrer que les lignes de courant font un angle constant GH avec ies hgnes
« ¢’ champ. Calculer 8y en fonction de Ry, ¥ et B.-
. -¢. Application mumeérique : ealcgler By dans un champ Bde 1 T pour le cuivre
~'de conductivité ¥ = 6. 107 5. m~! et pour un semj-conducteur comme Parsé-
niure dindiure pour lequel By est 1019 fois plas gzande, et Ea. conductlvzté &e
l’ordrede'yml Semrh S

}2 _La répariition des lignes de courant est suppoaee piane o umfomie sur l’e;:sus—.,
" seurdela plaque et e régime est permanent. On rappeile que B ‘est umfunne

et perpend.lcul&sre 4 la plaque. ’

‘a. A parnr des tois demieiectromagnensme en regttme pennanent, doxmer Zes: :

_ | wleurs de div ] et de rot#. -

o 'b Calculer ciw(B A j) en fonction de B et rot Y rot(BA ]) en fonctlon de
. B et di En i1 rab?: DRRINARERS

: j="c. En edulrelequa on satxsfaite  par le

Ies valeurs

} 3 Montrer d'aprés ce qu; précede que si Pon impose les conditions aux limites'
pour ie potentiel eiectnque, les lighes de champ ne sont pas. mcdlﬁees en pré-

.. serice de. B. En revanche les lignes de courant sont mochﬁees Siy par contre, les .
‘conditions aux lirnites concernent les lignes de courant, elles'sonit mchangees en
présence de B et ce sont les lignes de charap électrique qui sont modlﬂees '
Applications '

-8, Le matériau & la forme d'une couronne d’epmsseur trés fmble & Cette cou-

: rﬂnne_est comprise entze les cercles de rayon R, et R,. B est paialléle 2 [’axe,_
On impose les potentiels | et F, sur les cercles de rayons R et Ry

BDonner ia nature géoméirique des lignes de courant.

I' élemomagnéﬁsme MP, PY, PC, PST . Navan, Clowse prépa
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Calculer la résistance de cette couronne en presence de B et Vexprimer en
fonction de &,, résistance en I'absence de B Evaluer le facteur correctif pour
le cunivre, puis pour Parséniure d'indium pour un champ de 1 T.

b. Le matériau a la forme d'un ruban plat conducteur long et de wés faible
épaisseur b, parcourn par des lignes de courant paralitgles aux bords en
I'absence de champ magnétique.

[ [#2
a r l/LF. {
byl A

Montrer que le vecteur }? réste tangent auk bords du ruban et que ley conditions

aux limites sont done identiques pour _? en présence et en 'absence de B
En déduire la forme des lignes de champ. Trouver Pexpression dé la dxﬂ'erence

de potentiel qui apparait entre les points 4 2t € d’un segment pérpendicilaire 3

axe du ruban. La calculer pour un conrant de 1 A, un champ Bde’1 T et une’
épaisseur § de 0,1 mm, pour le cuivre et pour Parséniure dindium,

Dans la pratique, on n’arrive pas 3 prendre deux points sur une perpend.xculaxre ‘

au rubzn, On mesure, en fait, la tension entre deux points 4 et C'. Montrer
qu'il existe une tension de repos Vg Voo que Pon calculera en fonction de £ v,

A aet bet qui est indépendante de B Cetie tens:on r.io:t étre compensee lors des -

mestires de champ magnetzqne

Poisr certains matériaux, i trés basse tamperature et avec des cha.mps magneu-__;,
ques trés intenses, on a observé un « effet Hall qua.nhque »ia zes;sta.nce de Hall'

a-Vd
k’

mondme ne faisant intervenir que des constantes fondamentales. Trouver la

forme de fet en donner un ordre de grandeur (h = 6-62- 1073 J.s).

preseutant des paliers de valeur £ avec % enaer et f une fom:tio‘n'

EERESesY)

Justifier n'est pas démontrer, mais nécessite de donner les arguments pertinents qui permettraient
de faire fa démaonstration. # ne faut ni perdre de temps 4 réciter e cours, ni paraphraser 'énancé. . ¢
La formule donnée au départ dans Fénoncé permet d'éviter toute ambiguité lors de fa résolu-
tion du probléme. [ ‘

a. La loi d'Obhmn s'applique 4 des matériaux pour lesquels il y a proportionnalité entre la
vitesse de déplacement des porteurs de charge et la force qui s'exerce sur eux. En pré-

. e = . =2 .2 B
sence d'un champ magnétique, j = yE devient donc j = y(E+T A B), avec

‘ T T 5 7 e 4
j..nqv,smt] "{(E+-'LAE) ou‘ ='Z---~'Z-AB=£+—.BA ietdonc Ry=—-

| Y ong Yo

|
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AN.:n = %‘ = 8,5-10% mol- m™? et Ry = ~7,4- 101 m?. C-1,
3
b. £ o une composante % paralitle & }"' et une composante qui fui est perpendiculaire
-
RHB I\_}}.
Les deux vecteurs font donc entre ewx un angle 9y de

U
cosinus positif, et de tangente :% tan® = YRy B I correspon-

-
dant & une rotation de }? vers £ d’'un angle de module

-
inférieur & g positive autour de B si Ry est positif, et
négative sinon.

e AN. 1 +pour le cuivre By = 4,410 rod = 157 par

tesla, ce qui est négligeable ;

» pour 'arséniure dindium : 8~ 37° par tesla.

Deffet Hall est négligeable dans les conducteurs, mais il faut en teniz compte dans les
semi-conducteurs.

a2

. Lenonce donne ] modefe limitatif dans te c.adre duque! les calculs peuverlt s'effecl:uer EI faut
donc étre tres songrlsux et bsen mterpreter et utiliser les’ mdscahons doi egs. !ce les termes
umpor“tants sontia B umforme s, € perpendzculalre ala plaque » on neghge le champ crée par-
fes courants de la piaque, etle réparbtmn de courant est supposée plane et uniforme sur Fépais-
'seur de 2 plaque, < estwawd:re 3'deux dsmemecns seulement.” :

. On note Oz la normale & la piaque. Donc B BZ,, et les courants volumiques sont
de la forme ] = jfx, y)? + %, y) £y
Le reglme est permanent, 'équation de conservation de la charge se raméne donc 2

ot =0 d'aprés les équations locales du champ électrostatique.
97y 9y
b.|div(B A J) = div(B),2,- Bj,3,) = (Jﬁ -2 ) =B 1ot}

rot(B AF) = rot(B],?y B]J,e) FE= (aah %%)?z: Ediv}?

=+ 7 "
Donc, d’aprés la relation £ = %-&- RuB Aj,

e w3 - ., = _}-
otk = 0 = ?rotj + Ry B divy, doncirotf = 6 et

divE = taw]+ Ry 1ot} NawE =0l
v v-?z\f]-!- uB r1otf, done: |divE =0

gg l Elactromagnétisme WP, PT, PC, PSI . o puban, Glesr pripr
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¢. On est ramené au probléme connu : rechercher des champs de vecteurs de diver-

\ T TR N 22
gence et de rotationnel nul : AV = 0, et rot(rotf) = grad(divi}-Aj, donc Aj = 0.

3 La solution est unique si Pon connait les conditions anx limites. Si ceikes que satisfait I

ne dépendent pas de la présence du champ magnétique, ¥ et donc E ue seront pas

maodifiés par la présence du champ magnétique. Si par contre ce sont celles pour ; qui
ne dépendent pas de la présence du champ magnétique, c'est la distribution de courant
—

}) qui ne sera pas modifiée par la présence du champ B.

4 a. Les équipotentielles sont des cercles de rayon
7, les lignes de champ sont done radiales, Les lignes
de courant font Pangle constant €y avec les lgnes
de charap, et se décomposent done en une cornpo-
sante radiale 7, et une composante orthoradiale 7.
Liatensité du courant traversant la couronne s'écrit
I = 2rrdy,.

2 >
= % +RyBnj= {% -RHB](,)? + (Y N RHBJJZ’S,

= -
lz présence de B ne modifie pas E, done E¥, est (R > 1)
inchangs.
Jo = ~YRyBj, et E == - RyBj, = j—'f(l +{yRyB)?). Lintensité est donc divisée par

le facteur } + ('yR[bIJB)2 1+ tar?By = en présence du champ magnétique :

..m,lw
cos* By

R = Ro(1 + (R B

R-
Pour le cuivre, le facteur correctif est de 2. 10-% pour un tesls, ce qui est non

décetable, Pour Varséniure dindium il est de 0,55 pour un tesla, ef la mesure de la résts-
tance peut done servir A mesurer B (phénomene de magnétorésistance).

b. Les lignes de courant sont toujours tangentes & fa surface des conducteurs, les porteurs
de charge ne pouvant pas sortir du conducteur. Les lignes de courant j? sont donc

= -
inchangées en présence de £. Les lignes de champ de £ sont donc des segments de
droite qui font I'angle 9); constant avec la direction de ;1} La circulation de la compo-
-
sante longitudinale de £ étant imposée par la différence de potentiel aux bornes de la
>
plaque, }) est inchangé. Il existe une composante transverse de £ suivant la largeur,

A . : . 5 N .
RyB A j, dont la circulation entre deux points appartenant & une méme perpendicu-

. ! {
laire sera RHBEEQ = RBBE.
—zﬁ B est une résistance que ['on peut appeler résistance de Hall,
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i S'aﬂussant de quantrﬁcabon Fa censtante de Planck h intervient probablement.

I8 veffet Ha!i ast tou;ours neghgeabie dam usi bon Crmducteur et n mierwent que

ANV, Ve = 7541007 V- T-1. A1 pour le cuivre, mais 7 400 V. T-1. A~ pour
Tarséniure d'indium.

La mesure de }a différence de potentie] est utilisée pour la mesure des champs magnét-
ques dans les sondes & effet Hall.

Entre Cet €, 1l existe une différence de potentiel ¥y - V¢ due 3 la composante longim-

i
dinaie de E rlz .
'yab

|
On retrouve lexpressum de la chute de tension dans la résistance E_ql(a_kf; de iz portion

ce.

5

H $"agit ici de ralsonner sur fes équations aux dimensions des constantes fondamentales. $'agisant
de grandeuis dlectriques, on peut mettre e en évidence,

QZJ 3EN)
qf1 197
[ sera done de la forme {%w 26 kL2, le quantum de conductance de Hall sera donc de

Eraprds la relation £ = bV, h est une énergie que multipiie un temps. [ ] [

l'ordre de 4 - 10-% 5 (siemens). Cette quantification ne peut donc pas apparaitre si la conduc-
tance est grande devant cette valenr, ou ta résistance petite devant 26 kQ.

dans les semi<conducteurs,

- Cesont les conditions. experlmentales qif permeitent de déterminer les condsuons
aux fimites. 1 ést. dont impertarit de bien les définir dans le modéle proposé.

:° L’utshsat:on des equattons aux dirhengsions permet souvent de déterminer les ordres
de grandeur des variables phys:ques que Ton cherche & dotermmer et is type de reia-
. 'tion qm peut exlster entre r:es vanab!es ét fes parametres experlmentaux ‘

’ élez:tmmagnéﬁsma MR, PT, PL, PSR 0 Mothen, Slosre prdpn




Dartis A - Etude du champ magnétique terrestre

La Terre posséde un champ magnétique intrinsdque, appeis champ geoma.gne qu
provenant du mouvement des particules chargées dans son noyay flyide; En. pr
miére approximation, ce champ est celui d'un dipsle p[a,ce au centre 0 de la terr

de moment dspoim:e tef que &4%@ 8 3 1015 T rnd présenta.nt une

‘3 " | ave o
o) delaTere

gcéua et g B\‘gp\.
geo

On appel!e R Ie rayon de Ia, Te:re, supposee sphenque Un point M ila :

face terrestre est reperé par sa Iat:mde geomagnethue Ay égale’s’]
ey

maximale ?
Pour Paris, on adopte la valeur ?u. 52", et les vaieurs exp rithentales soné
B=4,7-10%Tet ] = ~«64 5% Conclu:‘e ‘

}2

ques {r, 8, §) et montrer que la solunon estdela forme
une consta:ate dont on cio:mera la s:gmﬁcatwn phys:que -

Mcllwain : L = R— Donner l’expresston de B sur une Iigne cie champ en fon

tion de L et . Quelles sont les deux lahtudes A, o I hgne de chan
verse la surfacg terrestre et les valeurs de ‘Betde 1'1n_clmaxson g en ces Po;’ngs

i73
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magnétigue nitorme

Une particule de masse m et de charge g se déplace & Ia vitesse 2o dans un repére
galiléen. .
A Pinstant ¢ = 0, elle pénétre dans un champ magnétique uniforme et constant

-3
B. On suppose gue la particule n'est soumise qu'a la force de Lorentz.

’E On définit le repére Oxyztel que Ozsoit colinéaire & B que Do soxt orthogonal
& Ox et que la particule se trouve sur Oxen %o aPinstant ¢ = 0. :
Projeter le principe fondamental de la dynamigize sur-les trois axes, Monteer
que la projection de la trajectoire dans le plaa Oxy est un cercle. Donner sa
période de rotation 1T et son :ayon p qu'on appellera rayon de glratxon, en

48

fonction de @ = 0 = {B Do) et vy

Quelle valeur donner 4 x, pour que le centre de ce cercle soiten 02 {On aéopte E
cette valeur pour la suite.) S .

% 2 Déterminer la tra]ector.re de la parhcule dans I’espace

Monizrer que c’est une hélice dont on determmera le pas # en fonchcm de GJ, 60
et vg.
On dit que la particule s’enroule autour de la Isgne de cha.mp passa.ni. par 0.

Calculer Pénergie cindtique £, dela parﬁcde Depend eIle du champ‘ ma.gr:eu— :
que ? fjtalt—ce prévisible ? :

Montrer que le vecteur A= :?}:B INCTIERT peut etre cons1der camme :

potentiel vecteur du champ magnétique. .
On appelle invariant adsabattqae lmtegrale 8= 59 mv+qA) d{’ :

contour I représente ia pmjecuon dela tra]ectoxre de Ia: parhcule dans le §)lan -
perpendiculaire & B : : L
Montrer que § = anpE.

Partie L - Muouvement dans le ghamp macneieque terrestre

On admet que pour un champ marmeuque ron umforme mais & vanauon spatla.le :
suffisaznment faible powr pouveir étre considéré comme uiliforme sty une distance; -
de l'ordre du rayon de giration, la trajectmre est toujours une hélice qut s’en'oule e .
long d’une ligne de champ, celle-ci w'étaint plus nécessairement Tectiligne, et le: -
rayon de giration devenant un paramaire local, varjant avec B : S

? 1 " Nowus admetirons sans démonstration que 1’;nva.narzt adiabathue §.= Tchp est :

une constante du mouvement. Queﬂe est Ea seconde consmnte du mouvemenl: e

%» 2 Soit v la composante de la vitesse palalleie ) Ia hgne de champ et ©® la valeur"

locale de L Ecrire 'énergie cinétique £, dela partmule en fonctlon de L [

ot w. En dedmre expression de v; en fonction de ¢, 7' B, Set E

l Elactromagastisme MP, BT, PE, P8I - ¢ nuaan, clave pripo




En déduire que la particule ne peut pas pénétrer dans les regxons oi le champ.’ '

anE
TS
? 3 On considére des particules dans le champ magnétique terrestre.

magnétique a une intensité supérieure  la limite B, =

On suppose que lorsque ces particules traversent le plan de l’équateur geoma.- .

gnétique, les composantes vy et vy de leur vitesse sont egales et valent u,.
Décrire qualitativernent leur mouverment.

Onappelle B, ta valeur du charop magnétique au point de plus gura.nde latltude'? :
géomagnétique que pewt atteindre une particule enroulant sur une ligne de. -
champ T'. Montrer que si Pon appelle B, la valeur minimum de TPintensité du.
champ magnétique sur T, on a la relation sm'zp!e B = TBis- Bn déduireTa
valeur numérique A, de la latitude geomagnehque maximaie_ que- pe_u\_‘fgnt--ff‘

atteindre les particuies. -

Pour appliquer fes résultats du cours 3 des systémes de coordonndes différents, if faut projét_:e( sur
les noweaux axes, { est indispensable de faire une figure claire, et préférable d'utiliser des angles

entre § et §, pourlesquels fe sens de Iz projection correspond au s.rgne a mettre devant Te sinus ou

le cosinus. On peut ausi vérifier la validité de I"expression pour les valeurs i«mftes 0 et 2

WAl
} 13 MM = ;}crs{flcose?ﬁ-sine?a), avec B =

Pour déterminer un angle it suffit de donner {a valeur de sa tangente et fe ssgne de son cosinus,

Partie A

+
rol 3

r2

R IR A T R

it
Done : B"-mm( 2sinA ¥, + cosh %) | de module Bn%ng+35in2l maxirnum

T

B,
aux poles géomagnétiques & = £z tand = =L = —ZtanA |avee cosd > O (orienté vers

3 B,

le Nord géomagnétique). [, compris entre — Eet+C sera positif aux latitudes négatives,

P . " 2
et négatif aux latitudes positives.
On obtient les courbes suivantes :
BB [t]
22 \ =
o 80
i8f - g -
__,/1.:7 N N 40
14
1.2 2
1
0.9 -80-60-40-20 19 20 40 50 80 A
28 20
0.4
a2 -0
-60
~80~80-40-20 10 20 40 6¢ 80
~80
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AN : A Paris, A = 52° On trouve donc 7 = ~68,6° au lien de — 64,5°, et
B = 5,40 .10~ T au lieu de 4,7 - 10~%T. Le modéle du champ dipolaire est donc valable
pour cette latitude qui ne correspond cependant pas & la position géographique réelle,

% 2 Une ligne de champ est définie par Badt =8, avec d? = drd 4 rdo g, soit
ZeosBdr - sin®rdf = 0; en séparant les variables dr = ?‘—“—qde : ln(w»wrm«) = Cte,
r cos@ sin? 9
soit r = r,s5in? @, ol 7, représente la distance & O de la ligne de champ loisqu’elle tra-
verse fe plan équatorial.
En fonctionde A: r = LRcos®2, et dong, sur Ja ligne de champ caractérisée par Z,

§B ot JT1+3sin?h _ Moll J4 - 3c032l

nR IFcosbA  AmB®  IBcosSA |

B/B,

'man

MR ORD e D ®

-80 -40 -20 0 2 40 60 A

La ligne de champ traverse la surface terrestre pour + = R, soit cosh,, = 4/%, fa. fatitude

f 1
étant définie entre -—g et %g En ces points, |tan[: F2tand,, = F2 4L I.][ L= 1

Mol Mol
et 4n33r\! L < B

! Partie B

! Le mouvement d'unie particule chargée dans un champ magnétique uniforme doit pouvair &tre
. retrouvé frés rapidement, On le décompose toujours en mouvement uniforme. paraliélement au
champ et én motvement cn’culan‘e uniforme dans fe plan perpendxcufalre au champ

? 1 m = qvAB soit =0, # = @3, ¥ = ~w&. En tenant compte des conditions

imﬂales, une premiére intégration donne £ = ®y etdonc j = ~@?y.

< . . vpsing, | v sta O,
At=0, y=0 etj=uvysinb, doncy = o—mmgsmmt, xX—xpw W{l - coswé) !

[ wysinog
la projection de la trajectoire sur le plan x0y est un cercle de rayon de giration p= _9(9_0 ,
S

Electromagnétisme MP, P, PC, PS1 . 0 N, S jogpn




1
et de péricde de rotation |1 2-&—? i Pour que le centre de la trajectoive soit en O, 8 faut
i

. mamm——————T
sina, 1 Si0 Uty |
x = «-———m—ocosmt, donc] %y = m_o_&)____q.

Ce résultat sobtient sani talculs, en remarduant que b projection du mouvement sur le plan
perpendiculaite est un mauvement 3 vitesie constante vy sincyy, d'accélération normale

3
vasintd - - - - : : .
0_p9 = sl 0y constante : le rayon de courbure de fa trajectoire plane dtant constant,

. L vesing ' . 2z A
<est un cercle de rayon p = 2 parcoury avec la période T = B = T

1] v $in Oy ®

o prerm A s K S

) 2 Dans Pespace, c’est la composée d’un mouvement circalaire uniforme perpendiculai-
-3
rement & 8, et d’'un mouvernent rectiligne uniforme 2 la vitesse mycoso, suivant Oz

2ryc08 Oy

La trajectoire est donc une hélice, de pas! = geosoyt = )

} 3 Les deux mouvements se faisant & vitesse constante, P'énergie cindtique est constante et

vaut| £, = %mvg , prévisible puisque le travail de la force magnétique est ul.

) 4 Z = %E AT = éB{x?,-—y?;}. Donc rotA = fot{éb’{x?ymy?x)} = B, (On peut

- -
remarquer que divd = 0.) 4 est donc un potentiel vectear du champ magnétique.

} Pour dvaluer une circulation, if faut choisir un sens de parcouss sur fa courbe.

SiTon oriente T' dans le sens du déplacement :

>
7= ﬂosinao(sinmt?x-x-cosmt?},) = —vgsincxo'é’e = % = —p e

> 3 2t . i x|
S = §r(mi5+ qd)y-d€ = }'0 (— mepdy + iqu?e) (~pd@Zp) = IO §qu2d9 = ngBp.

77
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La conservation de l'invariant adiabatique peut s’exprimer comme a conservation du flux de B 3 E
. travers la trajectoire. |

i.e travail de iz force magnétique étant nul, il y a conservation de 'énergie cinétique E..

% 2 La compesante de la vitesse perpendiculaire au champ s'6crit ©p, donc:

1 . 2F 2F, o5 2E, qBS
Bo = gnivir 0%p?). |vp=F-0tpt= e g s S g
4

On peut ainsi déterminer v, en fonction des conditions initiales qui permetient de déter-

miner £, et §et du champ local. v} éant positif, [a particule ne peut pas pénétrer dans

2E
les régions ol ~——F ~ g_é’%’ < 0.
o nm
ZnmE,
La vitesse longitudinale s'annule si B atteint la valeur B, = 5 et rebrousse che-

min autour de la ligne de champ. I y 2 effet de rebond, ou de « miroir magnétique »,
Ce rebond peut s'interpréter ainsi : la vitesse transversale varie comme le produit pB8, et done

comme BS. L'énergie cindtique stant conitante, cette al._lgméntatr'on de la vitesse de rotation
se fait aux dépens de fa vitesse de translation le long de fa ligne de champ. ’

Pour appiiqu.er les rdsultats précédents, if faut déterminer fes constantes du mouvement 3 partic
. des conditions initiales précisées dans le texte, et reprendre la variation de 8 le long d'une ligne
1 de champ vue dans [» premiére partie. : ¢

% 3 Le champ étant une fonction décroissante de cos A,
et donc croissante de &, d'intensité symétrique autour
de A = 0, les particules feront des oscillations autour
de A = 0 jusqu'au point ou le champ atteindra la ..
valeur fimite 8.

A I'équateur géomagnétique,

_ Mo e _Tcosth gl 5.

|
|
i

B= - -
4R Llecosth AmRELE T
1 .2 2 2 v, m? 2
E = 'g'm(f;L+vT) = my,. 8= T':Q’gminp2 = anmina)‘% =K Bminvg.
| P
QnmE, 2mmtv
%B = = 5 min zBmm !
|

| Electromagnétisme MP, BT, PC, DS -0 Natvn, o prse
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J4 -8 costh

cos% A,

La latitude maximale atteinte est denc telle que

x = cos?h: a8+ zxg -1 = 0, avec une solution comprise entre 0 et L.

= 2, soit, en posant

AN.: x = 0,846, soit cosh = 0,920, et A, = 23°% W r . = xLR = 0,846LR

Clest ainsi que Pon explique la formation de ceintures de Van Allen, région s'étendant
jusqu’a environ six rayons terrestres, peuplée dlions et d'électrons d’origine solaire, pié-
gés par le champ magnétique terrestre, mais dangereux pour les satellites artificiels.

179
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Champ d’une couche parcourue
par un courant

» Currige p. 860

On considére une plaque supposée infinie,
d'épaisseur ¢ perpendiculaire 4 Paxe Oz définie

¢ -
ar ~£ = 7 5 et parcourue par une densité volu-
par =g ]

3
mique de courant uniforme § = 74é,.

1. Calculer le champ magnétique créé par cette
Plague en tout point M de l'espace.

2. Calculer ia densité volumique ed A des forces
de Laplace s'exercant sur cette plague.

Que peut-on dire de leur résultante pour I'ensem-
ble de la plague ?

3. On fait tendre I'épaisseur vers 0 en gardant cons-
tant le produit 7, = jye. Retrouver la discontinuité
du champ & la traversée d'une couche chargée.

4. On superpose un champ magnétique uniforme
qui annule le champ magnétique dans la région
z< .

Calculer la force de Laplace qui s'exerce sur
Punité de surface de la plaque supposée infiniment
mince et montrer qu'elle a les caractéristiques
d'une pressicn Pdont on donnera l'expression.
Comparer avec la force de pression électrostatique
définie au chapitre précédent.

» Corvigd fr. 87

Lalculs d'inductance

{d’aprés concours DEUG)

Un cylindre conducteur (C), infiniment long, de
section droite s = Fla? et d’ake 2z, est constitué
d’un matérian de conductivité v. Il est le sidge
d’on courant électrigue continu d'intensité 1, de
densité volumique uniforme ? parailele & 2z,

N
1. Calculer le champ magnétique B(M) en tout
point Msitué & Ja distance p de Paxe 2’z et tracer

Pallure du graphe [%(M)l.

Electromagnétisme MP, PT, PC, PSI -4 Noba, Closse prige

i

i

2. Une surface
torique, de sec- :
tion carrée, est i
engendrée par un i
carré de coté Zb

tournant autour

d'un axe (D) de LT : "
son plan, paral- . (m\
lle & deux de ses * B——
cotés. On réalise
un soiénoide tori-
gque (5) en enroulant un fil conducteur sur la sur-
face précédente, de maniére & constituer une seule
couche de NN spires jointives supposées planes.
Sott ¢ le rayon -wmoyen de ces spires. Un courant
d'intensité I circule dans les spires.

a. Calculer le champ magnétique B (M) en tout
point M situé 4 la distance p* de 'axe D, 4 l'inté-
riewr et 4 l'extérieur de (5).

b. Caleuler le flux & de ce champ i travers ().
@ Don-
7

ner la valeur numérique de L' avec N = 1000,
¢=6em, & = lom.

En déduire son inductance propre L7 =

3. On considére [e systéme formé par le cylindre
conducteur {C) de longueur infinie, parcouru par
un cowrant d'intensité / et le solénoide ($) dont
on réunit maintenant les extrémités entre elles
("= 0} de maniére 4 constituer un circuit fermé. -
Les axes z'z et {A) sont confondus, et ¢ < ¢ b.

>
Calculer le flux @ du champ B & travers {5) et
en déduire 'indactance mutuelle M = ?

4. Uinductanece mutuelle peut &tre calculée indif-
féremment en considérant le flux envayé par &y,
4 travers () ou par (5) & travers (C). Retrouver

ce résultat, bien que le champ créé par le solé-
nofde soit nul en tout point da cylindre.

ﬁg?

Champ d’'un onduleur {d'apres ENSET)

On voudrait réaliser dans Lae région de Pespace
vide, sans charges ni courants, un champ magnéti-

> Corvige p. 57




la  forme

temps  de

que indépendant du

7= Bysinkyx?, {1} repéré dams un systbme
daxes orthonormé Oxyz de vecteurs de base
(?:n ? ] z?ﬂ:}

Pour ienter de réaliser de fagon approchée un tel
champ, on dispose périodiquement un systdme
d'aimants permanents, la période spatiale étant
Ao = % {voir figure ci-aprés). Les plans Oxy et Oxz

sont des plans de symétrie géométrique du sys-
téme. Fn outre les aimants sont trés allongés dans
ia direction Og, de sorte que le champ peut étre
considéré cormme indépendant de z.

On adopte dans la suite les valeurs numériques
suivantes : By = 0,4 T et Ay = B cm. La longueur
totale est de 1,6 m, soit un nombre de périodes
spatiales N = 20 pour Panduleur.

1. Montrer que Pexpression (1} proposée pour le
champ magnétique ne satisfait pas les équations de
Maxwell.

2. On introduit une constante d’appareil
2 me

sans dimension, et calculer sa valeur.
Données: e = 1,6 10" Cetm = 9,1 - 10-%kg.

By,
K = 22290 Montrer que cette constante est
(]

3. On isole par la pensée uniquement denx paires
d’aimants. Sans effectuer de caleuls, dessiner
Pallure des lignes de champ dans le plan Oxy. Que
se passe-t-il au point O ?

¥
a1, I E |
S xix E i s l ki S
L T
X
MR T
b i
-3
En considérant le vecteur B au point M(x, ¥, 0)
représenté sur fa figure ci-dessus, dessiner le vec-
-

tear B correspondant aux points M (-, 3, 0},
My(x, -y, 0) et My(~x, -3, 0).
Justifier un des cas 2 partir de considérations de
symétrie.
3

4. On cherch+ alows pour B une solution de la

wy
forme B = f(x, ) 8.+ Bog(y) sinkyx ), o

fx, ) et g(y) sont des fonetions de classe €,
avec f(x, 0) = 0 et g{0) = 1.

A partir des symétries du systtme, montrer que
Pon peut prévoir les propriétés des fonctions
Flx, ) et g(y) (parité, périodicité). Justifier que
L0y =0

5. A pactir des équations de Maxwell, établir les
expressions des fonctions Flx, ¥} et g(y) et éerire

Pexpression compléte correspondante de B.
Sachant que le champ n'est desting A agir que dans
le domaine {j < 0,2 mm, montrer que, dans ces
conditions, Fexpression (1) est une boane approxi-

e
mation de B.

> Corrigé p. 92

Voyage au centre de la Terre
(d'aprés concours commun des Mines)

Dans le récit de Jules Verne, le professeur Liden-
brok et son neveu Axel partent sur les traces de

Pexplorateur Ame Seknusserum. [s s’enfoncent

dans un ancien volcan en Islande... La Terre est
assimilable 3 une sphére solide de centre O, de
rayon Ry et de masse volumique uniforme . On
suppose qu'elle contient une cavité sphérique de
rayon R, et de centre Cplacé a une distance ¢du
point 0. Laxe OC, portant le vecteur unitaire 7,
correspond & Paxe des péles de la Temre. On
admetira que Pexpédition past du pole nord Net
s'achemine par un tupnel de dimensions négligea-
bles jusqu'an point 4 de la cavité tel que CA4 soit
perpendiculaire & 0C (Bgure ci-dessous).

Doanées : OC = a = 3800km. Ry = 6400km.
Re = 1500 km,

~
/T

\\
\ /
\-w
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La cavité est & moitié remplie d’eau liquide, ot
baptisée, mer Lidenbrok. expédition arrive en 4
et part sur un radeau 2 la découverte de la rive
opposée.

Pour naviguer sur ta mer Lidenbrok, le professeur
utilise une boussole, cest-&-dire une aiguille
aimantée pouvant tourner librement autour d'un
axe de direction fixe confondue avec la verticale
lacale, dont on peut montrer qu’elle coincide avec
Faxe 0C en tout point de la cavité.

Rappel : te potentiel vecteur en ux point @ di 3 un
-
moment magnétique i, de module i, placé en

Y
; = I /'
unt point H(PQ =d) est: 4 = 4EMA 7

1. La partie solide de la Ferre posséde un moment
Y
dut

1 On

pose, dans un premier modéle, que cette densité
est uniforme et dirigée selon 7,

-
magnétique par unité de volume J =

2. En utilisant le principe de superposition,
écrive I'expression du potentiel vecteur en un
point @ de la cavité sous la forme de deux inté-
grales portant respectivement sur les sphéres cen-
trées en et C.

b. Donner le résultat explicite du calcul, en utili-
sant une anafogie électrostatique.

¢ En déduire le champ magnétique dans latmos-
phre interne de la cavité, Dans e cadre de ce
madéle, la boussole est-elte utile & la navigation ?

2. Un modgle plus ¢laboré consiste 2 supposer que
ia Terre posséde toujours une densité volumique de
>

moment magnétique uniforme J , dirigé suivant 2,
mais uniquement & Pintériewr d'un noyau sphérique
de centre Jetde rayon Ry = 2000 km.

a. Déterminer le nouveau potentiel vecteur en un

point ¢ de Patmosphre interne. Montrer que la

Terre se comporte magnétiquement comme un
-3

moment magnétique 4 placé en (), que I'on expri-

-
mera en fonction de J et de Ry, Déterminer alors

-
le champ B qui oriente la boussole en un point 0
de AC, trajectoire du radeaq.

b. Le point O étant repéré par langle # entre oc

ey - —
et 00, exprimer la projection de B sur 4C.

|

Elactromagnétisme MP, BT, PC, PSE . Nathan, Cane pripe

La boussole est-elle utile pour ailer de 42 C'? Que
se passe-t-il au centre C'de la mer ?

5%
Expérience de V'aimant flottant

Partie A

Certains métaux ou alliages, & température suffi-
samment basse, deviennent supraconducteurs.
Clest le cas du plomb par exemple. Nous admet-
trons d'une part gu'un tel corps est un conducteur
parfait (il ne peut porter aucune charge interne et
le champ électrique interne y est strictement nul}
et que, d’autre part la densité de courant ] y est

Ll ABmia

- Curtize o, 0

-

reliée au potentiel vecteur 4 choisi de divergence
2
nulle par la relation fondamentale : }P = —?%?-A.

q et m sont respectivement la charge et la masse de
Pélectron {g=~1,6- 10-% C; m = 9,11 1073 kg,
n est le nombre d’électrons de conduction par unité
de volume (3 - 10% m~2% pour le plomb.)

L Calculer, dans le cas du plomb, la quantité

= n . . : .
0 = |———, el préciser sa dimension. Dans une
ZrgPily

expérience d'électrodynamique courante de labo-
ratoire, peut-elle &tre considérée comme trés petite
ou {rés grande ?

2. A lintérienr d'un supraconducteur, montrer
que le champ magnétique vérifie une équation de

3 2 2
laforme : AB-A2B = 0, et exprimer A en fonc-
tion de §.

3. Soit un supraconducteur dont la surface est le
plan x = ¢ et qui remplit la région x> 0. On
suppose qu: dans le vide extérieur régne wa
chainp magn-que statique quien x = 0 est indé
pendant de y et z, et perpendiculaize & Oy

Quelle est Pexpression des composantes du

Y
champ B al'intériewy du supraconducteur ? Quire
la composante B, I'une des composantes B, et
B, est nulle, laquelle et pourquoi ? Quelle condi-
tion cela impose-t-if pour le champ externe a la
frontiére ?

i 4 Déduire des équations de Maxwell la densiié
de courant 4 Pintérieur du supraconducteur.




5. Montrer qu'il s’exerce une certaine force élec-
tromagnétique par unité de surface du supracon-
ducteur. Quelle est sa direction ? Quelle pression
exerce-t-efle ?

Partie B

L. En s"appuyant sur Pétude précédente, justifier
les viégles suivantes wutilisdes pour modéliser le
supraconducteur 4 'échelle macroscopique.

a. Le champ magnétique interne y est nul.

b. Dune des composantes du champ magnétique
externe {on précisera s'fl s'agit de la composante
normale ou tangentielle) sannule 3 ta frontibre.

c. Iy a une densité surfacique de courant :

2 3 .-_> s~ 2 _—
E=KianBe+ KB, ot % est le vecteur unitaire
normal &la su:face du supraconducteur et dirigé vers

Pextérieur, et Be le champ externe 3 fa frontitre.

d. La force par unité de surface est une force de
pression P. On précisera les valeurs de K, K’ et de
P, et la raison de ces approximations,

2. On considére un supraconducteur en forme
d’anneau plat (voir ci-dessous} et ['on appelle §
Vaire du disque médian s’appuyant sur le bord
interne de 'anneau. Ou admet que le ffux magné-
tique @ & travers S est une constante indépen-
dante du temps, et donc du mouvement des
dispositifs physiques extériewrs 4 Panneau, quels
qu'ils soient.

RHE=—}

VASW/:J
'b

Au-dessus de Yanneau, supposé horizontal, est
placé un autre supraconducteur de masse Af dont
la surface plane et horizontale est située 2 la dis-
tance & de I'anneau. On fait Phypothése simplifica-
trice que dans la zone située entre les deux
supraconducteurs, i une distance r de Paxe de
Papnesu comprise entre le rayon inteme @ et

>
externe 4, le champ B est radial et son intensité ne

dépend que de 7.
Calculer cette intensité B(r), en fonction de @, £
et n

Caleuler la force exercée par l'anneau sur le supra-
conducteur qui le surmonte. On ne tiendra

compte que de la force exercée i l'aplomb de
'anneau (c’est-3-dire dans 1z zone située 3 une dis-
tance de I'axe comprise entre ¢ et &), Dans quelles
conditions les approximations faites paraissent-
elles justifides ?

3. Onprend @ = 2,8 10-% Weher, 2 = ¢% {gétant

la base des logarithmes népériens), M = 0,1 kg.
Calculer la valeur d’équilibre &y de & en suppo-
sent le supraconducteur supérieur en lévitation.
Mentrer que cet équilibre est stable et calculer la
période des dscillations autour de k.

w Corrigé p. 44

Striction d'une colonne de plasma
(d'apres CCP}

Un plasma est un gaz ionisé, c’est-a-dire un gaz
constitué d'atomes neutres de densité volumique
n,, d'ions positifs de densité volumique =, ot
d'électrons de densité volumique n,, électrique-
ment neutre. (5i les fons positifs portent une seule
charge .élémentaire positive, n, = #,). On peut
obtenir le confinement d’une colonne de plasma
en utilisant, au lieu de champs magnétiques exter-
nes, Je champ magnétique créé par un courant
intense traversant le plasma.

On se propose d’étudier Péquilibre d'ure calonne
de plasma de symétrie cylindrique d'axe Uz et de
rayon R. Le plasma est traversé par un courant [
dirigé suivant 0z et uniformément réparti dans la
section de la colonne. Le plasma est en équilibre
thermodynamique 2 la température 77 On désigne
par a(r} = a,(r} + n(") +n,(r} la densité totale
de particules 2 la distance 7 de I'axe et par P(r} {a
pression en ce point. A Péquilibre, P(r) = n{r)kT
oit k est la constante de Boltzmann.

1. Calculer ie champ magnétique créé par le cou-
rant { en un point de la colonne de plasma situé 2
le distance 7 de ["axe (r < R),

2. Calculer ia force de Laplace d ' qui agit sur
un élément de volume en coordonnées cylindri-
ques d'axe Oz, dt = rdrd8dz de plasma,
Montrer que cette force tend & sopposer 2
Pexpansion radiale de la colonme de plasma,

3 ~ Magndétostatiquz
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3. Rappeler Pexpression générale de la résultante

Y
des forces de pression dF, qui agit sur le méme
élément de volume. Déduire de la condition d'équd-
libre de Pélérnent de volume Pexpression de P(r).

4. On désigne par Nle nombre total de particules
par unité de longueur de la colonne de plasma.
Ecrire la condition entre N et J qui traduit fa condi-
tion d’équilibre du plasma {condition de Bennett).

5. Application numérique : calculer le courant [
nécessaire pour confiner une colonne de plasma
de 1) cm de rayon, I'énergie cinétique moyenne
des particules étant de 100keV et la densité
moyenne de particules dans la colonne de
10 cm™3,

)
Corde de Dirac (¢aprés Mines)
On bobine n tours de fil par unité de longueur dun
solénofide de longueur L et de rayon K Le champ

d'induction magnétique en un point A de l'axe du
solénoide situé & 'abscisse z du centre & de la face

» Cherigs . 93

N
la plus proche est: B = kuymi(coser| - cosh) 7y,
ot { est l'intensité, constante, du courant dans le fil.

En se référant 4 un cas particulier, déterminer la
valeur de la constante £

L Montrer que, lorsque B << z < L, le champ

Bo

S
gexprime par : B =

gfgf 2., et préciser la valeur
z

de la constante ¢,,.

|

Electromagnétisme MP, PT, BC, B8 .o vatan, o pripa

2

2. On considére une suite de dipoles électriques
jointifs placés sur la partie négative de Paxe Ozet
orientés paralidglement & cet axe ; chaque dipole,
de moment dipolaire B, est constitué de deux
charges ponetuelles -4 et + ¢ séparées par une dis-
tance a telle que p = ga.

q vz om0 e 0

+q ~q *q =4

Exprimer le champ électrique au point M sur ia
partie positive de Paxe Oz Que peut-on dire de fa
charge ¢ par rapport au moment dipolaire par
unité de longuenr ?

3. Quelle est Pexpression du moment magnétique
associé & une spire du solénoide ? Montrer, en uti-
tisant Panalogie avec la suite de dipéles électriques
gue tout se passe comme si le champ au point A
était celui d’une « charge magnétique » isolée pla-
cée en 0.

En déduire 'expression du champ magnétique dans
la région autour de la partie positive de 'axe Oz

4. On s'intéresse au mouvement d'une particule
chargée dans ce champ.

Donner l'expression du théoréme du moment

» .
cinétique en {, Lo dans le référentiel galiléen R,
appliqué au mouvement d’une particule dans ce
champ de force.

— =
5. Montrer que le moment OM A F en Ode la

7 5 oy A8 7
force F exercée par le champ s'éerit ~3; o 8
est un vecteur ne dépendant que de la position et

de la vitesse de la particule.

O
En déduire gue le vecteur Ly = Ly+ 5, dont on

donnera I'expression, est une intégrale premidre
du mouvement.

" 6. Montrer que le mouvement de la particule
s'effectue sur un cbne que I'on caractérisera.




Tester ses connaissances

; 1 a. Faux eth, Vrai, Prés de la distibution, le champ
magnétique est sensible 2 la géornétrie de la répartition
de courants. La distance 7 du point oit Fon calcule le
champ 4 la distribution doit étre grande devant la
dimension caractéristique de fa distribution. On peat
par exemple calculer le champ au centre de deux spires
cirenlaires de rayons @ et &, parcourues par des
2

@

courants [; et [y = Il%, ayant donc le méme
&

moment magnétique ; mall,,

taam‘i‘i%
24

Bl(ﬁ)a.
as,
+ =3 3
€. Vrai Laction estun couple T = M A B, quine
dépend donc que du moment magnétique.

d. Faux et ¢. Faux. Le résultat reste vrai pour le cal-
cul du moment des forces de Laplace au point 0 on
se trouve le moment, si le champ peut étre considéré
corame uniforme sur la distribution : done st la-varia-
ton relative de B sur Pétendue @ de la répartition est

petite devant | : Bvarie en ;;3, il faut donc 5: < ],

On n'oubliera pas cependant que Ja résultante méme
faible n'est pas nulle et dépend de la géométrie de la
distribution, et que l'action ne se réduit donc pas 2
un couple.

2 a. Faux. Les moments magnétiques sont des vec-
teurs axiaux puisqu'ils font intervenir fe vecteur sur-
face, Deux distributions symétriques par rapport &
un plan ont domc des moments magnétiques
antisymétriques :

#

e

-3
b. Vrai, La velation quitie 4 & ] ne fait pas interve-
nir {'ordentation de Pespace : ce sont deux vecteurs
polaires.

- -
¢. Vrai. B est discontinu, mais 4 est continu : cer-
taines de ses dérivées sont discoatinues, mais pour
qu'il y ait élsconnnmte, il faudrait qu'elles ne soient

pas définies : B infini.

-3
d. Vial. La force magnétique ¢ZA B est perpendi-
culaire au déplacement de la charge.

& Faux, I s'agit d'une force transmise au réseau
mdtallique par fes porteurs mobiles, perpendiculaire
aux lignes de courant. Si le conducteur ne se déplace
pas perpendiculairement aux lignes de courant, fe
travail de la force de Laplace n'est pas nul.

3 a. On orieate la spire dans le N
sens de rotation positf autour de !
Paxe Oz et on note [ Vintensité \
aigébrigie du courant qui la

parcourt : 1d? = Iad0d. By
« Tout plan passant par ['axe Oz : \\
étant plan dantisymétrie pour la ;
distribution de courant, le champ & 'D)
magnétique en un point A de cet s
axe esi pocté par Paxe. II suffit

donc de calculer Ia composante B, du champ pat la
loi de Biot et Savart :

ER—
4B _ ol de A PM _ug!Pszez i
= Gn T BB 2T Yn PP
= @imade soit, pour toute la spire :
im PR '
= el off g V@
8= 2——sm Spd, = Q—a(m) 2.

3 Hold? 2.
&

Poure <z, 1 B ~ S

+Le champ dun moraent magnétique A7, en un

point cie son axe (B=0) & la distance z s"écrit

b d
B o= e’ Elidentification des deux expressions

2 e

redonne [expression du mament magnétique de la

£y

spwe .:itt = watl ¢, = IS

b. ¥ étant indépendant du point ol on le caleule, on
choisit de le calculer en 0 centre de la spire. On
oriente la spire dans le sens de rotation positif autour
de Oz {voir ci-apres). On note Ox et Oy les axes paral-
l&les aax cotés de longuenrs e et &,

B=82+B2+B1,

3 ~ Magnétostaticue




3 =
Les éiéments de force de Laplace Jd€ A B dusg la
composante B, sont nuls sur les cotés paralidles &

Ox, et valent ~{dy 8.7, sur les c6tds paralléles & Oy.
Leur moment 53; A d? en O vaut :

pour le cité x = g :

4P, = (g 3x+y?y)z\—ldy3_,?z
= 15B,dy3, - 1B,y dp 2,
et sur le cOté x = -g:
d?g = (»g?;+y?,)1\m1d}'3x?z
w =1 £B,dyd,~ 1B,y dyZ,, soit:
> 82 b2
a a
Tow | §1B.ayd+ | -518.4y% =« 1abB.3,
572 +4/%

La contribution au momeat en @ de cetée compo-
sante est done B, ab7,. De méme la contribution de

la composante B, est ~18, ab 2

Les éléments de force de Laplace dus & Ja composante
B, sont symétriques par rapport 4 0, ou 0, dans le
plan 20y et ont done un moment résaitant nui en O

i? w [ab(+ B, 8- B¢ = lab ¥ n i E On retrouve

- - - L
bien Vexpression da B avec # = Tebd, = [5.

3
4 %BOA? = %(Box?;ngy?x), done

et 108, x 108,
rot(ﬁﬂo/\r) = (§-5§-—§ a;)) &= Byt
De méme 1ot(Byxdy) = [aff) B = Byt

3 ;(;(—Buy?,u) = (-" a——(-:a?—)) 2, = Byt.

Le' théoréme d'unicité n'est valable gqu'avec des
conditions aux limites définies. Un champ n'est uni-
forme que sur une région limitée de lespace, et
Pexpression ia ples adaptée tiendra compte de ia

-3
symétrie des sources, Par exemple, éBo A ah

symétrie de révolution autour de laxe Oz et sera
adapté au champ uniforme 2 Pintérieur d'un solé-
noide infini. Cependant, i faut se rappeler que seul

-
le rotationnel de 4 2 une signification physique.

B 5 Lomoment magnétique de Paiguille tend 2 s'aligner
sur le champ magnétique terrestre. Ne pouvant tourner
que dans un plan horizont, elle s'alignera sur la com-
posante horizontale de ce champ. Son pale Nord étant

Fensult que le moment magnétique de la Temre est
drigé du Nord magnétique vers le Sud magnétique.
Le module du champ magnétique créé par un

-
morment A 'derit
3 M
JB B Eﬂw«/% cos O+ sin’ B
dxed

= 5%% 3cos?9+ 1.

est donc maximum, & r constant, en
Hodt et minirmnarm
2nry’

& Péquateur magnétique oit il vaut deux fois moins.

Ce meodule

& = 0, dong aux péles o il vaut

@ & Soit 7. la normale 4 la surface, et ?; w i,?x Ie vec-

perpendiculaire & Oz

-3
Si Pon utilise Je fait que & est 3 flux conservatif pour le
flux sortant d’one surface fermée cylindrique de géné-

Electromagnétisme MP, PT, PC; PSI .0 Nattwn, Close et

par définition dirigé vers le pdle Nord magnétique, it § .

teur densité surfacique de conrant local, évidemment | . :




ratrices paralizles & Oz (voir figure ci-avant), dont
havteur tend vers ), By, = By,

Si F'on applique le Lhéoreme d’Ampére & un circuit
rectengulaire de céiés paralléles & Ozst Or traversant
la surface, Pintensité du courant a travers cette sur-
face est nulle, et B, = B, .

5i Pon applique e theoréme d’Ampere 2 un circuit
rectangulaive de cGiés paralléles & Ozet Oy, de lon-

gueur df suivant Oy, orieaté positivement autour de
Ox et traversant la surface, fa circulation tend vers
(= Bh—z—Bh)df quand fa hauteur tend vers 0, et
Tintensité du couzant & travers cette surface vaut
id¢, etdonc:

.
EBQ-BI =~y i ¥ = Uyt Fiad ml-’-o?:/\ﬁlz

Savoir appliquer fe cours

1 Léquation locale de conservation de la charge
s'écrit ?} +d1v; .

Pour un conductewr ohmigue, 7 = 'YE . 8t v estuni-
forme, on obtient %%i-vdivf = 0, soit d’aprds
PPéquation de Maxwsll-Gauss :

EXTer
L_M%m______

On reconnait une Squation de relaxation caractérisée

perle temps t = -s—", de solution, ;

Bp(8) = 5p(0) exp{— ~) La valeur de la perturbation

seta réduite de motié au bout du temps | ¢ = a2,
P

AN.: 1,0 109y,
L& phénomane est instantané.

2 LOn décompose la répartition surfacique en
deux répartitions : 1, = {,cosot ¥, +#,sinde, et on
calcule les contributions au champ et au poteatiel
vecteur des deux composantes ;

M._( ....... ;:::g“w ________ G,_,,
N Z

+-Composante smivant 0z : tout plan passant par Oz
est plan de symétrie pour la distribution, done en un
point Mle champ est perpendiculaire 4 ce plan et donc
orthoradial. I y a invariance par transtation suivant Oz

et par rotation autour de Og, donc E; = B (1) ¥

On applique le théoréme d'Ampere 3 un cercle de
rayon r centeé sur 'axe O orientd suivant 2y :
r<<a:2nrB(r} = O, etdonc By(r) =

r>a: AnrBi{r) = yo2rai, cosce,

-y facosu
By{r) = g ¥y

+ Composante suivant % : le raisonnement est le
méme gue pour un solénoide infini : le cylindre étant,
infini, tout plan perpendiculaire 2 Oz est plan de
symétrie pour la répartition, et donc en tout poinl, le
champ est suivant OZ Les invariances somt les

=
mémes que précédemment 1 By = By(r) 3,

On applique fe théordme d'Ampére 3 un rectangle
dans un plan contenant Oz de longueur L paralléle &
Ozet de [argeur dr, ordenté pour que son vecteur su-
face soit suivant 7 : si le rectangle ne traverse pas ia
surface du cylindre : By(r) = Cte.

i -
A Pintérienr, By = By, dlexidrieur By = 8,7,

A la traversée de la surface : { By~ By ) L=pyd since L.
Il reste A déterminer I'une des deux constantes : on
peut soit caleuler le champ sur Paxe, et on trouve
-3
By = {tyf, sined,, soit considérer que le cylindre
infini peut &tre considéré comme un tore de rayon
infini, et que le champ 3 'extérieur est nul :

rd :
r<a: By = Pt sinet?,

~¥ ¥
r>ar By = Q.

li<a: B »
Done, | r<a: B(r) = poi sineé,,

ia cosa?
ity A

-
rra: B(r) =y,

87
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2. a et b. Les relations de définition du potentiel
+ -
vecteur A de divergence nulle & partir du champ B
~
sont les mémes que les relations de définition de 8 &
- -+
partir de ile;’!— On décompose 4 en 4; di an
-+ =
champ El eten Ay dfauchamp Hq.
- -

« Cabeul de 4, : A4, ales mémes symétries que la

- -
répartition de courant qui le crée : 4 = 4,(r) 7.
La cireulation sur un rectangle dans un plan conte-
nant Oz de longueur L paralizgle 4 Ozet de largeur dr
orienté comume précédermment s'écrit :

3
r<a: Ay = A7 wniforme.
o

r>a: (A {(r+dn)+ 4 {rHL = 1,&0! @ cos L,

A4, dacoso
e
(On le trouve immédiatement en exprirant R
corposante suivant z du rotationnel en cocrdonndes
eylindriques.)

-
Donc 4, = -1, acosaln( )? On ne peut pas

choisic 4, nul & I'infini puisque dans cette modélisa-
#on, i, vest pas nui & 'infini. Le plus simple est de
choisir 4) nul & la surface du cylindre, et donc A4,
aul par continuité,

¥ ol - . a
r<e:dy =0, r>a: 4 = paz,acasaln(;)?z.

* Calend de 4,
répartition: de courant qui le crée, dg = Ay(r) Zo.
On utifise la circudation sur un cercle de rayon
orienté suivant Fy :

-5
t A; ales mémes symétries que la

r<a:2nrd, = gy i, sinonr?, donc
- gl sinor
Ay = B2 T2

2
v g durdy = )i sinore?, done
2t z'lsin{xaz?

Ay =

2r e
r<ai A= oy sin s szmcxr_,s
- 2
r>a 4 = unzacosaln( )2 W?‘;

Remargue ; celte détermination n'est pas unique, car
les conditions aux limites ne sont pas imposées par
'énoncé. Sur le cylindre, il a été choisi de prendre un
. . Uy fsinta

potentiel vecieur orthoradial de module —mmrram s

B

= g 1(cos o Za - sin e 7}
1o ifcos oy + sin o o) A F |

!

s3]
S
S

H

H

- - 2
On retrouve bien By — By = pof;a By,

De méme, en v = g,

Pod sinea - g i, sincea®
L= ---’-2-_-—-?9, et A, .= i T

Qa 8

| |

La continuité est donc bien vérifiée.

3 1 Chaque élément de volume dt, de la sphére

o b4
posséde un moment magnétique dM = J dtp stest
scurce en tout point A d'un potentie] vecteur

3 Pl
dA(M) = jd‘cPAPMS
Pour 1’ensemb{e de la sphére
7 _PM By 7 PM
A = J‘IWJ 4 B = i Pfﬂm Pt

Uj B Msdtp On reconnait, au fac-
sphére
teur gglig prés, Pexpression du champ électrostati-

que créé par une répartiton volumique uniforme
unitaire sur fa sphére, qui se calcule avec le théorzme

s
de Gauss : on pose F=OM=ri,.

-
r< R:4ns?V = 3”'07\’ etV{T) %
3'}
e RtV = S0 o P = il
31’3
-3 > P
Done, r< R A = wod Az,

- -4
r>R:AM) = :—fcénkaj A;’-,

2. Pour r< R:

BOM)y =rotd(M) = ’-;EF&(JG::@*,»J”&} = %—i‘if

Remargue : co champ est uniforme,

Pour »> R: Ou reconnait le potentiel vecteur d'un

i o dE T
moment magnétique A = % R3J, égal av moment

magnétique total de fa sphive, placéen
En coordonnées sphériques de centre O et d'axe Oz:

|
(20038? +5in B 2o}

B(M) =

wl

' I Electromagnétisme M, BT, BC, PSE .o utan, (e pipa




3. 3il'an superpose & ce champ ua champ magnés-

- Qg
que uniforme By(M) = ——g—‘-’i‘ on obtiendra un
champ magnétique uniformément nud & Vintérieur de

la sphére. La superpos'm'on e B o et du champ créé

o

3B,
par la densité ;J’ = Y sur le volume de la sphéce
L )

est un champ uniformément nul dans fa sphére, et
-
uniforme égal & B, a Pinfini,
Lé champ étant unsforme i Pintérieur de la sphére, son
rotagonmel est nul,"et done fa densité volurmique de
eourants est qulle dans la sphére. Les sources de champ
ne peuvent donc étre que des courants surfaciques.
Eour ies obtenir, i suffit de calculer fa discontinuité de
B alatraversée de lasurface 7 = R :
Le champ dd au moment magnétique
-+
= 2 2R B,
Mo %ER:"J Pl
il
- nage de la surface de la sphére s'éerit, en coordon-
nées sphériques d'origine O et daxe Oz:

en un point # au voisi-

2 L3 e
B = 4nR3[2c0593,+5mBe)&)
= m-%g(%ose?ﬁ 5in B 7).

Le champ total s"écrit :
5> 2 =
B =B 4B,
= Bylcos 0¥, —sind ) ~ —(2cosﬂ . +sin B &)

b 38
B = —w;fgsine?a

TLes courants surfaciques n'ont de composante gue sui-
vant Zp ¢t 7. A la traversée de la répartition surfaci-

+ 38 3
que 7 sur a sphere, B = —-—-Q—i)sinﬁ % = 1y fAZ

donc [?, =~ 88y sin G?

EIT

1 3

% 05
a..
-
=
H
+
B
kA
+
=
!l
z

2. Liénergie potentielle d'interaction est ['énergie

potentielle du moment My en 0, dansle champ créé
pd P

parle moment AL, en 0. Enposant ¥ = O‘O; :

gy [ o 34

I..w{ Ay Ay

- 5
3 -+
T .&'LQ -7
ars 72 :

On remarque que Pexpression est inchangée si I'on
permate les indices 1 et 2,

5
€p = =My B (0y) =

3. Le minimmum de Pénergie patentielte est obtenu si

:47[2 s"aligne sur le champ créé en 0, par J?{. la of,

ar consta,m, ce champ est le plus intense, d(mc s
O 0, est altgne avec Mi

Les deux moments doivent done étre alignés sur ju
droite qui les joint.
Ha

4. Dans cette configuration, €p = ~ Grd Hg-

ANy = g}; = 9,97.10% A m?

£ = 6,37 105 ] = 4. 106 eV, Pour T = 293K,
kT =4 - 1021_] 2,5-102%eV.

Linteraction magnétique est donc trop faible pour
pouvoir expliquer & température ambiante "aligne-
ment des spins dans les ferromagnétiques, {L'inderac:
tion responsable ne s'explique qu’en faisant intervenir
la mécanique quantiquel.

B L A(M) ‘EL”
=5EOM~O
) "
. L[, 20p0M op]t
= pid datt . oM

A lordre 0 en woe

LR 3. A
OM’ A{M}mémﬁwimep“a

P _ f_].o — . —— kA
ATordre 1, 4(A) = To0an 5. (0F - 0M) Idts.
En utilisznt la formule du gradient ;

-3 B tod —_— ey >
2 A =-5os ”Sgrad(OM OPy A d5.

Dans cette intégrale, M est fixe et la variable est la
position de Psur la boucle de courant.

B e
grad(OM . OP) = OM, et¥on retrouve bien Pexpres-

sion du couss

l -3 _ Hod ey *
[A(M)—-"mj OMAdSe

{ _ OM Ho 2 GM
f - (jj‘ IdSP)A——— = Ran 2y




?‘*

3. La distribution. de courants est décomposable en
boucles de courant. I} suffit done d*étudier I'action

d'un champ 3 sur une de ces boucles, i e champ est
uniforme, la résultante des forces de Laplace g'écrit :
P ¥ -3 (
F = (Jdéin Bo) =
bauclke

Uaction des forces de Laplace est done celle d'un cou-
ple dont on peut cafculer le moment en n'importe
quel point :
s — T
[ = 5;; (0P ~{l,dErr Ba))

boucls ©;

P ) 3 oy 3
= § [,dEr0P - Bo)-Bo § (1,0PdEp)

boudte €,

§ da Pt

2 - >
dee,-) ABy =0
bouciel,

doucle £

—3 L
b 0P -den =1,
baucle £

el n

boucle &y

4. Le premier terme se calcule 4 pactir de la formule
du gradient dérivée du théordme de Stokes, et en
—3 ey - 3
remarquant que grad OP- By = By
% Ud? R JI g.;;é(fz\ds, done :

c §

P 391«16;»(0? Bo) =1, U Bondfi=tna Bo
boucle €,

=
ol M est le moment magnétique de la boucle de

Y
courant, défini par [.Si. La valeur du vecteur sur-
face étant indépendante du cheix de la surface
s'appuyant sur le circuit, il convient de choisic une
géométrie la plus simple possible.

% & 1. L’mtensxté qui pavcourt le cylindre plein est le

flux de ]o 4 travers upe section du cylindre, soit :
{4 = na? ol
S S

Dintensité du courant de retour serz la méme, et
Sexprime en fonction du courant surfacique sous la

forme: e -

[i: 2ndi 5|
2. La répartition de courant est invariante par trans-
lation suivant Oz, par rotation autour de Oz et admet

tout plan passant par Oz comune plan de symétrie.
Done, ent un point A quelconque de coordonnées

cylindriques (r, 9,-2), 3= B(rydy.
On le calcule & l'aide du théoréme d Ampére appli-

qué & la circulation sur un cercle de rayon r centré
sur Paxe Oz ordenté swivant s

; N rf
sr<a: ZnrB = pgnr,, smti‘B = M’Zna??g
ca<r<h:2nrB = u,l, smt{B—p 1?

v ; o

s> b Amr B = 0, snitg “—“5

Le coefﬁcxent d’auto-induction par unité de longueur

1 1 La 1éparl:1non de coumts J est invariante par
“translation’ suivant’ Ox et suivant Oy, et admet tout plan
~ paralléle & x0z cornme plan de symétrie. Donc en un
. 'poth quelconque dc coordonnees (x » z)

B s B
- De plus, le plan 20y est plan de symétrie pour ], donc
LBy =
" On applique le théoiéme d Ampére & un cireit rectan-
; .gula:m dans le plan yOz, symétrique par rapport au plan
- %0y (voir ci-dessous), de longueur. L et de bauteur 214,
onenté dans le sens posmf aatour de Ox.

wB{Z).

! Electmmagnéhsma MP, PT, PC, BSE . Natan, Clusse pripa

Sentvainer -

#ulﬂ(g)
vaut donel A = .
27
R
Y
L
iéh

T
sl < g : 2BUA)L = 20y, | B = -tajodd)]

T >'§"£ 2BUAIL = ~tofolle,

B = "‘5‘0]0 Ei

e




Le champ est uniforme au-dessus et au-dessous de la
plaque.

Remarge > 0w choisieait dans ee cas ui poientiel vecieuwr
dir Yo forme L 0E,

(3

2 La densité volurnique de force de Laplace s'écrit
]AB ‘2 Pintérigur de la plaque, et a donc pour

i
expression 3| %f» = jodx A »«;zgjoz? = o fa z? . :
Deux volumes symetnques par rapport au pian xOy sont
sourais 4 des forces égales et opposées, doac la résul-
tante des forces de Laplace sur Pensemble de la plague
est nuble.

3. La valeur du champ passe de y;ej(}% 2 4 o jo 5 )

guand on traverse la plaque dans le sens des z crofssants.

Hya danc wme discontims —lg jae? @ i, e A ?zl

conformément & 'expression générale 1, Tond,
4. Seul centribue & la force de Laplace le champ uni-

i
forine ”1'1055?)': qui crée une densité surfacique de force

% 2
de Laplace : d— = i 8x I\-—-],{ug £, = —1.&,_,2 Z.
2
Cela correspond done & une pression magnétique pta%,
dirigée vers la région ol le champ est nul, contrzirement
4 la pression électrostatique (dirigée vers la région ot te
champ est non npi).

) 2 1. On reprend le calcul dgja fait dans Pexercice 6, de
« Savoir appliquer ie cours »

r_:“*““““
sy a: anB HoTpif, soit] B =

S
cr>a: tnpB = pyl, soit] B = pyzTe

B(r} est tracé sur fa figure ci-dessous :

B
Blay

08
08 ™
04 ..

a2

2. a. La distribution de courants est invariante par rota-
tion autour de Paxe (D) et admet tout plan passant par

-
cet axe comme plan de symétrie. B est donc de la

forme B = B(r, % en coordonnées cylindriques
d'axe 0z = ().

Lapplication du théoréme d’Ampére & un cercle de rayon
p’ orientés dans le sens de g, % lintérievr du tore
(—b<z<bete-b<r <ct b) fournst Texpression :

NI
2rp’B(p', 2 = W NI, sthB'% MDQE&H

St le point M est & I'extérieur du tore,

2xp’B(p’, 2} = 0, et le champ est donc nul partout &
Pextérieur du tore.

Iy, La surface s'appuyant sur les spires s'appuie sur une
hélice de pas trés faible. Le flux 2 travers fa surface cor
respondant & une spive est le flux 2 & travers fa projectios:
de hélice perpendiculaitement 2 7o, donc i travers la
section carrée du tore pour les Nspires :

i
N[ otb c+ b

2b-—E- uo——éinc 3

j

Lio

L o» ﬂ"
etEL £ I\,I.D*T“é"‘bina_

3

AN L = 1,35 mH.
3. De la méme maniére :

dp HoN T ]
= ——bin7Tg

chb
@® = N ong 2528

N erd g
M-—m-wblc ey

4. 1t faut observer que le cylindre infini n'est qu'un
modgele, valable lotn des extrémités. 11 y a forcément un
courant de retour, mais & une distance de 'axe (D) teas
supérieure 3 ¢+ 4. (On peut reprendre le cas de Pexer-
cice 6, de « Savoir appliquer le cours »). Le champ du
tore étant nul & Pextérieur du tore, le fiux du champ 8
a travers la surface s'appuyant sur fe cylindre et le cou-
rant de retour se réduit au flux de B” a4 travers une sec-
tion du tore :

3
NI ““’2__9 uoNfanbg

i
i
i
i

=y I c~b E
f c+b g i
Or retrouve bien{ M = b! P !
L .w__..m.J

; 3L 3 = B, sinkyx?), sadivergence est bien nulle,

mais son rotationnel vaut £y B, cos kyx 7y, non nud alors
qu'il n'y a localernent aucun courant.

3 - Magnétostatige




2. On reconnait dans eB ia pulsation cyclotron, et % a %

la dimension &'un temps. Le produit des deux est done

sans dimension, Sa valeur est :
1,610 x 0,4 %8 10

= 2,98.

T 8ax9,1- 10313 10F

3. Les symétries des moments magnétiques et du
champ sont les mémes : donc y0z et 0z sont. des plans
d’antisymétrie pour B. O appartient & deux plans
d'antisymétrie, donc Te champ y est nul.

En M{x, y, 0) eten M{~x, 3, ), symétrigues par rap-
port & yOg, les vecteurs sont alors antisymétriques par rap-
port & ce méme plan. Par des considérations analognes, on
peut représenter le vecteur Baux points 3, 3, et M.

2PICe

F"Nt/i@ s.
T

4. On en déduit que f(-x, ¥} = +f{x, ), et

iz, =93 = ~f(x, »; de méme: g(3) = gl-9). De
plus f{x, y) doit étre périodique en £ de période Ay,
La fonction g(y) étant paire, g'(y} est impaire et
s'annule doncen y = 0.

5, divg = 0, donc gé+80g’(y) sin fga = O
Soit (x, 3) = By g*(y)"-"fgm(y). wot8 = 8, done
kg 8o g(y) coskyx = —f By gy —== koko

g = Kgy et fa €y) =
On en déduit A(y) = Cte = 0 puisque f(x, 0) = 0 et

+ /()

gy =90 .
£y} = coshiyy puisque g(0) =1 et g(0) = 0 et
fx 3) = Bysinhkyycos fgx. )

3= Bolsinh ko yg coskyx 8. + cosh By y sinky 2 3))

Dans le domaine |y <02 mml, |sink &y, cos by
reste inférieur & |sinh &y v 00 = B Ypa = 2,5 - 107% et
cosh ky y sinky 2 =sinkyx au deuxidme ordre prés en
kyp. Lexpression est donc une bonne approximation,

avec une erreur relative de 2,5 - 104,

Electromagnétisme MP, PT, PC, PSI . 0 Nuto, Cese pripe

4 1. a.On peut décomposer lz répertiion de
moments en une sphére §, correspordant 2 la Terre, de

rayon Ry centrée en 0, de densité volumique de

-
moment magnétique J = ~JZ et uns sphdre Sy
correspondant 4 la cavité, de rayon R, centrée en G, de

densité volumique de moment magnétique —.? = J2.
{Rappel : te moment magnétique de la Terre est orienté
en sens inverse de axe Sud-Nord.)

Le potentiel vecteur en un point { s'éerit donc:

A’(Q)=f—;"t(ﬂj J?A}%%drp-s-m JE’A d-zPJ

L], B ], B |

. On reconnait un calcul anatogue & celui d'un champ
slecfrostatique créé par une sphéee uniformément char-
gée en volume, qui se traite par le théordme de Crauss
{voir exercice 3 de « Savoir appliquer le cours »)

09 - :
Jﬂs PQJd‘rp B si @ est & Vintédeur de }o
sphare Sp.
De méme —HJ'S Fo° = 1:0 3 si () est & Pinéérieur de

la sphére Sp.
Si 2 est & l'intérieur de la cavité, il est 3 la fois & 'inté-
rieur des deux sphéres, et le potentiel vecteur s’écrit

5
A

¢. Le champ & 'intérieur de la cavité vaut donc

done ;

oy
® —poj?r\%g = 6

- —= ~>§
B(Q) = rotd (@) = (}i en fout point de la cavité, la

boussole est bien inukile.

2. 2. Les points {} de la cavité sont & une distance mini-
mum du cenfre :

a— Bpw 3800 - 1500 = 2400 km > Ry = 2000 km,

. donc en dehors de Ia sphire §y de centre Oet derayon .-

By.
Le potentiel vectenr en uI_I_E:;aint {2 de fa cavité s"éerit :

7
llo.f ms ngd“cp.

Le calcul de l’mtegrale se fait encore avec e théoréme
de Gauss :

&,00
A(Q) = -nosinghs 305

ot Pon reconnait le potentiel vecteur d'un moment

magnétique .A/t =-7 Nj? = M7 plact en O ke

champ magnétique E dit & ce champ s'écrit done :




B

E: Ko (2(:039 Zrsinddy I
it L e £
41’5 +3 )i

;ZE' = ~R (sin8 +<.ose?s}

b. La projection de B sur AC vecrit:

Mo . (5inf cosd L&
BEM( 73 ) WECT T e

soit ] gk M{smecsos*ﬂ) ;
z !

Dans la premidre partie du trajet, de £4 G 8<0, le .

« Nord » de la boussole indiquera la direction de la rive
oppasée, mais ea C elle ne donnera plus aucune indica-
tion, Ensuite, il faudra se diriger vers le « Sud » de la
boussole.

2?5PmieA

N |
1. t 8 = m a la dimension d'une longueur ’

Or peut par exemple remarquer que, d’apres le théo-

réme d’Ampére [[y] = [Blli[jl‘]
L2
e oy« tmm R
{LI3fq*BIL] ~ [qilqB]
A partir de la force de Lorentz :
(mi| 3
tqB} = L = tmumyt o1 - -—[7§—}tmz = (L1,
[q] T

AN.: 8 = 2,17 10" m de Pordre de grandeur des
dirnensions atomiques.

2. Dlaprésle théo:réme d’Ampere,

. fotB = poj = ~§, soit :

i
de = 0, donc; AB-

2 B
8. Les trois composantes de B vérifient AB, = “5"3’

wd et AB, = = La solution est unique si les

AB =

5 8"’
conclmons aux limites sont imposées. A la sucface du
conducteur les conditions sont les mémes quels que
sofent ¥ et 2 donc la solution ne dépendra ni de 3 nide z.

B
divB = 0, done ‘}wf =0, et B, est une constante.

dx
d*B, B,
i = Q= 5 done B, est nul.

Pour les deux autres composantes, les solutions sont de

AB, =

la forme B exp(—s)+ B, exp( 6) Le champ devant

rester fini, les solutions sont de la forme
> !
Br-z = M(O)cxp(—-g), soit | B = B(0) exp(—%) ?z’i

puisque B,(0) est nul dapras Pénonca.

4 otB =_%% 321y, soit] F = (0) exp(——} 2, E

S e imeaed

5. La force de Laplace sur ces cousants 2 une densité

volumique fA B = BE(O)
Pod

exp(ngf} 7., soit, par unité

de surface, en sommant sue x de O & I'infini :

rBQ(G} .o 2de , B0,
e 1K £y = e
o Mgd 8 21, {ﬁm—-é ~6—
Le champ extérienr exerce donc une pression [P = 2; )
0

dirigée vers Pintérieur du supraconducteur.

Partie B. L. les résultats précédents seront valables & .
Iéchelle macroscopique, si, 2 Péchelle de la distance
caractéristique § on peut considérer la surface comme
plane, Pépaisseur comme infinie, et le champ extérieur
uniforme :

a. le charap magnétique est nul dans ie supraconductenr ;
b. la composante de B perpendiculaire 4 la surface
Fannule & la frontigre |

¢. ity a une densité surfacique de courant :

i "? - B 0) x . B 4'.(0)
2= [7q j xp(ms) = nd
?x est dirigé vers I'intérieur du supraconducteus, done

Zow R, et = &—051)/\??:(9};

d. le champ magnétique exerce une pression P = 2—-—-
vers Pintérieur du conducteur force répulsive). Ho

2. Lefluxde B est conservatif ; en prenant une surface
limitée par un cylindre de rayon 7, la surface Set la sur-
face du supraconductenr, il n'y'a pas de flux 4 travers la
surface du supraconducteur, donc 2nrhB, = &, soit

>
Bin = Zm’tr?

La pression sur le supraconducteur dépend de r et vaut
SR, L '
U, Bririiip,

3 - Magedtostation -




p——
e e e o A S
S /mmlym NN
Hiils
La force répulsive exercée 4 I'aplomb de l'anneau vaut
donc :
b
j W&gﬂ s drdy s e i kgi .

Le calcul sera valable si % est suffisamment petit pour
que l'on puisse négliger Paction du champ magnétique
dans les zones ofl les lignes de champ ne sont pas
« resserrées » entre fes deux supraconductews : £ << g,
3. ATéquilibre,

2
@ & = Mg, soit:

4rpgh? » a
[0 o
@ .3

= @ [ = e
0= O T NEwT,

ANt ky = 10 cm,

Si haugmente, la pression diminue, et le matériau redes-
cend, Eéquilibre est donc stable.

Au volsinage de I'équilibre, la force de pression peut

A f o By
4uu9112]nEwMgE§ - Mg(] "QM’;SW)'

Dléguration mécanique $"écrit done

s'écrire

Y
M 2Mgh ko, ce qui donne une période
ds g
des oscillations :
ir: 2% _ g P g 14s
i @ iz

& 1. On retrouve le calcul déja fait précédernment : la

densité volumique est uniforme et vaut 1= _IR_:?,?E’
done d'aprés le théoreme d’Ampére, B = ; Gg;?g

2, Daprés Pexpression de la densité volumigue de

5 2
force de Laplace j A B :

bt we fr ;}.BI
dFp = -——-d‘c?;/\ Rze)g alatve yr

rdrdedz?

Cette force est dirigée suivant —¢, et tend donc &
s’opposer & 'expansion radiale de la colonne.

Elactromagnétisme MP, BT, PE, PS . o Nutan, Cloe pripa

3
ary

d‘t
soit dI‘

Jo—,
= —gradP {voir ci-dessous )

= —gra.dPrdrdB dz.

Mz edydxdz
/_l - Ply +dy)dxdz
Fixidydz w — , m P(x+ dxydydz

Piyydadz /"/““( J

P{zydxdy

- 1 P
dFp = ~grad Pdxdydz = —grad Pd=

Consedl - st fon fail le raisonnement en coordonnées
cylindriques, if ne faut pus oublier fa composante sui-
vant #, de i force pressaite qui s'exerce sue les faces
arthogonales & 2'7.;, et qui vaut Pdrd6de

Plz+dzyrdedr
P + do)drdz l
D Mdr)marmedz
r~ ‘‘‘‘‘‘‘‘‘ Aot
‘_?_(rydwr \h”%
~~~~~~~~~~~~ 1_:\%}
P&drdz
P{ryrdodr

2 d 1 >
dFp = f:_ $0P)rd0dzs Pdrdedz]e,
- (—i—f(rdeérdx) ér— -——--rdBdrdzea

QB = 2,[ r(a“”)r 46 dz+ Pdrdo dz_]

d
-¢, %Prdﬂ drdz— ea—%—érdrdedz = -—gradP(r drdg dz)
Uéquilibre de I'éiément de velume s'écrit donc @
= P
P(r) = W puisque la’ pression s'annule 3

Pextérieur de la colonne de plasma.

4. T¥aprés la condition d'gquilibre thermodynamique 3

. po L2 RE-1)
ia temnpérature T, »{r) = —TRRET et N vaut
_ R _ AR -y
N = jo r(r)dnrdr = . Wtdr
_ _Bedt Ry Ry pel?
- mmw(“ﬁ””ﬁi‘”) T Brikd”

5. SiPénergie cinétique moyenne est de 100 keV, et que
I'on peut négliger I'énergie cinétique due ai mouvernent
d’ensernble devant V'énergie cindtique d’agitation ther- -

mique : KT = 100-109x 1,6 1019 ], Si la densi

y

\

/




volurmique moyenne est # = 1,0 1045 em=3,
N =Rz = rl0~2x 10% = 3,14 10¥ m-!

7 =JM“J2'107’<2
Ey 3

100% 1,6 10~ 3,14 . 1049
= 2,04 - 105 A,

Remargue . cola crmespond b oune viesse de déplacerent

P R S R

105w s, ce
e ‘v LT

d'environ

qui corvespond & une énevgie cindlique de wanshtion de

0.1 1075 x (3,75 1052
FESNE [

powr les dlectrons, et de Pordre du keV pour les ions

Lénergie cinétique des particutes est done essentiellerent

sous frmne d'aghtation therrsigue.

= {4 &V

. 1.
Povdre de Enwl =

w" <
7 L. Pour un soléncide infini, B = jigni e’z, avec

cost) = 1 et coscy = i, donc{;c = 1

T

2 _ Hgri z+ L z
B = Z
(J{L+ oy R RJ ‘

1

2
( ) (T B

-2 ni

2. En un point M sur la partie positive de Paxe Oz les b
" moments dipolaires placés sur la longuenr df de Paxe
-2
contribuent au champ E (M) par:

rd 2sd
B0 = g S

et donc le champ total s'éorit :

2pdt, Loba .. 1 43

Bans | 28t o bt i b

La distribution de charges est équivalente 4 une charge
unique + ¢ placde en 0, et une charge - ¢ située infini-
ment loin sur la partie négative de l'axe Og et doat
'influence est donc négtigeabte en M

q représente le moment dipolaire par unité de longueur.

8. Le moment magnétique associé & une spice §8crit
E{ = gR*I?, Lensemble du solénoide est donc équi-
valent & une suite de moments magnétiques répartis sur
Ta partie négative de Paxe Oz anR2[Y, représentant le
motrent magnétique par unité de tfongueur. Lanatogie
avec la distribution électrostatique précédente permet
d’éerire que le champ au point M est le roéme que celui

d'une « charge maguétigue » ¢, placée en 0, et que,
dong
1= _ o Im 53 Bonm R = |
|BUD = Gap?M = oa 04

4. Le théordme du moment cinétique s'écrit

ey
w{OM AmB) = [:) 5@? A }‘2 {
" 5 Ho 9y !
« gOM A(v,\mowo,w) |
5. DM = 13, et B = ¥, +r%, soit
s “'!
Fdlo d?,  Bodps i
5 ® qr?r/\( Az}zmer) i
_ d3, By dd i
= Wm(? A( ~ ?D = Wit |
3 d(lat 3) _ al
= Rl _dLy 4
Enposant § = 4myq,,}?,, e = = ¢

3 2 Uy Wy -
Iy = Ia—z?rqqm?, = m?g\?}’—ﬁqgm?, et une inté-

grale premiére du mouvement puisque c'est un vecteur

constant ne dépendant que de 7 et 7.

ke
6. La projection de 4, sur le vecteur coustant Ly vaot

*:_:tqqm, et est done constante. Llangle o entre les deax
He

TR G9m
vecteuss est tel que cosct = W; indépendant du
temps. Le mouvement s'effectue sur un cdne de sommet

3
0, centré sur la valeur de {y calculée 3 partir des condi-
tions initiales, et d'angle au somme£ o, angle que fonta

instant initial le rayon vecteur et Lg

3 ~ Magnétostatiqr::







1 Equations de Maxwell

Li. Forme locale des équations de Maxwell dans le vide

Les équations de Maxwell sont les équations qui permettent de déterminer les champs magné-
tiques et Slectriques en régime quelconque, 4 partir des distributions de charges et de conrants.
Elles sont valables & chaque instant et en tout point. On peut montrer que ces équations
s'appliquent de méme aux grandeurs macroscopiques, en prenant pour sources les gran-
deurs « nivelées » définies dans les chapitres précédents, correspondant & des moyennes
sur des temps courts & Péchelle macroscopique, mais longs per rapport aux évolutions
désordonndes de I'agitation thermique, ef sur des distances grandes devant le libre per-

cours moyen, mais petites 3 I'écheile macroscopique.

;5 . Equatien de Ma.xweﬂ~Gauss d:vE -'9«

» Equation de conservation du flux magnethue ;O divE =

- Equatmn de Ma.xweil Fa.raday : rotE

=

Comme on l'a vu précédernment, ces équations, avec £ et B qui tendent vers 0 & Pinfini
1

au maoins en - suffisent 3 déterminer entitrement les champs électriques et magnétiques.

On vaoit que, saul ¢n régime permanent, les champs E et B sont couplés : on parle alors
duo champ électromagnétique.

4 ~ Les équations de Maxwal!
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L2 Forme intégraie des éguations de Maxwell

Y -
Equation de Maxwell-Gauss : divE = .
o

> ) .
ﬁsg -dS = HI Parw fia . le théoréme de Gauss est valable & chaque instant.
Y€y €

= =
div§ = 0, § est toujours & flux conservatif : %):E dS =

Equation de Maxwell-Faraday

i
!-';){E'x—-aaf 355 dé—wjja—B ak %“f

ll

-
Ici @ estle flux de B & travers le circuit I, indépendant du choix de la surface § choisie

~+
pour le calculer puisque B est & flux conservatif.

" i . . —_— X e ag . S
. Equation de Maxwell-Ampére: votB. = |/ + €757 | Quelle que soit ta.

- .
. -3 N
courbe fermée I™: 35{ B. d?} = Hs,ug(}? +_eo%§) +dy, ;’est la nouvelle expression -
{ ~ duthéoréme &’ Ampére. L ; R

SiVon écrit I'équation de conservation de la charge : %g + div}? = 0,
-
on en décuit div(}? + eo%—f—) = 0.

}? + ED%»? est un champ de rotationnel. I faut donc ajouter so%‘g- i la densité volumique

de courant pour gue léquation de Maxwell-Ampére soit compatible avec la conservation
dela charge‘

%w est appelé courant de déplacement.

Z Equations de Maxwell dans les milieux

2.1. Forme générale des équations de Maxwell

Lorsque les sources de champ p et J sont des dozmees macroscopzques directe
ment accessibles, charges d'un condensateur, courants de condaction dans tn .
métal, etc., aussi appelés charges et cotrants « libres », les équations de Maxweﬂ
précedentes sont appelées équations de Maxwell dans le vide,

En présence de milieux matériels, diélectrique, milieux magnétiques, il faut tenir compte
des inhomogénéités de charges et des mouvements de charge provoqués par les déplace-
ments des charges non accessibles directement : charges et courants « Hés ».

! Electromagnétisme MP, PT, PC, PST . & N, o piso \




Les équations de Maxwell sont encore valables dans les milieux, mais & condition de tenir
compte de ces sources « lides ». :

B . T S g T -
* Equation de Maxweli-Ganss :  divE = — divB = 0

i
g . B “}
- - Equation de conservation du flux magnétique : divE = 9
+ Equation de Maxwell-Faraday : Py %IE?
- . ' L= 2 2.7 Ak
* Equation de Maxwell-Ampare 1 - rotB = 1) {j + fe) + Sog;

11 faut alors connaitre en plus les relations constitutives du milien, liant les sonrces
« lides » aux champs.

2.2, Application aux milieux di¢lectrigues

2.2.1. Modélisation d’un diélectrique parfait
Un diélectrique est un iselant. On cousidére qu'il ne possede pas de charges libres, et donc
pas de courant de conduction. Ses propriétés électriques sont alors dues aux charges lides
et & leur déplacement, elles sont décrites 4 Paide du vecteur polarisation. Ces charges
« lifes » sont les noyaux des atomes et les nuages électronigues qui les entourent,
Sous Taction d’un champ électrique, les noyaux et les électrons se déplacent en sens
contraire, et, & Péchelle mésoscopique, chaque élément de volume dt de matidre acquiert

> .

un moment dipolaire Pdzt, o& P est appelée polarisation du milieu, La relation consti-
)

tutive du milieu sera alors la relation P(E).

2.2.2. Charges et couranis de polarisation

e
Pdt = (p,?s+p.7.)dt, odt p, et p_ sont les densités volumiques des charges lides
positives et négatives do volume dt en I'absence d’excitation (p, = -p_) et ¥, et 7_
le déplacement de leur barycentre sous Paction du champ &lectrique.
Si le champ é&lectrique varie, il y aura une densité volumigue de courant, dit courant de
polarisation,
3 i
ap

-?
To=pBerpd. = 5 ii

Le déplacement des charges p dt et p_dt fait que
certaines charges entrent dans le volume dt et que
d'autres en sortent (figure 1) : la charge intérieure au
volume dt devient alors ppd’l'.', ol p, est {a densité
volumique de charges de polarisation.
Léquation de la conservation de la charge s'écrit

ap + . 83 3., 2
il S 1 5 — —— = ]
5 divi, = —div 5 atdlvP.

-3
a%(pﬁ— div}?) = 0. Enl'absence de polarisation Pp = 0 Pyt divP = {, soit pp = wdiv}’).
La neutralité globale du diglectrique est évidemment conservée. aprds te théoréme de
= vl
- ~divPdr=- &P -34S
Green-Ostrogradsky, H J‘V divPdr gl’ 7#dS
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Remarque
Clest vrai aussi en vé-
gime permanent, ce
qui  explique gue
dans un diélectricque,
pour une méme ré-
partition de charges)
tibres, le champ £

soit divisé par €, et

que ia capacité d'un
condensateur  avec
diélecirigue soit mul
tipliée par &,

Eiectromagnétisme MP, PT, PC, P55 0 vathan, flawe prig .

La charge de polarisation d” un ) volume est compensée par une distribution surfacique de

charges de polarisation gp = B.

b

= -
Dans un diélectrique de polarisation E, 7o = 5 Pp = —divP etop = P - A,

Les propriétés électriques d’un milien diélectrique peuvent étre décrites de maniére
eqmvalente 2 partir d'ure répartition de moments dipolaires de densité volumique
P oud'une repartmon de charges de densité volumique p, = ~divP etde denszté

surfacique Gp = B3

2.2.3. Eqmﬁom de Maxwell dans un diélecirique

- 2 -y -
Onpose D = gE+ P, divD = p+pp+divP = p.

-y = - -
« div(ggli+ P) = divD = p cdivB =0

—r %
s rotE 98

- IE 2 B.D
7 T ooat

T ey
s rotl = ;10[; + m(£oE + P)] = ]..Lo[] +3F
Lstude de la réaction des charges au champ local permet d’obtenir, pour chaque type de
diélectrique, ia relation entre PetE.
224, Equaﬁoné. de Maxwell dans un diélecirique homogene, linéaire

et isotrope {HLI)
Dans un dteiectnque HLI, Ja polarisation est proportionnelle an champ électrigue

>

P o= e{,xE ol %, est la susceptibilité diélectrique du miliey, sans dimension.

On obnent alors les mémes equa.txons cque dans le vide 3 condition de remplacer partout EOE
-

par .D = EQE + P = gyl +x}E = go, B, ot g, estla permxtnvtté relative du miliew.

Remarque . en I'absence de charges libres, dwvD = 0, et donc &vE = 0:dn’ y a pas de
charges de polarisation dans le volume d'un diélectrique HLIL il 0’y aura que des charges
surfaciques, & Pinterface entre le diélectrique et un autre milieu.

3 Conséquences des équations de Maxwell

3.1. Relations de passage A fravers une interface
3.1.1. Discontinuité de £ 2 la traversée d’une répa.rﬁtion superficielle de

charges &
-3
divE = §~ et rotE = w%- % est fini, donc le résultat établi en régime permanent
¢
T
reste valable en régime quelconque : | Eg - E == 512 |




= .
3.1.2. Discontinuité de B i la traversée d’une répartition superficielie
4
de courants s

P
divE = 0 et rord = [ j + Soa;t:' % est fini, donc le vésultat &tabli en régime perma-

; .
- 2 3 e {
nent reste valable en régime quelconque : EBQ ~ B, = gyi, A Ba. j

3.1.3. Cas particulier du conducteur parfait
En électromagnétisme, un conducteur est dit « parfait » si sa conductivité v est considérée
comme infinie,
La puissance volumique cédée par effet Joule aux cha:ges mobiles 'éerivant P = l« = yE?

ne peut étre mﬁme sur un volume non nul. Done £ est el dans un conducteur pe.:fa;t

—3 =y 3B 2
rotE = Tl 0, donc le champ B est constani.

Les relations de définition du champ électromagnétique étant linéaires, on peut le décom-

=
poser en une partie statique et une partie dépendante du temps, pour laquelle £ et B
seront nuls dans le conducteur.

Au voisinage d’un conducteur parfait, E(t) 0‘{#)}% et E (&) = Yy ?,(t)‘/\ﬁ
€0 o

g

o

i

olt % est 1a narmale au conducteur dirigée vers Pextérieur.

3.1.4. Traversée d’une interface enire deux diélectriques

5i les diélectriques sont supposés parfaits, il n'y a pas de charge libre 2 l'interface. Les dis-
continuités proviennent des charges fiées.
=

3 ey 28 ;
divD = p et yotk = 37" il y a donc continuité de la composante normale de
=
D= EUE +P etdela composante tangentiele de E. ,
divB =0 et 1otB = y.{] «z—a’—D} B est continu 4 la traversée de Dinterface entre les

deux diélectriques.

A la traversée ci’une interface entre deux diélectrigues parfaits, B est continu, et
- = (P P )
E E |: 1™ 48 .,) el

-
Remarque : on retrouve qu’a la surface d'un diélectrique de polarisation P il y a une den-

b d
sité surfacique de charges lides oy = -# - 7 ol 7 est la normale au didlectrique dirigée
vers l'extérieur.

*73 A Ia traversée d'une interface entre deux diglectrigues HLI :
> Ed

-3 -~y = -3
Eyr—Bir =0, gnlgn-g, By =0

e

m
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3.2. Potentiels vecteur et scalaire

2.2.1, Définition du potentiel vecteur

>
div—g = 0, done E est un champ de rotationnel, Il dérive d'un potentiel vecteur 4 {7, 0

E(?, t)m;aj(?, i

Ce potentiel est défini & un gradient prés, puisque le rotationnel d'un gradient est nul.

3.2.2. Définition du potentiel scalaire

jed -
SE - 2B aeoB0,0 - WAc 0, BB+ ) - ¢
> I - . 'aj Jr—
E+ éé; dérive donc d'un potentiel scalaire ¥ EG o+ W(?’ ) = -—grac!V(?, 1).

3.2.3. Choix de la jauge
ot -+ ;= : - . - v . -
A (¥, 1) est défini 3 un gradient prés. Le potentiel ¥dépend du choix fait pour.d.
e e 2 s T , ,
Si lon choisit A°(7, &) = 4 (7, £+ grad ¥(7, ), il faudra prendre comme potentiel sca-
faire ¥, tel gue :

23
E("r’ t)+—~(r t)+gra.da‘p(r 8

-
B0+ %02, 0

- grad ¥ + grad <ol B‘F(r . grad V'iF, 8,

1]

-5

soit | A'(F, £} = A # D+ g_:r;é ¥E D VE 0=V o~ %;f.

Faire le choix d’un couple (Zi , V) s'appelle « chotsir une jange ». Le choix de ia jauge
revient & faire un choix pour divd. On la choisit compatible avee le choix habituel

-
divd = 0 en régime perrnanent.

L

* Jauge de Coulomb : divd = 0. = Jauge de Lorentz : diva + Eouowéwlg = 0.

3.3. Eguations des potentiels

3.3.1. Expression avec la jauge de Lorentz

= =2
En remplagant £ et B par leurs expressions en fonction des potentiels, on obtient :

- di LAY L _ap_Rand e B
dw( grady - L )_ av-gdwd = £

e e T = -+ ar —+_ ad
* rot(rotd) = grad{divd) ~Ad = ;7 «i-souoﬁ(-—grad V_W)-




Remarque
Lopemteu;
o= J”"cu‘-{nj‘,
g
MRRr Y

appelé d'Alember-
et peut &ire consi-
déré  compe  la
genelahsmon A qua-
e dimensions de
faplacien, fa varia-
ble temporelle s'ex-
g}mmdzli SOUS
forme ict,
Remarque

Les solutions en

[£3 Eg{ COFFEspO-
dant & des polentiels
avancés, existent ma-
hémakiguesnent
mais ne vérifient pas
ie principe de causa-
{ité - un événement
donné ne peut dtre la
conséquence  dlévé-

nements qui il sons |

antériews,

Iz

Avec la jauge de Lorentz :

-
a2 > 24 >
AV - goi"(}'a'?éV =¥ = —gg A*‘i‘eu}*o%—ﬂ' =84 = —f.t,o_}?.

On pose gp19c? = 1, oil ¢ est une vitesse qui sera interprétée comme la célérié de
: P gHo
¢ lalumidre dans le vide, ou vitesse maximum de transmission des informations.

3.2.2. Solution des potentiels retardés
La solution générale de ces équations de potentiels s'écrit :

e

Ces solutions sont appelées potentiels retardés, car elles correspondent aux expressions
trouvées en régime permanent, mais en faisant intervenir les sources & Uinstant antérieur

t— % olt fﬂ représente le temps mis par Pinformation dans ke vide pour parcourirla

(;_ﬁ_ dip

dug, =t Lot G, = e [ff e

dlsfance M La valeur du champ en M ne fait donc intervenir que P'état des soueces en P
4 Pinstant £ - fég » oe qui est conforme au principe que la propagation des informations

ne peut pas se faire 3 une vitesse supérieure & c.

% Approximation des régimes quasi-stationnaires

4.1. Approximation des régimes quasi-stationnaires :
AR.OS.

Dans le cadre de cette approximation, on considére que le temps caractéristique de Pévo-
lution des sources du champ éleciromagnétique est suffisamment grand devant m pour
que I'expression des potentiels soit la méme qu'en régime permanent. On pourra fzure cette
approximation dans des régimes lentement variables, ot des circuits de petite taille : cir-
cuits classiques typiquement jusqu’a des fréquences de Pordre du M Hz (générateurs BF).
Au-deld, il faudra tenir compte des phénoménes de propagation {ondes radic).

4.2. Eguations de Pélectromagnétisme dans le cadre
de PAR.Q.S

-3
* 4 ala méme expression qu'en régime perrmanent : 4 chaque instant, le champ magné-

tique B se caleule comme en régime permanent, mais il est maintenant variable au cours
du temps,

. X . e > ai«? , =3 =¥ 3
Léguation de Maxwell-Ampére rot B = ]..Eo(j + €°§T) devientdonc rot B = g j.
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il

Ecrire le théoreme d'Ampére comme en régime permanent revient & négliger le courant
-

de déplacement eo%fj: devant j Dans un conducteur de conductivité v, cela revient &

-
négliger EodZ
¥ of

g
grand devant le temps de relaxation ?0- du conducteur {de 'ordre de 10-19s).

>
devant E, vérifié sile temps caractéristique des variations du champ est

* Le potentiel &lectrostatique a la méme expression qu'en régime permenent, mais fe
champ électrigue s"écrit maintenant :

Ce terme supplémentaire est 3 la base des phénoménes ¢’induction traités dans le chapitre
stuivant.
o '
T : oon sre
® dw( J+ 80—5?) = 0 les lignes de courant sont encore fermées a condition de remplacer

le courant de conduction, 1 oi if est nul, par le courant de déplacement : entre les armatures
d’un condensateur par exemple.

Ailleurs, le courant de déplacement sera négligeable : div}> = ( presque partout.

4.3. Application & Peffet de peau dans un conducteur
ohmigue

On considére un conductewr ohmique immobile de conductivité ¥, parcourn par une
densité vohimique de courant & variation sinusoidale au cours du temps :

?_ 7 2 R

7 =j(x ¥ Dcoswt, etdonc B = E(x, y, 2)coswl.
Pour déterminer le champ électrique en régime forcé a l'intérieur du conducteur, on éli-
mine le champ magnétique entre_)ies équations de Maxwell. If suffit pour cela de prendre
le rotationnel du rotationnel de Z :

"y
2, . 8E

) b ey ox 3o = aﬁ(}(f 'H':aﬁ)

rot(mtE} = grad(dwE]—-AE w rot(m"é-g} = "~'-——-—~a—i—“—‘—~'

N . — =32 E
Le milieu est ohmique, et on se place dans PAR.QS. : grad(divE) -~ AE = ~Ho¥ 5

La loi de conservation de la charge dans un conducteur ohmique s’&crit %g + %E = 0.
0
En régime forcé, les solutions cherchées sont sinusoidales 2 la pulsation @, incompatibles

avec une équation de refaxation. La seule solution est p = 0.

. ==
= En régime forcé, p = 0, et dorc divE = O :les charges sont surfaciques.

-
« Déquation du chamyp dans le conducteur est donc : AE = !-107%%‘

lectromagnétisme MP, BT, PC, BSE. < Nadan, Clase pripa




On reconnait une équation de diffusion: on cherche des solutions sous la forme
= = = -
E = E(x, 5 21e™: AE = jopyvE.

> e
En posant }—-gm = l, KE = E(m) .
oy & = =L 3

-3 _Z et
St E ast de [a forme I?) = @(Z)e"‘“‘?x, E=Ee aef(me 5)23.

g
8= / "L';{_ est appelée dpatssenr de pean. Cest la distance caractéristique de péné-

tration du champ & Pintérieur du volume du conducteur.

Eixemple : pour le cuivre de conductivité 5,98 107 8. m~!, § = 9,2 mm pour 50 Hz,
2 mm pour 1 kHz, 65 um pouwr 1 MHz.

En remarquant que & ~» 0 quand la conductivité tend vers Iinfini, on retrouve que
pour un conducteur parfait, le champ électrique est nul dans ie conducteur.

; sz S r . 5
Les courants de conduction de densité volumique j = vE n’existeront également
que sur cette épaisseur. Pour un conducteur parfait, ils seront surfaciques.

? 5 Bilan d'énergie électromagnétique

5.1, Puissance cédée aux charges libres par le champ

électromagnétique
5.L1. Expression générale
La force électromagnétique }’) = q(g +8a B } Sexercant sur une charge g de vitesse ¥
fournit & cette charge la puissan:i:; qz_‘} 3 A Péchelle macroscopique, g8 - ]d'c lya
3

donc une puissance volumique = g E cédée par le champ aux charges mobiles.

dt
5.1.2. Cas des conducteurs ohmiques

}? = yE , ia densité volumique de puissance cédée aux charges s'écrit dong
dP _+ 7 _ 12
Pl E= ;= vE2.

Les charges ayant atteint une vitesse lirnite, cette énergie fournie aux charges est transmise
au réseau qui la dissipe sous forme de chaleur : ’est la densité volumique d’effet Joule.

5.2. Identité de Poynting
On transforme U'expression précédente en utilisant les équations de Maxwell :

3.2 _ [t _3E) 2
_{ro
j.Em(#o UaJ E.
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ey

- > e
s diviE A B) = B -rotE ~ & -rot8,

5 =3 = - e _—>—}—>a§
done E -totB = ~div(E A B)+ B x0tF = —le(E/\B)mB'§~

..E:,.AE a(eaEz B"!)=0:

TaN2 2

f
S‘t-” B+ di
Ol.g_]- + div w tan

5.3. Imterprétation de Pidentité de Poyniing

5.3.1. Equation bilan d*énergie

Si Pon appelte (B, £) la densité volamique d'énergie au point P2 Pinstant £ Pénergie com-
prise dans un volume V limité par la surface fermée I A Tinstant ¢ (figure 2) géerit :
% = [ fvu(P, £)dtp, eth Vinstant £+ d2, (¢ +de) = H jVn(P, 4 diydp.

S,
+ R-A>0
A k<o Flux sortant |

Fiux entrant

chggipe sous
forme de
chaleur

Cette énergie est égale 3 B(¢) diminuée de I'énergie qui, pendant le temps df, est sortie du
valume en traversant la surface £ {que I'on peut représenter comme Je flux d’un vecteur

densité de courant énergétique }é {que l'on note aussi souvent I-?I} a travers la surface I)
et de Pénergie perdue dans le milien :
4 ¥ 5 2
”jyu(P, t+dhat, = fﬂyu(f’, z)drcp-j}zza -dSde ‘mﬂ - Edpde.

En transformant avec la formule de Green-Ostrogradsky :
i Boacp =~fff aivBarp-f], 7 - E er

soit 'équation locale de bilan : %;f +divE = m}?- E. =

H

5.2.2. Equation de conservation

drep? B2 Frb
Plidentité de Poynting s'écrit 32(—02— + f;?.;) + divm-lf;m
En comparant aves I'équation focale de conservation précédente, on reconnait une équa-

tion de bilan local d'énergie électromagnétique :

| Electromagnétisme MP, PT, PG, PST. 0 Nuan, Clse prin




: 8o F? -

Eooew= -—0-2—~ + -2%—- s'interpréte comme la densité volumique d’énergie électroma-
0

gnétique. o -

-
* Le vecteur de Poynting R = Er8 Sinterpréte comnme le vecteur densité vola-

mique de courant énergétique.

L . L. du = 4 2
+ équation bilan s’écrit : 3 +divR = -7 £,

5.3.3. Forme intégrale de Péquation de Poynting

Si l'on intdgre sur un volume Fentouré par une surface fixe %, on obtient en utilisant le
théordme de Green-Ostrogradsky : :

g,E2 B E B rd
fﬂya,.-( L Quojdﬂ ] ;ﬂ ds__m . Edr.

% Le flux du vecteur de Poynting sortant d’une surface fermée représente la puissance
%{" électromagnétique qui traverse cetie surface de Pintérieur vers Pextérieur.
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Tester ses connaissances

B Clorrigds . 124

3 2

B 3

Vérifier Phomogénéité de la jauge de Lorentz :

-
divd + 80;10%% = 0.

Dans une région de l‘espace ot il n'yapasde
sources de champ, & B4 =0 etav = 0.

Les solutions pour 4 et Vsont indépendantes
entre elles et ne dépendent que des conditions
aux timites.

[] a. Vrai.

Sait un conducteur chmique, de conducti-
vité v.

a. A partir de I'équation de conservation de
la charge, établir Péguation différentieile
vérifiée par la densité de charge p.

b. En déduire le temps de relaxation du culvre
sachant que sa conductivité vaut 58 10%5 mt,
Comparer 3 la valeur expérimentale 4 - 1675,
Poureoi ces résultats sontls discordants ?

™
{1 b. Faux.

b 4

B 5

c. Montrer que si le conducteur est soumis &
un champ électrique sinusoidal de pulsation
@, la densité volumigue de charge p & cette
fréquence (régime forcé} y est nulle.

A quelle condition peuton intervertir la
dértvation par rapport au temps et les opéra-
teurs différentiels ?

Si le vecteur de Poynting est considéré
comme la densité volumique de courant
d’énergie électromagnétique, on interprite
son flux & travers une surface ouverte §
comme la puissance électromagnétique tra-
versant cette surface de la face Sud vers la
face Nord.
Pourraiton envisager d'autres expressions
pour le vecteur densité de courant énergétique,
a priori tout aussi valables ? Qu'est-ce qud per-
- =
EAB,
o

.
met de bancher en faveur de R =

Savoir appliquaer e cours

# Corrigds r 124

B 2

-3 w e eeed
Rappel : divUV = Udivl +V - grad I
Donner Pexpression du potentiel V(M) créé en
M par un diélectrique de vohime D, de polari-
sation F(P). Montrer que Fon obtient la
méme expression & partir d'une répartition de
charges de densité volamique p, = - aivP et

Py
de densité surfacique 6p = F . 7.

Donner P'équation différentielle vérifiée par

les potentiels A et Ven utilisant fa jauge de
Coulomb.
En déduire expression de I/

5 3

On donne j

d 22 argcoshx, et, en

coordonnées cylindriques :

div(A(r)Z) = 2, di(r)

ot ;c;:(A{r) i) = ?,n[‘-iféﬂzﬁ).

Soit un fi rectiligne mfini parcoury par un
courant uniforme 7(¢), tel que :

siE<0, [ =0,st8=0, I>0.

B s 2
a. Déterminer 4 (7, £), V{7, £).

= -
br. En déduire les champs £(7, ¢) et B A

108[
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B &

¢. Calculer le vecteur de Poyniing et en
déduire la puissance rayonnée A chaque ins-
tant par Punité de longueur du fil.

d. Ce modéle est-i pestinent ? Pourquoi ?

Soit une sphére radicactive initialement nen-
tre, de centre O, de rayon o Elle émet des
charges électriques de fagon isotrope, avec
une vitesse initiale vy (on négligera toute
action sur les charges émises). On choisira
Porigine des terps de sorte qu'une )particuie
émise 3 Uinstant initial se trouve, 4 Uinstant 4
3 la distance ¢y2 du point O (sl ¢ < vi'

. (]
aucune particule n'est sortie de Ja sphére).

. Seit un fil conducteur reciiligne de conducti-

a. Déterminer i chaque instant la valeur du
champ magnétigue.
b. Déterminer Ja valeur du champ électri-

que z (7, ) ea fonction de la charge
O (7, 1) contenue dansia sphére de centre 7.
¢, Caleuler fa densité volumique de courant
}?(?, £) en fonction de Q(?, #). La comparer
au courant de déplacernent.

d. On suppose que la sphére initialement
neutre émet 4 partir de ¢ = 2 une charge

-L "
I= %exp(_mﬁ?) par unité de temps.
t T

s 3 2.3
Calculer expliciternent O(F, &), E(F, 1) et
>
iG .

vité v, de rayon 4 parcouru par un courant
d'intensité [ uniformément réparti sur sa
section. "

a. Que vaut le champ électrique £ dans le
fit?

b. Que vaut le champ magnétique il
surface du fil ?

c. En déduire le vecteur de Poynting a la
surface du fil, et la puissance électromagné-
tique qui traverse Pélément de longueur du
fil. Interpréter.

4 - Les dquations de Mawaci
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‘ 'Partie A . _
- L’espace est rapporte an tnedre erthonormé (Oxo, yo, } Sozt une dlstnbuhon de.-_‘_fz

L Oon 1nd1que que fes poientteis Vet d sont cionnes g tout pomt M a 1“

o : hel (O’;cyz)

1 -~ Charges en mouvement lent et calculs
du rayon classique de ['électron

On rappelle les formuies d’analyse vectonelle suws.ntes
- dwU‘A fcth +A gradf . rot(fA) = frotA +gradeA
- rot(A A B) (chvB)A (de)B + B gradA A gradB

>

'.'dlv(AAB)“E rotA A rotB

-itharges Electriques au repos, de densité volumnique py, placée dans le vid

' 7 $uppose que py est uniforme & Mintérieur de la sphére S c{e cenh'e Oetde rayc : &
Cet nulle a l'exteneur de cette sphere . Y

_: | r e potentxe% electrostauc;ue Vo{r) et !e champ electrostanque E o(r}‘ :
créss par cette dxstnbutxon en un poma quelconque M (OM =Fm r?,) On dis-

tmguera.r<R etr>R

La mstn‘nuﬁon de charges precedentes est mam—l
tenant, animée d'un mouvement de transiation
recuhgne uniforme de vitesse 7 relativement ait
‘réferenuel O’xyz (vmr figure ci-contre).” B rest
‘ para.lléle & Ozet ]1'3| = v, ‘avec ¢ célérité de: ¥
2 L hurnigee dans ie \ncle On continuera & demgner ‘

‘pa.r ?le vecteur OM qul dépend désonnaas du
temps, de sorté qu'k up instant donné les 1nega.h—
fhsr<Retr>R caractérisent respectwement_
Vintérieur et extérienr ‘de. 5. La distributio
mob:ie crée dans fe réferennel (0'zy2) un cham

,eiectromagnethue (E B) auxquels sont assomes fes potentlels Vet A L
",Mcmtser, sans caicui exphmte, s en préc:sant les hypotheses, que le poten -
#

uel vecteur A et le poteuhe% scalaxre Vsont Hés par Iz relatwn

'b La. relation {1 ) suppose telle qize - v et
. -

. -,quel que soity, pa,r les expressions

()

v, t>e4,;a m Jiey ¢ Aot 0= 2l e,

P et ] sont respect:vement 1es densztés de char

et cfe cotzra.nt dans le réferen-1 .

| Elec’tromagnétisma MP, PC, PSE PT . 0 Mathan, Class peipa
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.Ec\x:ll !..i

Om applique les résultats précédents au caleul du rayon cIa_sszque c!e I’electron
On suppose que I'slectron est assimilable 3 une sphére de rayun R, de masse m, de ”
charge q répartie uniformément en volume. -

¢. On admettra que les expressions des potentlels données ci-dessous sausfont :

la « condition de jauge de Lorentz » divd + %%—'I: =0,

Exprimer en fonction de ¥, 3, et c le champ électrique E créé par la distribu- -
tion racbile, et en cieduire I'expression du champ magnétique B en fonctlon

de ¥, 2, etc, pulsdeE Tetc
Ces expressions supposent-etles que ¢ ¢ ?

On suppose v ¢, ‘
a. En consxderant la force s'exergant sur une part:cuie chargee en mouvement i
fa vitesse ¥ reiatwement 3 Olzyz, établic qu'a chaque instant, au second ordre -

prés en - E Eo défini & la question 1. . g
Comparer avec le méme ordre d'approximation, les densttés Voiurmques pet Py

b. En déduire, 3 la méme approximation, les expressxons exphc:tes de B pou:;'
r > R, puis pour r < K. o
¢, Calculer pour r<R le vecteur densxte de coura.nt de dép!acement‘,

5
fb = eﬂaaE, et vérifier que ] p e déduit s;mplement du vecteur dens1te de cott

rant 7.
d. Caleuler ] p pour 7> R et vérifier quil a E’expressuon d’un champ dipolaire’”;

-> =3
(Cest-a-dire qu'il est proportionnel 3 gradQ 7 L onQ des;gne lg ‘c_har‘;ggde 1
sphére en mouvement). S

Calculer le flux du vecteur de Poynting & travers une sphére de rayon r > R -
concentrique i la sphére de centre (. Interpréter le resultat.

Lélectron €st au repos.

a. Caleuler son énergie électrostatique totale W S
b. En déduire une expression de R, que Ton notera R, en assmnlant Wea
Pénergie au repos de Pélectron. e =

Lélectron est animé d’une vitesse de translation faible devante.. .-
a. Calculer sor énergie magnétique totale Wy, o
b. En déduire une expression de R, que l’or: notera, R.Z, en assxm:iaat Wy 5
Pénergie cinétique de I'électron. L

Application numérique : m = 9,1-10-% kg, q = ~i,6A 1_0‘*9_0-,;

=1 Fom =3.10%m . ¢!
69”361:-109Fm etc-SIO’ms.

4‘ - fas dquations de Mawws:l




112’

>

solistion nidthodigue
Partie A

[

L2 sevle difficulté est dans le caloul du potentiel : la distribution ayant la symétrie sphérique, il
faut tifiser fe théoréme de Gauss pour déterminer le champ, puis en déduire le potentiel. I 'y
2 pas de charges 2 I'infini, donc on conviendra de le prendre nui & infini. I faudra ensuite utili-
ser fa continuité du potentief en r = R pour caleuler Ja constante d'intégration de la solution
pour r < R. ;

Dans le référentiel fié & Oxyyy2p, la répartition a la symétrie sphérique, E - E(nE, et

“on applique fe théoreme de Gaass a une sphére de rayon 7:

>

14 2 _ P Poa
. . 2 Py
r< R Arr2 E(r) 8037” Pos E 350 rd, = 33
1 4 - poR P(}RS-)
. s dur? w wm RO o 3
> R dnr? E(r) EGB?’CR P | £ = 3e, e 207 380,-3

On en déduit le potentiel :

. LdV, poR® - poR? 0 N X
> R T -3EG?_2, Ve(r) E EEE(;; , ot O est la charge totzle de la sphére.
aVy

cr< R:

POy = 20
T 5y 0T g O

3R2wmp?
La continuité en r = R §'8crit © = rimer + e = - Done|Vy(r) = Pyl i - )
)

2

Dans fe changement de référentiel gah'iéen envisags, tant que I'on ne suppase pas qu'on néglige - &.
fes termes du deuxiéme ordre en -, il ne fauf pas utitiser fes lois de transformation gafaleenﬁe En
particufier, p # Py On peut seuiement assurer que la nouvelle distribution » 13 symétrie de ©
révalution autour de Oz, Plus précisément, fa charge en ua poirt est mcfependante du référens.

tiel dans lequet on 'observe, mais en relativite, des icngueurs fie sont pas conservies, et la masse
volemique ne le sera done pas non plus. . : : i

a. Dans le référentiel lié 3 0Vxyz, il y a un courant de convection de densité volumique
5
J(P,2) = p(P, B = p(P, i,
Daprés les équations de Maxwell, en utilisant Iz jauge de Lorentz, les équations des
-y

potentiels s'écrivent : g4 = mpu}?, et OV = ”"Ep"'

0

>

Llaxe Ozest axe de symétrie de révolution pour les répaztitions de chasges et de courants. 4

défini avec la jauge de Lorentz posséde les mémes symétries que }?, done 2 = A(M, ) ?a.

, Electromagnétisme MP, PC, PSY, PT - o o, oo pripo .




plM,
g

Les deux éguations sont done OA(M, &) = —~w,p(M, He et OV(M, ) = -
avec la méme condition aux limites & Vinfini.
Les solutions uniques sont donc propomonnelles

AWM, ) = pye VM, tye, sottA(M £y .,V(M t), puisque par définition gpy0? =
b. La relation précédente est valable quelle que soit la vitesse v, les equauons de
Maxwell étant compatibles avec la relativité.

-3

¢ La relation liant le champ £ aux potentiels s'8crit

; -5
3 B, o = —gradviat, - 220010,

-
En éliminant 4 avec la velation (1} :

3 |
OGP LLIUA]

P = - grad meﬁwzﬁ_,__ = - grad ¥ - =5 puisque 7 est indépendant du

temps.
=

B =rotd = rot( vl VM, t)) On urilise la formute donnant ;aot(fZ):

B = ng(M, t)/\—f—'z, puisque Z, est un vecteur fixe. g_n;._)dV = -J_E.‘)-féay(gf t},
B R _BAWMN F_F R
B-(-E-5550 0= 50F

Ces expressions sont valables quelle que soit la vitesse.

) 3 a. Si Pon néglige les termes du second ordre en g, on peut traiter les changements de
référentiels en mécanique galiléenne : la force est alors invariante dans un changement
de référentiel galiléen.

Dans le référentiel 1i6 2 Oxyz, une charge g immobile placée en M est soumise 2 la force
électrostatique g (M).

Dans le référentiel 1ié & (Fxyz, elle est en mouvement 2 la vitesse 7 et est soumise & la
force électromagnétique :

w3
GEM, )+ 3A B, 1)) = q(fé’(M, oy BA(C—’; AB(M, z))).

3
i
' A deuxiéme ordre en g, cette expression se siraplifie en £ (M, 1), En identifiant avec

Pexpression de la force dans le référentiel Oxyz: E (M, & m—go(M L ).

i Un point M fixe dans le référentiel O'xyz est b une distance au centre O de 1 sphére chargée

i ! wvariable au cours du temps. La valeur du champ ;E'} a en ce point M variera donc au cours du
| H temps Les dérivées partielies par rapport 3 x, y, ou z se feront 3 ¢ constant, et seront donc les.
; mémes que pour le chamyp statigue, mais i y aurs awssd une variation temporelle due ay déplace-
mmt de sources du champ

Gy

Thepmereamnmesg e
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Pour calculer les densités volumiques, on utilise Péquation de Maxwell-Gauss :
=
divE(M, §) = p(M, £).

—
I‘E(M, t) = EolM, t), donc p(M, £} = pa{M, £ au deuxiéme ordre en Ev {cela corres-
pond & la conservation des longneurs en mécanique newtonienne).

>

S - ey
h.B = <:_2AE’ avec E(M, £) = Eo(M, ).

En utilisant les coordonnées sphériques {r, 9, ¢) d'axe Oz:

3 3 pe?’ povrsind oo sin B,
cr< R = = ¢
r<R:|B 380 320 c? ?CP 3¢ ¢

PR . pouR3sinG,

s r>R: -=‘ =
r>Ri\B 3r3 3r3gyc?

D
.aim

Mo . i
Ty = mgvsmeﬂ 3

'y 2 deux manidres de 'y prendre T prendee fa dérivée partielle de (M, 1 = Ey(M, ), ense |
rappelant que le point M est fixe, et que la variation temporelle o ‘est due qu'au déplacement
du point O, ou utiliser le théoréme de Maxwell-Ampére puisque F'on connait la vaieur du

“champ B. Les deux méthodes sont donndes ci-dessous. !

R G T A oy Er T S e Gt e G b L b LR R e o e

Premiére méthode : calcul direct

BE aPOOM 1 1-); - _g.

AT I

sy .
sr>R: 7 wgééwiegﬁi?ﬂ_gé%.
o = Ry T ETE0ME T Amatoae

—3
BOM i 80M+(,—ﬂza 1

'r<R:?D

3:0ME ~ OM Ot deoMs

—
a—OM"—g eté--v-l—-—w—i—--a——*OM— -3 ad
3 v snioB T e Ty TV ozuﬁ

: 3
i Pour vérifier que deux expressions sent identiques, le plus simple est souvent de dévetopper 3
i

indépendamment les deux expressions pour les comparer,

-
"“*Qv?_ Lo w217 1o 5 a3
gradF—— = Q[,-_Egrad{v Fy+ @ rgradr—ﬁ = Q[;gv+v rgrad;]
— 1Y 37 5 —21 5 37 EO . 3?-)4
g—:ad(ﬁ) =3 done ?(v-gra,cir—sj=w?(v =) et ¥- gmd;3="f_5”'r'
Les denx expressions sont identiques,

2 t 7.7

ip = H—[gmdg }

i

} Electromagnétisme MP, PC, PSL, PT . Notan cass o .
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Deuxiéme métlmde : atilisation du théoréme de Maxwell-Ampére
sr< R rotB I-Lo{J +JD) = uﬂ(pov+]D)

N
;313 = ;6;( v gf:::) 32:221:;;{?4 A (x?x + yé’y kS 334})
_ Po¥ _ _ 2p07
= czrot(x?, 32 = Terc?

— - i
On peut ausd reconnaitre directement "expression rot{V/ A¥) = 2V déja rencontrée 2u cha- |
pitre précédent. i

3 4
e 200 9 Po? 1
A = soit [ R/ — Y
Ualpo? + jp} Fepcd’ In 3 3
“¥
- S )
*r>R:mtl = = IOb —e A e
T'LOJ D in 73
On reconnait Yexpression du rotationnel du potentiel vecteur d'un moment magnétigue
=y U OF - r

7. Clest donc aussi —gra.d e

<
4 Le vecteur de Poynting s'écrit T Ij-\ L
Pour r > R: 0
> =
R, RS
i = EI: 3 g: TS?A Pev sin@¥,, et est donc dirigé
g (4

suivant —g, tangent 2 la sphére (voir figure). Le flux du
vecteur de Poynting & travers la sphere est nul : le résultat
était prévisible, puisqu’il en est ainsi dans le référentiel lié
4 Oxyz ol le champ magnétique est nul.

Partie B

1 a. La densité volumique d'énexgie électrostatique est 50%'

Pour avoir WE, il faut intégrer cette expression sur tout I'espace :

Rpo RS

We e | widnr?dr+ 41:1'2(3?'.
£ .[ i8¢, f
- 4“99 RS 5 » 33 _ 3g%
We = 183(,{5 R] Po = g, donc | Wp = somp
b. Lénergie au repos de I'électron est mec?,
3
On en déduit | R, = =29 = 1,60.10-15 m.
W0rggme?

‘ﬁ' ~ Les équations de Mawvredi
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2
2 a. La densité d'énezgie magnétique est i En intégrant cetie expression sur tout
lespace : 2Ho

g glutrd sin?0 b .
J _[ Ty T Aot Q2 50 O dr 6 + j '[ 32 2 4q v sin? 821725in 6 dr d9,

soit Wy = L;%?t;ﬁ U I risin® Bdr dB + R{’_[ J ——sm36dr de]

J:sin39é6 = j:(l - cos? B)sinBd6 = &

3
] 2,2 ' 2,2
; O a F T I
W = 12an[ ] T 10%R

b. Lénergie cinétique s’écrit %r:'w‘J

T

= 5 = ERi = 2,25-10~¥ m, donc du méme ordre
bum  Smegme® 3

On en déduit Ry =
de grandeur que R,

¢ Pour calculer une dérivée partielie par rapport au temps, il faut considérer la varia-
tien de fa fonction au cours du temps en un point fixe de {"espace dans le référentiel
considéré.

* On refvouve souvent dans los exercices des caleuls analogues & ceux qui ont &té
fraités en cours. Les reconnialire permet d'arriver plus vite 2 2 solution (vo:r quel-
qués-unies de ces ekpressions dans Fannexe p. 250).

® LUélément de volume en coordonnées sphériques est #isin @d@d(pdr.

Pour intégrer sur un volume sphérique, si Ia fonction 3 intégrer ne dépend pas de §,
(symétrie de révolution autour de V'axe Oz}, on se raméne 3 une intégrale double
avec pour élément de volume 2n¢sin 8dBdr.

Si'de phus, elle ne dépend pas de B, (symetrre sphenque) OR & raméne & une mte—
grale simple avée pour élément de volume 4rridr.

E Electromagnétisme MP, PC, PSI, PT - © Nutan, Clase pripe \




2 — Condensateur en régime sinusoidal

(o aprés ENSI)
Ra of
ppel : en coordonnées cylindriques, Af(r) = [ ]
3 = pov, av, oV, v, v,
i = (15552l [3- 5+ oo - 5 7

Un condensateur plan est formé de deux disques métalliques de méme rayon a
séparés par une distance & On néglige tout effet de bord (vmr ci-dessous). ¢

-ston = Uyelw,
négligeant les éventuels effets magnetiques, en fonction de Ty, ]cn, det 25

qu'il est de Ia forme B = Bo(r, L‘)?e

« Meontrer que Pexistence de B est mcompat:bie avec I umformté du chx
électrique. y

reste parallele 4 Oz

négligs.

Eo, en admettant que B (0, £) = 0.

le supposant orthoradial et s'annutant en 7 = O

’\ 1 Une source de tension alternative i unpose auX bomes du condensateur une ten ';i ‘

" a. Déterminer le champ E en notation cemplexe (ians ie condensa.teur en-l

b. En déduire le champ mangnétique BG dans ce condensateur en ad.mettant- 4

On ¢herche donc le champ E sous la forme E E + E On a,dmettxa qu ﬁ."

d. En déduire le domaine de fréqueﬁce pour. quuel Ie terme E1 peut étre

Deterrmner E, en fonction de 1, @, ¢ {célérité de Ia lumxére dans Ie wde) £t 3 -.

€. Les résultats précédents sont mexacts pu:sque !’amstence de E modiﬁe i
valeur du champ mag;nehqtse dans le condeasaieur On cherche donc le champi _

B sous la forme B BO+B Caleuler B en fonction de r, W, ¢ et Eo’ en’ ]

7
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| par une constante, addition), Ls grandeur complexe obtenue aura pour partie réelle ce que 'on

§ - -
? 2 11 fandrait ensuite calculer la modification de E due & 'existence de B

On amorce ainsi ur résultat sous forme d’une série entiére en puissarices de %?:
On se propose de trouver ce résultat autrement.

a. On suppose le champ électrique 2 Pintérieur du condensateur de Ia forme
E = B(ryelnd, :

Er combinant les équations de Maxwell de maniére & n’avoir qu'tne équation
en E , déterminer P'équation différentielle vérifice par E{r),

b. Trouver une solution sous la forme d'une série entidre de x = »g- Venfxer la B

eohérence avec les caiculs précédents. En ne gardant que: Tes quatre premxers
termes de ld série, trouver la position du premier zéro. Pour quelle valewr de ©
peut-l étre atteint dans le condensateur précédent pour lequel 2 = H0cm P~

méthodique

Etablir une tension {J = Uyal® en notation complexe signifie que fa tension éfablie est la par-
tie réelle de U. On poursait tout aussi bier prendre U = Uye™i®, 3 condition de nepas chan-
ger de notation dans le probléme,

On prend souvent ls notation j pour /-1 pour ne pas confondre avec les inténsités de courant.
Toute transformation Hndaire peut &tre effectuée sur cette grandeur (dérivation, multiplication

aurzait obtenu en effectuant la i:ransformatson sur fa partie réefle.

a. 5t Yon néglige le champ magnétique, Ees équatzons de deﬁmtmn du champ entre les

arrnatures sont, comme en statique : dwF & et mtE {) avec les mémes conditions

aux limites, . U

On néglige les effets de bord : le champ est uniforme, dirigé suivant Oz: £, = - -—£ aintd, .
— = afg . -

b. roth = Eglo- Les varjations temporelles de £ sont donc sources d’un champ

magnétique. La relation est linéaire, douc on peut faire les calculs en notation complexe :

—3 =y iwE,
I'Otéo = Eoﬂgjmgozz = ](‘:2 ﬂza.

hed
Les sources de champ ont la symétrie de révolution autour de 0z, donc B, ne dépend
pas de O et est suivant 7.

Hy a deux méthodes équivalentes pour calculer BG intégrer ditectement I'équation différen-
tiefle locale, ou utiliser fa forme intégrate, c'eri-3-dire le théoréme d'Ampére.

' Electromagnétisme MP, PC, PSI, PT . & Wabn, s pripe




> el
i rotstionnel du rotationnel de £, De méme pour éliminer e champ £ entre les équations de

Premiére méthode
;&:B? w-m_?+ (rB)? —"2

On retrouve que si l’on neg?:ge les effets de bord, B est indépendant de z

—(rBo) = 1?;, et B LE o 26| la constante d'mtégration étant aulle, puisqu'en

r=0, 78, = o

Deuxigme méthode
On applique le théordme d'Ampere & un cercle de rayon 7, centré sur laxe Oz: & linté-
rieur du condensateur 7 =< 4.

jmonef""

[
2c2e

S
2nrBy = golyjaEnrt, soit ; B, -'«-é(-’:—;gn?e =

c totk = —%BE» donc Pexistence d'un champ magné.tique variable au cours du temps
est incompatible avec un champ magnétique uniforme.

E o est la source d'unt champ électrique supplémentaire .—E_-) .

. Les relations étant lindaires, le champ total est la somme des champs créds individuellement par

; chacune des sources.

o e

R B T L T T T T e T L P e p e oo

d. On procéde de la méme maniére

-

— 9B, i 3E, w2

roth | =-—T = 503 YN E est suivant 7, et ne dépend que de r: 5 = gafe
w? . |

poil |

soit| £ =~ - g B 1 en admettant que £ (0, ) =

- On pcurra.t: autsi pmceder avec fa forme :ntegrale en utilisant la circulation de E E, surun rec-

EAngie paralfele & Vaxe Oz et d‘eparsseur dr maas o retroweraut s:mpiement ¢ equation diffé-
rentaelie précédente. - .

B Tt it

e. De la meéme fagon,

— §l-> p! jm3f3§i ) jma,agn
‘Ot‘_@i?e = rar TBO)? ey ”a“‘?’.(Tf_;x) P e 51.-—”‘[3?4—

2a

‘ - 3
Pour éliminer le champ B entre les équations de Maxweil de détermination de £, on prend fe

: >
1 Maxwell; on prend le rotationnel du rotatz‘omel de B i est denc r'mpartant de mémoriser {a

BT b T

formule de définizon du faplacien vectariel : rot{rot V) grad(dav V) AV

Dy e Ty

4 - Les équations de Maxwill




— =y sy -
rot(rot £) = grad(divE) - AE = rot

22 ~>( afﬁ} 1328

YO AR T

. 2o 23 12
Entre les armatures du condensateur, it n'y a pas de charges, donc divE =0: AE = 58
4 . s S .
E est suivant Z., et ne dépend que de 7, donc AE = (AE(r, )¢, En utilisant Iz for-
mule du laplacien en coordonnées cylindriques :

:'l’c':?r[ aa_ér'::[ = ‘@“;{3 , Ou encore 3;'[7%?] - &();22?'_

b. Bn posant x = u_::f, ;- = %-‘—}— donc @i(c @9 —FE(x, t}) = —-C_:-xg(x, .

ox’ coxl@ cox—
“oE
Soit xax[ ax] £

— -
Enoposant £ = Z“nxﬂéo, n?a = Za o

R nad

-a,
(n+2)?

n
La solution sous forme de série entigre s’écrit done : E E &, ry(:zn“ x2
A=l

En identifiant les coefficients des mondmes de méme ordre : g, =

7.7 o
Les premiers termes s'écrivent | £ = (1 - —) ce qui correspond bien 4 Pexpres-

64

2,2

G b

ston trouvée pour £ |

Une valeur approchée du premier zéro est la solution positive dej 1 % + 20 = 0|, soit 2

e

#= =28

Cela correspond 3 une puldsation © = 2,82, s0it une fréquence :

8.5 - 1z ?
!f-2,82M 1300 MEtz

H 'y a qu'a trés hautes fréquences qu'il faut tenir compte de la partiec magnétiqee du champ

électromagnsétique.

Cette solution est connve sous fe nom de fonction de Bessel Jy(x). Le premier zéro a pour
i wvaleur 2,4,

I Electrumagnéﬁsme MP, PC, BSH, PT . 0 duban, Cirsee préa
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Long solenosde en régime

fentement variable

Soit un solénocide circulaire d’axe Oz, de rayon ¢, de
longueur £ suffisamment supérieure & g pour qu'on
puisse le considérer comme infini {voir figure}, on y
suppose établi le champ magnétique

§ = B{E)E)a, avec B(1) = Boexp(_é)_

L Montrer qu'un champ e!ecmque orthoradla]
s'établit dans le systéme mais qu'en régime lente-
ment variable, la contribution magnétique & ["éner-
gie est prépondérante.

2. Calculer le flux du vecteur de Poynting a tra-
vers la surface du solénoide et effectuer la vérifica-
tion du résultat obtenn.

2%

Bilan énergétique de la charge
d’un condensateur

Un condensateur plan est formé de deux disques
métalliques de méme rayon g, séparés par une dis-
tance & On néglige tout effet de bord.

On suppose que sa charge est suffisamiment lente
pour que 'on puisse considérer le champ électrique
comme uniforme entee les aronatures,

1. On charge ce condensateur avec un générateur
de tension U/, & travers une résistance R

a. Calculer & chaque instant Vintensité #{t) du cou-
rant dans le fii de liaison, et la densité surfacique de
charge sur les armatures.

b. En déduire le champ électrique entre les armats-
res, et calculer le champ magnétique 2 Ia distance 2
du centre, ep-utilisant le théaréme d'Ampére avec
une smfaﬁit passant entre les anmaturss, soit tra-
versant le fil de liatson,

Montrer que Fon trouve bien le méme résultat.

> Corsisd p 127

2. On effectue un bilan énergétique.

2. Calculer la pulssance rayonnée & travers le
cylindre de hauteur ¢ et de rayon ¢ délimité par le
condensateur.

b. Caiculer I'énergie électrostatique emamagasinée
dans le condensateur 3 chaque instant,

¢ Calculer la puissance fournie par le générateur
a chague instant.

d. Faire le bilan énergétique de la charge du con-
densateur en faisant apparaitre la conservation de
Pénergie.

3)

Espace entre deux sphéres rendu

= Lorvig po 128

| instantanément conducteur

Deuwx sphéres métalliques minces §) et §y, concen-
triques de centre O et de rayons R| et R; avec
R, > R, sont séparées par un gaz initialement iso-
lant, de permittivité relative égale & 1.

&) estinitialernent chargée, et 5, est neutre,

“-_4_,,.._w
A linstant £ = 0, le gaz devient tastantanément
conducteur avec une conductivité ohrique v,
L On veut calculer & chaque instant les champs
&lectrique et magnétique créé par cette distribution,
a. Donner les propriétés de symétrie que doivent
vérifier E(?, & et B, 0.
En déduire que B F0 = 0
b. Ecrire Péquation différentielle vérifide par
E G, &), Lintégres powr B, <7< Ry
c. Montrer gue Ja densité volumique de charge
p{7, 1) reste nulle entre fes sphaves. .
d. Déterminer E{r, t} pour r < R, et 7 > R,.
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2, Donner I'expression de ta puissance volumique
dissipée par effet Joule dans l'espace entre les
sphéres, et Pénergie totale W, dissipée pendlant
Pévolution du systéme.

3. Calculer P'énergie électromagnétique du sys-
teme W dans Pétat initial et W, dans I'état final,
et faire un bilan énergétique.

@?'

Principe du diamagnétisme
Rappels N
* Pour deux champs de vecteurs F; et Va:
—_— 3 2 e N T e T
grad(¥V - Va) = (V1 - grad}Va + (V- grad)Vt
e L ¥
+ ViAot Ve + Va Arot Vi,
-5 > =
= Sodent trois vecteuzs V1, Vo et Vi
P E e N B
Via(VanVay = Volb1 - Va) - Va(V: - Ta).
On modélise un électron d'un atome comme une

particule de charge ¢ = ~¢ soumise a un potentiel
attractif central ¥ {r et & un champ magnétique

» Liriad o, {20

2 4 Py . - <
B(7, ) dérivant d’un potentiel vecteur A (7, ).
-
a. Justifier que sil'on note A(¢) le potentiel vectenr
subi par lz particule & I'instant 4
- -3

dd _8d o —3.7

TaT + (2 - gradyd.
b, Si l'on appelle § = m? la quantité de mouve-
ment de la charge, mentrer que :
d o 4 m—— 2 . N
CTt(p’+ 7d) = ~ggrad(V(r) -4 - ¥} ot l'opérateur

-
gradient agit sur 4 (7, £ et V{1), mais non sur .

¢. Le champ magnétique est supposé uniformme,
paralléle & Oz et on prend pour potentiel vecteur

- )
A 4 = éfﬂé’(z) AR
-3

Montrer que [, = iF A (j})+ ¢4)]; est une cons-
tante du mouvement.

d. On rappelle quen mécanique quantique, les
grandeurs quantifiées sont des constantes du mou-
vement, ce qui est le cas pour [.. La composante
M, du moment magnétique de Pélectron est reliée &
Ia, composante sur Oz du moment cinétique orbital
par le rapport gyromagnétique — 5%; en I'absence

de champ : M, = —.‘:Z%;LZ'

é!ac&mmagﬂétﬁsme MP, P, PC, PSE. & Nuban, Clune pripa

En déduire qu'en présence d’un champ magnétique
extérieur, il y a modification: du moment megnétique
des électrons d'un atorae, et apparition d'une aiman-
taticn (ciinsité volumique de moment magnétique)

- -
5 = %3%- en sens contraire de B.

5)

Une autre interprétation
du vecteur de Poynting
Une sphere creuse de rayon ¢, de centre 0, iso-
lante, est mobile sans frottement autour de son
diameétre vertical Oz

Sen moment d'inertie par rapport 4 son axe est j,
et elle porte une charge @ uniformément répartie
sut sa surface.

At = 0, elle est au vepos. Au centre de la sphéve
est placé un moment magnétique variable au

50 mih
R = Carrigd p. 136

el v I3
cours du teraps M. = Junexp(ME),
On choisit un repre de centre 0, d'axte Oz coli-

. Y - - bl
néaire & M : Al = Me, et on se place en coor-
données sphériques 1, 8, ¢ {voir ci-dessous).

1. a. Montrer que les charges présentes & la surface
de la sphére subissent des forces dont le moment
par rapport & Paxe Oz est non nul {On pourra
remarquer gue seules coniribuent & ce moment les
forces qui ont une composante sujvant E)@.)

b. Calculer le moment cinétique acquis par la
sphere lorsque le moment magnétique s'annule.

2. Omn souhaite interpréter le résultat précédent en
terme de conservation du moment cinétique.

On considére le double aspect ondulatoire et cor-
pusculaire de 1'électromagnétisme. Soit un enset-
ble de photons de vitesse 2, de densité volumique

n, d’énergie hv, de quantité de mouvement k»lgg




Quelle grandeur corpusculaire associe-t-on i la
densité volumique u d'énergie électromagnétique ?
au vecteur de Poynting X ? Montrer gu’il est alors
logique d’associer aw champ électromagnétique une
densité volumique de quantité de mouvement
3 -
3= _“, ol B = EAB
By
etc la célérité de la lamigre dans le vide.
Calculer  en tout point, et établir Pexpression de
la densité volumique de moment cinétique du
champ par rapport & Oz
Calculer la variation du moment cinétique par
rapport a I'axe du champ électromagnétique dans
la transformation étudiée, et montrer quil y a
alors bien conservation du moment cinétique.

&)

Et si le photon avait une masse

non nuile ? (d'aprés X)

1 Les équations de P'électromagnétisme suppo-
sent que le photon a une masse nulle. On étudie
une extension de cette théorie an cas d'un photon
de masse m, non nulle.

est le vecteur de Poynting,

> Llarigd f 137

Soient ¥ un potentel scalaire et A un potentiel-
vecteur pennettant d’obtenir les champs &lectrique

E et magnetxque B par les formules usuelles :

B o= aA(r D gad V8 et
-
B, 0= rotA {r, 0.
Les équations de Maxwell sont remplacées par:
cdivE = Roqpry. 2B,
divk = & LS rotE =57
dvE =0 raB e L7, LB
div8 = 0; °roth = EOCQJ 7 -1 A,:u
le purametre M estlié & lamasse my, parm = ’%v
Application numérique : b = [,055.10-# J .5,

et ¢ célérité de la fumiére dans le vide :

= 2,998 108m . 577,
la masse de'Félectron vaut m, = 9,1 - 10-3L kg,
a. Vérifier que 1"! est une longueur et que Pon
zetrouve bien les équations de Maxwell classiques
en faisant tendre m, vers 0.
b. Montrer que les équations précédentes ne sont
compatibles avec la conservation de la charge que

-

st les potentiels Vet 4 satisfont la condition de

19V « 0

PEETE

c. Kcrire les équations aux dérivées partielles véri-
-

fiées par les potentiels Vet A.

2. On éwdie les modifications de la loi de Cou-
lomb éventuellement dues & une masse non nulle
du photon.

On considére une sphére creuse de rayon R et de
centre O, portant une charge électrique @ unifor-
mément répartie sur sa surface. On cherche des
solutions statiques 4 syméirie sphérique des équa-
tions modifiées sous la forme :

Vi?, 6 ;ﬂfl etj(?, ) = 0.

a. Ecrire I'équation dxﬁ'erenttelle vérifiée par la fonc-
tlon fdans les deux intervalles 0 <r< Retr> R.

(On rappelle que e Laplacien d'm‘se foaction w(r)

jauge de Lorentz : divd + L

 symétrie sphérique est Ay(r) = ﬂll(f))

b, Trowver, pour chacun des cieux intervalles
envisagés, les solutions fde "équation obtenue qui
satisfont de plus aux conditions aux Hmites
suivantes ¢ ¥V tend vers 0 & l'infini, ¥ reste horné
quand 7 tend vers 0, et Vest continu pour tout 7.

3. a. Montrer que la formule usvelle reliant la dis-
continuité du champ électrique radial 4 la densité
surfacique de charge o sur la sphére s'étend au
cas oll 1} est non nul.

b. En utilisant cette formule, et en conservant les
conditions imposées & ¥ dans la question 2.b,
exprimer Ven fonctionde ¢, 1, et R

4. On suppose désormais TR << 1 etonnote ¥,
la valeur de Ven O

a. En se limitant au premier ordre en 1212, don-
ner une expression approchée de ¥a Pintérieur de
la sphére au voisinage de r = .

b. Calculer en forction de ¥, 1, Ret R’ la diffs-
rence de potentiel 3% entre la sphére de rayon R
et une sphére concentrique de rayon R < R,

¢. Pour R = 72¢m, et R = 61 cm, la mesure de
cette différence de potentiel donne

§Z} < 0,32 1075,
Vo

En déduire une limite supérieure pour le rapport
n
-m—", ot m, estla masse de Pélectron.

(3
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Tester ses connaissances

b T divd ala dimension d'un champ magnétique.

4 a la dimension d’un champ électrique que multi-

de

plic une vitesse. Or, en considérant par exemple
I'extpression de a force de Lorentz, un champ électri-
gue a méme dimension qu'un champ magnétique
13V
=
méme dimension qu'un champ magnétique et donc

multiplié par une vitesse. egp.n%—t- = a done

. que chwi

Lexpression est homogene

2 Répanse b. 11 faut que les solutions cholstes véri-
fient la condition de jange de Lorentz.

; Q("g?)

Par exernple, la solution {F{M, £} = yTra 7y S
o

-+ 3
A(M, 1y = 0) vérifie les deux équations, les condi-
tions aux limites & Pinfini, mais ne peut pas convenir.

3 a.Le temps de relaxation 7 se trouve en &crivant

la conservation de la charge, ., div}? = 0, laloi

at

d’ohm locale }? = "(:F? et Véquation de Maswell-

GaussdivE:»Eu §E+ Lp =0
Ey

- %o _
bt~ = e
Fa discordance entre les résultats s'explique par le
fait que P'en a utilisé la valeur de la conductivité en
régime permanent, et que celle-ci n'a plus de sens ea
présence de champs variant trés rapidement.

= 1,5-10-1%5.

s
¢ La relation entre p et £ Stant linéaire, on cherche
ane solution en notation complexe du type p = p,ei,

qui vérifie Péquation (gﬂw)g =, soitp = 0.
9

4 Cela ne peut se faire que si les variables temporel-
fes et spatiales sont indépendantes. It a’y a pas de
probiéme pour les équations locales. Dans les formes
intégrales, il faudra faire attention 4 utiliser des surfa-
ces on des contours indépendants du temps.

5 Lidentits de Poynting permet d'identifier ie flux

e d
du vecteur de Poynting R sortant d’ume surface fer-
mée comme la puissance électromagnétique rayon-
née vers lextérieur par cette surface.

Linterprétation du flux de R & travers une surface
ouverte, comrae la puissance la traversant de la face
Sud vers Ia face Nord, est cohérente avec cette identi-
fication.
Mais tout champ de vecteur R’ se deduisant de &
par ajout dun champ & flux conservatil ayant la
méme dimension serait aussi cohérent.

2 2 -
Soit R = R +rotll, avec C champ de vecteur
quelconque ayant la dimension d'une densité volu-
mique de puissance,
Ona ne peut faire cette interprétation du flux de
E " E A E

0

qu'elle est en accord avec les résultats expérimen-
taux., On retrouvera ce pomnt {interprétation du flus)
dans étude des ondes électromagnétiques.

& travers une surface cuverte gue parce

Savolr appl

fogueey be. cours

ila cong-ibution au potentiel en M d'un moment
dipolatre P{P)d1p placé en Ps’écrit :
= ey
B(Pydvy- PM
dme P

Attenition @ icl, Je point M est fixe, oL Pun point conrant
da domaine D.

dV{M) =

oy
PM
B

ey i)
Fred gy = gmdMP a7

d'c,,. :

=
e PLBY PM P(P)

Vi) ”Jffb 41caePM3 e Mpmsa

By == 1. . BB

Tre, - gray cl dtp dzv’”w it PdeP(P)

O atilise le theoreme d’Ostrogradsky
= P(P)

Ve = g e RO 4,;EJH B Py,

oy - 48 A dS
i = I%E“ i m,,ﬂf,)

| ﬁlactmmagnétisme MP, PT, PC, PSL. © Nubas, Cluse pripe




On reconnait le potentiel en Meréé par les distribations
volumique et surfacique des chasges de polarisation.

-
2 Lajauge de Coulomb Sécrit divd = 0.

Les relations entre les champs et les potentiels s’écri-
vent:

-,
B o= J—’i‘;%.‘—}-g?dy(?, 0

et B, 1) = rotd (7, 4).

-
divE = dxv(m%m wgradV) = -Al:

av, =20
&

—_— =33 R -+ e e
rot(zotd ) = grad(divd)}-Ad = -A4

3E
-+
Hof + okl
-
wit A4 = o] - Eelloa%(" Em“:ﬁy“ %A[] od
aV(M ]

{M a‘)-*--l'icr.?'(l‘fr £} ~ Egtp grad—5"—

Lexpression de ¥ est alors la méme qn’en régime
p(M b}
Vi, o= 4mg, ‘m dp.

It o'y a pas de terme de retard dans son expression,

permanent :

3 a. On utilise Paxpression des potentiels retardés,
ce qui consiste & ne considérer de courant que sur fa
portion de fil sitnée & une distance inférieure 2 cfda
point Mo on le calcule ;

LA Jdg
A, 6= 4w|uﬁm 72”222,

A, 6 = WW ]&’z.

¢ étant rul en tout point et A tout instant, ¥ (M, £)=0.

I[arg cosh

-3 -
Remarqus: A ne dépend que de ret est suivant Oz, 4
est donc & divergence rulle. La condition de jauge de
Lorentz est bien vérifiée.

Remargue: A est nul en’M aux instants antérieuss a
P R .
2> pulsque jusqu’ fingtant M u'a requ aveune infor-

maltion sur e cogrunt,

el
2 _ 24 _ fira et r?
b E=-tm = on [ata.rgcosit mm;m-—n-}?z
a( ,‘c.! t‘Z - T2)
L Maf 4 1 2
T T in at

= Hod 2 oy Bl ¢

T ERr ct's” T n ,'02;2_,.2?‘

< B = rob(Alr, 3} = '“5?3‘*

a( v ,2)
ot T i 4
T Ty ar [ i
n 1+Wr2
¢t

I L i-!ef ot
BT [ E gt 1k %

- -5
On vérifie bien que pour ¢ -5, £-30, et

- !
B - g%;?ﬁ’ valeurs en régime permanent,
=
e |B o EnB Cpdt o2
Iy 41!2 iyl ..

-
R est radial, l2 puissance est donc bien rayonnée 3
partir du fil, comme on pouvait 'y attendre.

La puissance rayonnde par unité de longueur du fif
vaut :

gzidﬁ’z

d. Si Fon caicule 'énergie totale rayonnée & un instant

Hol? o2
at it -g?

“012 c?t
futactit . ab

2na=

F2 e 244
o < L ar
27 Jac?t't gt
[+
est infinie, ce qui est impossible : ['établissement ins-
tantané d'une intensité uniforme sur le fil contrevient
au principe de la relativité.

P
quefcongue postérieur & o 6=

B @ a. Les distibutions de charges et de courants sont
4 symétrie sphérique.
1t n’existe pas de champ de vecteur axial 3 syméirie
-3
sphérique, donc B(F, y=0.
b. F (7, ) est radial et ne dépend que de 7:
Y d
E@, 8 = Er, i,
On écerit le théoréme de Gauss & chaque instant :

gir, 8y . P . Qi
4nr2E(r, £) = ——eo—-, soit E(F, £ = m;?,

¢. La conservation de la charge s'écrit, pour une
sphére de rayon r:

B0, & . yn: @ 7 Q00
— e 4nrij(z, 1}, soit j = oy €.
la densate de courant de dépiacement :
+ 3EF. 8 _ Otr 0
Jo = E .g}: - tL{m'2 E}’
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Le courant dé au mouvement des charges et ke cou-
rant de déplacemnent sont donc égaux et opposés.

Ce résultat est cohérent avec te théoréme de Maxwell-
Ampére : -
5 = 8 = ] red)
i1
d. Les charges nétant soumises & aucune force gar-
dent une vitesse vg7,. Une sphare de rayon r est tea-

versée 4 l'instant ¢ = ;"— par les charges émises
Finstant ¢ = £ (t-—a-?»()).
Yo Yo

. { S f-<~"'-. Q(f’, £) = 0 car toutes les charges émises -
L

:>

depuis Vorigine sont restées & Pintérieur de la sphére.
Altentign. : st la sphéve radioactive émel une charge

i
j I{eydy”, sz charge en est diminuée d’autant.
i

+5it ;rc-’ i faut donc enlever les charges 2°(r, )

qui sont sorties de la sphére de rayon #, donc qui ont

18 émises entre fes instants = et (- — ¢ 2.
gy vy U
LR 0B = Q0
o 2
=“Q€)J“_;’;+"o v() de
T
= =yl 1 - exp ——
On en déduit -
= ey
r=o E(FL =0, f=0
y Q ;_..y;':.
. > L kY R
rEyyt: E(F, 4y = prw p | - exp 2.,
T
P
T [ ex ”() 7
41|:rz'l' P~ -

La densité d’énergie Electromagnétique est donc nufle
pour ¥ vty ce qui est logique puisque ces points

w’ont pas &6 atteints par les particules, et qu'il 'y a
ancune énergie rayonnée, le vecteur de Poynting
>

étant nul puisque B =0

5 a. Solt OzPaxe du 6, orienté dans le sens de [,
Liintensité est répartie uniformément sur la section,

+_ 1
donc j = n—aié}{.
Le conductenr est ohumique, donc Ee= 1 @ -—2?‘!
T e
B. Tout plan passant par Ozétant pianﬁ)de symétrie pour
ta distribution de courant, le champ B est orthoradial.
1l y a invariance par rotation autour de Ozet par trans.
lation suivant Oz{fil infini}, donc B = B(r)2,.

On applique le théorerme ' Ampére & un cercle centré
sur Paxe Oz{voir ci-dessous) :

"

R N
1
i
e
g
. = ok, P
< = e =
Sir<a, B 5 ag?a, sir>a, B 21"?3

¢ Alasurface dufil, r =

3 oy
E:E’m__,t?.'(az)fuﬁ‘(a)= 12,
lto 2yn2ad "

Lénergie électromagnétique entre donc dans le &l
radialement, et la puissance rayonnée dans le fil par.

unité de longueur vaut 2neall = =

La puissance cédée & P'unité de longueur du fil par
effet Joule vant [1/% = —1—22
1R

Eénergie convertie en effet Joule provient donc de
I'énergie électromagnétique rayonnée par fe champ
électromagnétique créé par courant électrique, Cette
énergie est etle-méme, bien évidemment, fournie par
Ie générateur de courant.

l Electmmagnét:sme MP PY, PC, PSE. © Nahon, Glisse pripa




1 1. Lavariation du champ magnétique est source d'un
champ électrique, pulsque :

LTL;;CE o @ —Baexp(-—é)?c.

La région est vide de charges, donc divE = 0.

= =
Le caleul de £ est donc 2nalogue a celui du champ B
créé par un cylindre parcouru par une densité volumi-
; que uniforme de courant suivant son axe Oz

Eoen orthoradial et ne dépend que de . On le caleule &
pactis de sa circulation sur un cercle de rayon 7, centré
sur (g, perpendiculaire 4 cet axe, et crienté swivant ?9
en coordonnées polaires cylindriques d’axe Oz

r<a Inrk = éBoexp(—é}w:r?, 50t

E{r, = %Bﬁexp(wé)ri}g = %B(x)?e

Le rapport entre les densités volumiques d'énergie élec-

Ford

)

7

trique et magnétique est — = g = e il reste
q agneriy » oileBg 4 gt

a2
donc toujours inférieur 3 —— 8t -y <& I, soit

R ic 2 e
T (z 107195 pour un rayon de I cm), la contri-
butxon ma.g:zenque 3 I'énergie est prepondéraate.
2. Alasurface du solénaide, 7 = g, E{a, 8= —B(z)e’e,
et le vecteur de Poynting s’éerit :
-3

-5
B = E A .B

Hy 2!-%"
Son flux 4 travers la surface est dong :

s BU(13E,.

] 2
!Qrcm?-—a——B?(t} = ngeé—(ﬂ- r
| 2pgt ot
Liénergie totale rayonnée par le soléncide vers Pexté-
rienr s'écrit :
- B 7
j na?€_-9~ exp(—gf)dt @ wal
[} 2y
Oa reconnait §‘expressmn de DPénesgie magnétique
emmagasinée a Pinstant initial dans te volume wz?f du
solénoide,

2

T
3 Y ent

g ey

1. a.En choisissant les conventions indiquées sur la
figure ci-avant :

Uy = Rz(t}+L, et i{4) = ~— (cdurant de chasge).

- On élimine Ia charge entre ces éeux équations :
dz i
= {}
ETA Tl
* On intégre en tenant compte des conditions initiales : 2
= {, la charge du condensateur est aulle, et sa valeur

est continue en ¢ = 0, A ¢ = O, {est discontinu et vaut
Uy

o) = —-
R .

Femargue : lorsque on ferme ou ouvie un inmreuptear.

sont continues los tensions aux borpes des condensa-
teurs et bes intensités des courants dans les inductances

Done: i(#) = %exp(«n-éé).

o=f=cw,- m(:nwg"(l*e"*’( R!CD

a
; S na? Uy i
avec ¢ = g% =t = 80—5(1 - exp(——-—)).

b. Le champ entre les armatures vaut :

E G? A (l—exp( RCD?‘

Le champ magnezzque créé par les variations du champ
dlectrique est orthoradial :

maB = paeu%—-m?, soit

-

U ¢
= Muaoi%v‘f exp (“R-)?e

U
= chgﬁ% EXP(“'RE{C-}?G
S8t, pour appliquer fe théoréme d'Ampére, on cholsit
comme surface s'appuyant sur le cercle de rayon 2 une
surface passant & Pextérieur des armatures (voir figure},
ce sera lintensité du courant (£} qui interviendra :
InaB = 1,i(¢), soit:

wolly i .
3= joi(f) = QnaRexP( ﬁ”@)gﬂ

VT
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Les deux expressions sont dong bien identiques :

-
rappelons gue dév(}} + gn.a,a;’?}

i

( entraine que le flux

de ce vecteur est le méme 4 travers toute surface
s'appuyant sur un contour orienté. Dans le conductewr le
deuxidne terme est négligeable, et dans le condensateus,
c'est le courant de conduction qui est nul.
2. 2. Le vecteur de Poyating en un point du cylindre
s'écrit ;

fuc -3
ﬁ - E(aya Bla)

Ho

ﬂ%%(l - exp( RCDg ~ ?%exp(m ﬁ%‘)?"

2

Ye (ex( ‘] ex( 21))?

Trac B\ TP\ RE) T PR I
Remargus : on observe done une énergie Secironagnéli-

gue enirant dans le condensateuy par sa surface faidrale,
oL non pac es fils dawnenée du conrant,

i}

La puissance entrant dans e cylindre est done :

o)l 25),
nae

Arae R ,
ol ool )

b Lénergie éiectrostarjque emmagasinée & Pinstant ¢ est :

B = jU“(exp[-ﬁ%) exp( Rc})d‘
- %Rc(%—exp( 7o)+ 3oe(- J%D

B = %CU%(I—QEXP( RC)+exp( ;‘%})

c La pu&ssance fournie par le générateur vaut

Uity = exp[ RC’)

d. A chaque instant, le générateur fournit une puissance

o I3 . .
7 exp(— EC'J’ et le condensateur emmagasine ia puis-

sance 2 exo( - ) - (- 22
R\PURE) T ¥ PU RS )
2
U
La différence vaut —R(—} exp(m %), qui s’écrit encore :

Ri%(¢), puissance cédée par effet Joule 2 la résistance
de charge R

« Lénergie totale cédée par le générateur A Vinstant fvaut :

Bolt) = %;z'exp( Rc}d“CUa(l"e"P( RCD‘

|
1

ﬁlecﬂ:mmagﬂé&isme MP, PT, PC, PSI. & dadan, Clese prepe

- Lénergie transformée en chaleur dans la résistance vaut ;

o0 = [Ronl- 3o = (1 -onl-50)
On vetrouve bien $,(¢) = %(2) + %), :

Si on fait Ie bilan d'énergie 4 la fin de la charge, fe
générateur a fourni €y(es) = CUS, le condensateur a
emimagasing $(es) = mCUf,. at la résislance a dissipé
sous forme de chaleur By(es) = »CU,,, indépendam-
ment de Ja valear de {a résistance.

Lors de la. charge d’un condensateur, quel que soit Je choix

de la résistance de charge, la moitié de I'énergie fournie
par le générateur est perdue sous forme de chaleur.

3 1 Lorsquele gax devient conducteur, les charges se
déplacent de la sphére 8 vers la sphére S, de maniére
isotrope. La répartition de charges est done & symétrie
sphérique, et la densité de courant dans le gaz est de la
Forme}? = j{r, )2, en coordonnées sphériques,

@ On en déduit que E("r’, t) = E(r, )%, et _que
J_?)(?, ty = 8 puisqu'il n'existe pas de champ de vecteurs
axiaux & symétrie sphérique.

b. D’aprés Péquation de Mawwell-Gavss :

ol = ﬂa(?*eo%?)) dong, s 3{?, =
>

2 gk

AT

Le conductear est chmique : _";‘) = TE . Donc B (7, 6

vérifie I'équation différentielle :
VER, 5
[at

A Tlinstant =0, la sphire 8 est chargée aves
Q(r, 0) = (3, et en utilisant e théordme de Gauss, on

+LE? 50
£y

détermine la valeur du champ E(r 0) = % -
’ dmegr
el
< H [ g
Ry <r <Ry Elr, ) preryye; #,1, en posant

&
T ?0 tenps de refaxation du conducteur.
¢ Ce champ est 4 chague instant proportionnel au -

?., et donc 2 -

< , 2 o
champ electmsmhque E(r, 0y = Tne A

Remergne : le wransfert dr: ik o'm s fuit par conduction
dans le gaz. Les charges des ions lixes compensent les
charges des porieurs mobwin*s at, & chugue instant, il v a
avtant de charges mobiles gui entrend dans un volurne
donnd gue de charges qui en sortenl

4
bl




d. A Pintérieur de la sphére de rayon R, et & l'extérieur

de la sphére de rayon R;, }? est aul, et dong Z estindé-
pendant du temps et garde sa valeur initiale.

=
Pour r < R, E(”f =0

f Pour r > Ry, E(r &= e Ti?
ip Gep-2)!
2. i yEt =y TR i soit, pour tonut 'espace
entre les sphéres :
w Gea(-H)  yglee(E)
sz[" ey srrtdr = P ["R”}”E]'

Pour trouver Pénergie totale dissipée par effet Joule, on
intdgre fa puissance de ¢ =G 3£ = oo

n?QﬁeXP[—@’)
W k)
COir1 1
- SelR R

3. Dans Pétat initial, le champ est nul 3 intérenr de fa

9 ? A extérienr de cette
dqegr? "

sphéze. Dans P'état final, le champ est nal & Uintérieur de
la sphére de rayon R, égal 3 A oy ? 3 Pextérieur.

sphere de rayon R égal & ey

La densité voiurmque d'énergxe lectromagrétique se
réduit & la densité volumique d'énergie électrique

BQMQM, et Pénergie totale initiale s'écrit :

%
Bngy k)

1~ O

=1 dnridy =
1= 5l T T

Lignergie totale finale s'obtient en changeant &, en }i’g

L g

1 LA TN

Lots de la décharge “du condensateur, Pénergie perdue
se transforme en effet Joule cédé au milien conducteur
entre les sphéres.

4 a. Le potentiel subi & Pinstant ¢ par une particule en M

- " Y r
dont 1a position est repérée par OM = 7(2) est 4 @, 0.
Ce potentiel vecteur n'est donc plus fonction que de la
senle variable ¢ par Pintermédiaire de la loi hotaire du
mauvement 7(8) = ()8, + y(OF, + 20T,
dr

La vitesse de lz particule est (t) T

Sl_:fi " E(x(Hdt),y(Hd!). e+dty, t+dy- A, 9, 2, &)
d¢ de

dA 3ddx addy ddes ad

o= Wa? 3 A s d£+_§? ot Pan reconnait
.c-iaﬁ} = BA +(v grad)A

b. Le principe fondamentai de Ja dynamique appliqué &
la particule s"écrit :

ﬂﬁ [ gradV—-%——+v;\B]

ds
A _dd_ a2 ==
Pudsque = rotA et =7 = —&-t——(zr -gradyd -
g
E’Sﬁgﬂ = gl-gadV +3 Atotd + (7 - grad)A 1.

e I Nes I s 7 2 .
v arotd +{v -grad)d = grad(v - 4) sil'on considre
7 comme un vecteur fixe.

82 . - gradt 4 o - 4))

4L, dlFa@+gd)l -3,
C@ms T .
=?Aq[—-gr——z{ZIV-i-grad(;-E)i-?ﬁ?;x(ﬁ%gj)?z

J— s 2 3 -
grad ¥ est colinéaize & 7, et & est colinéaire 3 3.

e —
= g(x?,wy?x), grad(J cd) = ggrad(xuj—yvz}

= fi-ud)

R4

= %{3 ~ B}
(i.t g{?A(vAB)+vA{BAr}] ?
On permute les vectears des deux produits mixtes :
dr, '
!dx 9—[(2Ar) (B Aty +12,ad) B aP] = E

th-La projection M, sur I'axe 0z du moment magnéti-
e
que est égale & —%[(?A?) AR

En I'absence de champ magnétique, L, estaussi la projec-
tion sur Oz du moment cinétique orbital. Soit ¢h sa
valeur. Quand on établit le champ, L, reste égal @ £h &

chaque instant pujsqu’indépendant du temps, et la roec
mmci sur Ozp cifzq mon'?ent cmenquepsbrbztalp :

L-¢ n—ed )%, soit ¢ +(F A ed y- 4,
Le moment magnétique orbital varie done de

-
&2 e e?[fs B A
gl ad) 2] = _2_;‘[(;,\7 '?z]
7 i
4‘ Les équations de Maxw.i :




Il apparait donc un moment magnétique opposé au
champ pour chaque électron,

Sl y a n électrons par unité de volume, et si la distance
moyenne ai noyan de ces électrons est 4 :

@l = (2 +y2+39) = g(x'l +5%) & cause de Pisotropie
= ———nedaﬁ"*
delespace 3= e —_—

?‘ 5 L a Dslement de charge surfacique od§ est sournis

-
= v-gp:;gf/w%;, et au champ

an champ électrigque )4 5

magnélique B cres par le roment v
Lorsque la sphére tourne, elle acquiert une vitesse de
convection suivant fe vecteur ? des coordonnées polai-
res sphériques de centre Oetda.xe Oz

-
Le moment en 0 d'un vect,eur'ﬁ Séerit ri?, AV, itest
donc perpendiculaire au plan défini par 7, et HV’

Si g appartient 4 un plan diamétral, le moment sera
suivant 3,, et donc perpendiculaire & Oz: le moment
pear rapport 3 Paxe Oz sera donc rul. Les forces conte-
nues dans un plan diamétral ont done un mement par
rapport & Uaxe Oz nul Il en est ainsi de fa force due au
potentiel ¥(7), et de la force magnétique, orthogonale &

1a vitesse, donc 2 3},. .

Dong seule la force flectrique - o dS%% contribue au
moment pax rapport & laxe Oz,
Le potentiel vecteur du moment magnétique en un

point de la surface s'éerit 2’ = EP';?'{A?-'
CodgPedds F o MoodSd
dF - Gdstl ETRC B A

Le moment de cette force élémentaire par rapport 2
I'axe Ozs'éerit:

gdS M
c;rz”a,A( 4 a;a,).a:
25 M o3,

asin®@,

pRCA
A chaque instant le moment résultant sécrit done
#,AF, = sin0 7, et Pelément de susfoce sur fa sphirs

lorsque la fonction & intégrer est indépendante de ¢ s'derit
d§ = 2ma?sind d0. Le moment résultant vaut done :

[
A

BT T dnet

ni) = fo{%

f ROGM&% n*0 d@ =

o gy exp(—é)

6w at
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b. Le théordme scalaire du moment cinétique §'6ciit +

% =T,, done, & la fin de la transformation :

2. Si lon fait une interprétation corpusculaire en termes
de photons d'énergie hv, de densité volumigue n, de
quantité de mouvement t—g, la densité volumique

'énergie dlectromagnétique ¢ s'identifie avel: u=nhvi,

-
£, vecteur densité de courant energehque sécnra

Fam0

w4
PR nhvc lpussque 2 estla vitesse des photons.
&. TR

La densxté volumique de quantité de mouvement est

= gy i pw
= fvew %, soit ¢ =)
?

Sir<a E = EQ'A—’il's a2
irt rt

Z, 2,
etsir>aqg E £ = EEJE sind -,
4meyr? Tin rt

-
A= -m«—(?.ﬁrl.cose 7.+ MeinB ), donc, si 7 < g,

oL (el (e, ;
= ;.10(:2(4% = stneaﬁ) Apra (@t cosd ?,+ M sin® ?G))

et, si r > g,

3 Ho M, g,
= ]
5 uocl(cins(,r? in T 7 o8 )

A (W{QM cos8 ¥, + M sind ?3}).

Le moment de ¢ par rapport & I'axe Oz n’est non nul
gue pour la composante suivant 7,.

Si r<g, celte compo*iante est nulle ; si 7> @, cette

7 Msmﬂ)
composarte vaut ; ( g, Trs Zy

Le moment par rapport & 2 de la quantité de mouve-
ment du champ s'écrit donc :

L= [ [ 2nrtdrsinad( =L 280002 12 7,

dnege? dnyd

(ré, A?q,}-? = —rd, -? = rsind.

J I drsing d@(if"gsfe){rsm@)

f f drsdeO(gogM;ne}(rs na).

_ Mgl =dr _ Hogih
gy = "'g;‘*fo sin*9dd s




Entze Pétat initial et 'état final, ce moment diminue de
HogMy

Fma? e qui est o moment cindtique acquis par la

sphére.

¥ y a donc bien conservation du moment cinétique total
des deux systémes ¢n interaction : sphéve chargde et
champ électromagnétique (le moment magnétique a une
quantité de mouvement constamment ruife}.

’ 6 1 a —h—- = ;;‘;25 de méme dimension que »», est

donc une iongueur.
Si my~»0, 1 -8, etles termes correctifs étant en I
disparaissent.

—
b. div(rotB) = 0, donc

2,38 dwE ri‘k’d:vA doit étre nul.

En remplagant divE par son expression :

i «a L LAY
£ c”d czm~c2 Fral divd = 0.
La conservation de la charge s"écrit %p
La compatibilité entre ces deux équations implique done

que —Eﬁ%if-}- divd = 0.
€. Pour trouver les équations aux dérivées partielies
vérifides par les potentiels, on remplace les champs par
leur expression en fonction des p /;nmis

m!g-ﬁdiv} +

+div] = 0.

-
‘i“’[”%é'} ciW(gradV} = --——112V soit, en utilisant
197V
la jauge de Loventz _zﬁ“my = a}_ﬁzy_
OF -n¥ = B
€

T
¢ rot(rot4 ) = grad(divd)-A4

L L Larad =
= eocﬂ csa:[‘ 3 g‘"’dﬂ a4,
N 19 . 27 +
soit, puisque Eg-gi-l-dw/f = 0:04 ~n2d = ).

2. a. En statique AV-7#V=~ g, et en symétrie sphéri-
que, enposant Vir) = -&T)
@f f)*-?igf{") =0,
4z
et r> R: E;J{r) -n2f(r) = 0.
b. Les solutions sont du type :

F(r) = foexpinry + fexp-nr},
L

J<r<R:

soit V{r) = L —exp(nr) + = exp(-nr).

» r< R pour ne pas diverger en r=90, il faut fo+fy=
Vin = gsinh(nr) qui tend vers 7C quand 7 -2 (.
+ r> R: pour ne pas diverger i Uinfini,

Vir) = gexp(mnr).

La continuité en r = £ donne ia relation suppiémen-
taire D = Csink(n K) exp{nR).

3. a. Vétant bomé en r = R, la seule cause de discon-
tinuité de B est due au terme _Q. dans Pexpression de

la divergence. Le raxsonnement fa1t en électrostatique
reste donc valable :

-3 -3 5
Epe-Ep- = 23,
-3 —
b. En statique E = —gradV, donc:
7 1 1 "
r <R E{r)= C[r—ismh&rm-r—coshnr]e,

r>R: E(r) = Csinh7 R expn R[(;li +T—D exp-7 r]?,.

) -
Epr—Ep. = 5'-_731_ s'écrit
£y

gl; C[smhn R(R* ’1} - [ﬁ sinhn & - 1%cosh‘!% R:[l

5_7_ = Cn[smh'qR+ cashn R] = C%exp‘q}l.

(‘YE

Y-
= Eﬁexp—nR ]
&1 !

cr<RB:V(r) = Eu&mzsinh(nr)
g nr

v r> R:V(r) = exp{-1r)

G Bsinh (R}
g ur

Remarque: pour n =0, v<R Vi =0, r>A8,
a l

Pry = =2 On retrouve bien les résubtats classigues.

4. a. Au premiermrd:e en (nr)?, _3_‘_“%(_?3_"2 =1+ (_T%)_

r<R:
Viry= %Rexp—nR[l + (_’3(15')3] = Vo[g +£}J,é_’lf]

TR
b. 8V = V(R)~ V(R = Vo &
. ?f_V Y el A2 - 946102 2 <0,32:10°,

soit 13<< 1,15 13-4 - m-!.

m.1-~—-<40 10747 kg

L’hypothese d’une masse nulle est donc tout 3 fait cohe-
rente.

4 - Les équations de Maxw:i!







[ Cdr;;)\lzments d’électrocinétique

11. Electrocinétique en régime quasi-stationnaire

On se place dans P'approximation des régimes quasi-stationnaires : on néglige les phéno-
ménes de propagation, ce qui revient & ne pas tenir compte du courant de déplacement
dans les équations de Maxwell.

Dans les milieux conducteurs, les distributions de courant sont alors décomposables en
boucles de courant, modélisables par des circuits filiformes patcourus par une intensité
#(¢) qui est Ja méme en tout point & chaque instant : loi des neeuds.
Exceptionnellerert, s'il y a un condensateur, Ia boucle de courant se prolonge dans e con-
densateur par le courant de déplacement, et Iintensité dans le circudt est en général non nulle,
Le calcul des champs magnétiques se fait comme en magnétostatique, mais le champ peut
&tre variable au cours du temps.

Pour un conducteur chmique de conductivité v, le temps de relaxation du conducteur est

négligeable, la vitesse kimite est supposée atteinte & chaque instant, et on écrit encore }? = y;-

L.2. Notion de force électrometrice
Dans un circuit, si les charges ne sont soumises qu'a un champ électrique de la forme
E= mggél-’, Pénergie qu'elles regoivent lorsqu’elles font un tour complet sécrit
§ g -df = ~gf gradv-di = o.
r r
Or, elles cident de P'énergie au circuit qui est dissipée sous forme de chaleur par effet Joule.
Donce pour que P'intensité ne soit pas nulle, il faut que se rajoute Paction d'une force supplé-

mentaire qgm dont la circulation ne soit pas nulle sur le circuit fermé. B, est appelé champ
électromoteur.

5 - induction électromagnstiqus

133




Remarque

iatgré son nom, i ne
stagit  évidemment
rms dune force. Ce
vocabulaire provient
d'une tpoque ol les
notions de force et
d'énergic  n'éalent
pas encore cluiifides :
le théordime de éner-
gie cinétique 'appe-
lait ainsi théoréme
das forees vives,
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3 ¥
€, = ﬂ;{ .é,,, +d{ est appelée force électromotrice du circuit, notée £é.m.

Si E)m est localisé sur un trongon AB du circuit, ce qui est vrai dans le cas d’une pile par
exemple, cette partie du circuit est le générateur.

L
Pour un générateur : ¢4 = }'{w Byt est appelée £6.m du générateur,

- + A
On la mesure en circuit ouvert : 7 = &
Pour un conducteur ohmique :

1y + % . oy 2
?LB] -d€ =0, soit: Lg{m gradV + E 1 -df =V - Vor e, =0.

VgV 4 = egp,;lafém dun génératenr est égale & la différence de potentiet entre
ses bornes en circuit ouvert.

L3. Lot de Pouillet

1i(5) »
(M} #(M, 1), ot sest

la section du conducteur au point 4, et Z(M, ) Ia tangente au circuit au point considéré.

-
Pour un circuit fermsé, L(—%Lﬂ = €~“ng(1¥{, 0+ E‘m(M, ) =

—
Pour l'ensernble du circuit, la circulation de grad¥ étant nuﬂe, on obtient :
1 &) o
w #M, ¢
” Ty s “ )-d
Si on parcourt le circuit T dans le sens positif choisi pour les intensités :
résistance du circuit.

¢, = Ri(f), avec R = i;{ls—{c—f%

¥

Rne dépend que de la géométrie du circuit et de
la nature du matériau.

Si Ia £.6.1n. est localisée, avec la méme
convention d'orfentation {figure 1} :

* dans la partie du circuit contenant un

générateur, [(VA ~¥g)+ Lsgm : dg] =R 1588, ‘ A

st

B

Giénératour j’

i

Va-Vg = Rupi{t}—eypn o0 R,y estlarésistance interne du générateur.

« dans la partie rie contenant pas le générateur, j {~ gradi/') de= Ri, soit: V3 - ¥, = Ri(s).
Si la force supplémentaire gg aune circolation négative, Cestd-dire si de Pénergie est pré-
levée aux dépens du mouvement des charges pour étre transformée dans des convertisseurs
. —
{moteurs, électrolyseurs,...), on parle de force contre-électromotrice ¢/, = §r'E;" -df, ou

oy ?
ent tenant cornpte de la localisation, €45 = —IABE;" - d€, notée fc.ém.

]em(t) = Rif) + .06 ;




Remarque

Le fiux du champ
magnatiGue 4 travers
un circuit ferwné el
ortenté T ne dépend
pas du chioin de la
awihce  seppuyant
sur T, et est dgnl &
dreulation dy poies
tiet vectenr 4 sur ce
tlrenig,

1.4. Inierprétation énergétique

Lafém e,(#) estPénergie fournie par le générateur 3 une charge unitaive qui le traverse.
Lintensité est la charge qui traverse une section du conducteur par unité de temps. -

La puissance fournie par les générateurs est P(§) = ¢,(Hi(2)-

On la retrouve sous forme de puissance Joule Ri({) et de puissance contre-électromotrice
P} = g (i),

% 2 Induction électromagnétique

2.1. Phénomanes dinduction

.11 Loi de Lenz
Sile ﬂux-&i{h‘ p magnétique A travers un circnit fermé varle au cours du temps,
il apparait daris ce circuit un courant induit source d'un champ magnétique propre
qui tend 2 s npposer i cette variation.

%.1.2.Loi de Faraday
Le courant induit est da 4 Pexistence dans te circuit d’une £.6.m d’induction, dont la valeur
st donnée par Ia loi de Faraday :
La t.é.m induite dans un circuit fermé est égale 4 'opposé de la dérivée par rapport
4@

an temnps du flux du charnp magnétique qui le traverse : ¢,

¥

Cette variation de flux peut étre due 2 la variation du champ magnétiqae 3 travers un cir-
cuit immobile : cas de Neumann, ou au déplacement du circuit dans un champ magnéti-
que non uniformne : cas de Lorentz.

Clest le plus souvent une combinaison de ces deux phénomaénes.

3

Circuit fixe dans un champ magnétique
variable (cas de Neumann)

3.1. Loi de Faraday

—y
Clest une conséquence de la loi de Maxwell-Faraday : rotk = T

§3 de--—jﬁ d§_---

o= 34 _g.d
B —gz‘adV—g-E, donc| e, = vl

la seule cause de variation du flux étant liée aux variations de E, on retrouve bien la loi

de Faraday.

5 ~ Induction dlectromagnéticus
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3.2, Auto-induction

On peut décomposer le champ magnétique entre un champ magnétique §p{!} propre
créé par le courant #{¢) parcourant le circuit et un champ magnétique extérieur ﬁm(!)
di & d’autres sources.

3 . - I N N
<I)P = HSEP(.E) -8 = Lie), oh LestVinductance propre du circuit.
L ne dépend que de la géométrie du circuit et de ia présence éventuelle de matériaux

magnétiques dans son voisinage.
Si le circuit est fixe, L est constante.

La force électromotrice d'auto-induction s'éerit ¢ ¢, = ng;-

31.3. Induction mutuelle entre deux cireunits fliformes
fermés

On considére deux circuits fixes : I’} parcouru par un courant d’intensité l(t}, et Iy par-
coury par un courant d'intensité i5(f).

3.3.1. Force électromotrice d’inducton mutuelie
Le champ magnétique extérieur §exz,(£) sexercant sur I'} est di au cireuit Ty, et est
donc proportionnel & Pintensité 1,(£). 1l en est donc de méme de son flux 3 travers une
surface quelconque §| s'appuyant sur ).

@, = .Us Eext‘(lf) : df‘ = My ,18(8), ol Uinductance mutuelle M,_,| ne dépend que
!
de la géométrie des deux circuits et de leurs positions respectives,

di di
La force &lectromotrice induite dans le circujt I'; s’écrit @ 6, = L, d: My -«»1“&{2'

3.3.2. Théoréme de Neumann
Si 'on considére le fiux total du champ magnétique & travers le cireuit I'y, il s’écrit de
méme :
Da(e) = Lytple) + O (£} = Loiplf) + M 98;(8).
On montre que les coefficients d'induction mutuelle M, _,, et M, _,, vérifientle théoréme
de Neumaan :

Les inductances mutuelles M, ,, et Af,_,, sont égales.

Voir 'exercice 2 de « Savoir appliquer le cours »,

3.4. Bilan energetnque die IPétablissement du courant dans
deux circuits fixes et indéformables

2.4.1, Equations de I'établissement du civcuit
Ou considére deux circuits fixes I, et I, parcourus par les courants d'intensité respec-
tive 4)(#) et iy(#), de résistances R, et Ry, d'auto-inductances L, et L;, d'inductance
mutuelle 4 alimentés par des générateurs de f.é.m e, et ¢, indépendantes du temps.




A Pinstant 0, on ferme les circuits et on considére Pévolution des intensités dans les deux
circuits :

L di di. .
°p¢}urle<:11r<:m‘t1-.e:lml,idxl Mdz = R

. di di .
+ pour le circuit 2 : ez-LlHF—M-&;- = Ryly.

3.4.2.Bilan énergétique
Les générateurs fournissent les puissances ¢,7; et ;7. Le bilan énergétique s'8crit 4 cha-
que instant :

di, diy ; di, di,
ai, = I{lz, +L dtz +Mdt at e212 = Rzzz 4»1!,“”zﬂMdtz‘2

La puissance e,7) + 6yi, fournie par les générateurs se retrouve sous la forme d’une puis-
sance Ri ?--i— Rgi.f cédée par effet Joule, et d’une puissance :
di di di. di;
Lla_:’:x * I,Q—Jf-ig "‘M‘thix +Mdt y = i[lL i+ QLZJQ +lez2:' emmagasinée dans
ircuits souk-forme d'nergi stique : omegn _ Arl; 2 1y 8
les circails sous-forme d'éunergie magnétique : T 33 H + 5Lyt 2 + Miyi, |

En prenant ['origine des énergies magnétiques lorsque les intensités sont nulles, donc en
'absence de champ magnétique :

L’energle magnétique dun ensembie de deux circuits s"éerit

y . © B = Lli +z L:2+M:lz2

En remazquant que Ly é; + M, représente le fhwctotal @) de champ magnétique a travers
fe circuit Ty, et Lyly + M4 te flux total @y de champ magrétique & travers le circuit ['y:

Eénergie magnétique d’un ensembie de deux circuits peut aussi s'écrire :

Bevagn = (dllxi + Pyiy).

Ce résultat se généralise 2 un nombre quelconque de circuits : €, = Qz D

3.4.3.Conséquences

2
La densité vohumique d’énergie magnétique est ﬁ%' , donc, avec la convention d’une énergie
0

magnétique nulle en Pabsence de champ magnétique, I'énergie magnétique est toujours
positive.

* Pour un seul circuit : 8,0, = éLig, done L est toujours positive. Linductance mutuelle A7

eatre deux circuits peut, elle, &tre positive ou négative, selon les canventions d’orientation
relative des deux circuits.

* Pour un ensemble de deux circuits : €
sotent les intensités.

On démontre alors gite EA/? s L ___;E i

magn = lel +5 L212 + Miiy = 0, quelles que

. 2 2
¢ D'une maniére générale : M., = M, < L,L,.

1137
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3.5. Application aw transformatenr de fension

3.5.1. Description et conventions de signe
Un transformateur {figure 2) est constitué d’un noyau ferroragnétique autour duquel sont
placés deux enroulements solénoidaux ou torcidaux comportant I'un 7, spires, et Pautre ngy
spires. Le premier enroulement, ou circuit primaire, est parcouru par un courant d’inten-
sité 7, le second, ou circuit secondaire, par un courant d’intensité 7. En appliquant une
tension alternative aux bornes du circuit primaire, le flux magnétique & travers le circuit
secondaire varie et y crée wne f.é.m induite.

En%,%_%f S :

@ e A " ) ;
o SR S —
r 1." -

Sk e ‘
LR SR
E == Haa ‘
? Silri NN e

1 e il e & 1
H
H

Les signes des flux envoyés par un circuit & travers ['autre dépendent des conventions
d'orientation relative prises pour ces circuits, donc pour le sens positif des intensités. On
convient de les orienter dans e méme sens, c'est-2-dire de manigre 2 ce que lorsque les
intensités dans les deux circuits sont positives, les flux des champs magnétiques qu'ils
créent & travers les spires sotent positives pour les deux circuits. Cela revient & orienter
positivernent les intensités entrant dans les « bornes homologues ».

Les bornes homologues sont les entiées des envoulernents telles que des intensités
positives entrant par ces bormes créent des champs magnétigues dont les flux i travers
¥ les spires des deux circuits sont positifs. Elles sont repérées d'un point on d’une étoile.

On choisit ensuite le sens positif pour les tensions par une convention récepteur pour le
primaire, et générateur pour le secondaire.

Bleffet du noyau ferromagnétique est de « canaliser » les lignes de champ magnétique, de
sorte gque toutes les spires sont traversées par le méme fhux @, et d’augmenter considérable-
ment Pintensité dw champ magnétique créé par les intensités parcourant les enroulements.

3.5,%, Modélisation du transformateur idéal

Un transformatens idéal est un transformatenr dans lequel toutes les pertes {flectriques et
magnétiques) sont négligées.

» La canalisation des lignes de champ par le matériau ferromagnétique est parfaite :

soit @ et @y fes flux & travers les dews circuits, ) = 0,0, et Py = 150,

= Les résistances R; et R; des enrovlements sont négligées.

Soit &, la tension awx bornes du primaire, en convention récepteur ; ¥ - n;%‘? =R, =0,

Soit 1, la tension aux bornes du secondaire, en convention générateur : uy+ RZM&% =~ Ryine=0.

« Il "y a ancune perte énergétique : la puissance recue i lentrée se retrouve disponible &
la sortie uydy = u,;4;, puisqu’en convention récepteur ufest 'énergie reque, et en conven-
tion générateur ui est Pénergie cédée au circuit extérienr.

] Electromagnétisme M, PT, PE, BS . o sanan, Gl prips




3.5.3. Applications du transformateur
Les équations précédentes permettent d’obtenir les propridtés suivantes.

1,

. u

Transformateur de tension : f = —:—2 = -7
H 1

Le choix du rapport m du nombre des spires permet d'adapter la valeur de la tension 2
Putilisation choisie : transforraateurs Sleveurs et abaisseurs de tension pour le transport de
Pénergie é&lectrique ; suivis d’un redresseur, alimentation en basse tension continue des
appareils électroniques...

43

\\ Il
i
5 Transformaéur de courant : ¥, = 2,7y, done ;3 o 3 s
. L

T

Lutilisadon principale est la mesure de courants de forte intensité : le primaire ne com-
porte que trds peu de spires, le secondaire en comporte beaucoup et est fermé sur un
ampérermdtre de trés faible résistance : 2, = 0, et comune &y estfaible, la puissance en sor-
tie est irés faible, et il en est de méme de la puissance cédée par le circuit dont on mesure
Pintensité.

+ Adaptation d"impédance en régime sinusoidal
2 -

i

|

SiFon place & 'entrée du transformateur un générateur d'irnpédance complexe Z, = o=,
Pensemble formera un générateur d'impédance complexe.

Lew,

- u,
E RPN, ot mZ,.

I%%; . Adaptanon a'.i-nllpf.'-'_‘:ia‘ncé :: Zg =3 5 i
On démontre que le transfert de puissance d'un générateur sinusoidal d'impédance Z 2
une impédance complexe Z’ est maximal si elles sont complexes conjuguées 27 = Z7
Apras avoir adapté les phases, on peut donc adapter les modules par un transformatenr :
Z

]

il suffit alors de choisir m? =

¢ Isolation galvanique
Un transformateur disolement est un transformateur pour lequet m = 1 :onle place a
la sortie d’un générateur dont un des péles est relié & la masse. Les circuits primaire et
secondaire n'étant pas reliés électriquement, on obtient ainsi, sans perte de puissance, un
génédrateur différentiel.

? 4 Circuit mobile dans un champ magnétique
stationnaire (cas de Lorentz)
On considére un circuit orienté T, dont les points M soht-en déplacerent & la vitesse

B(M} par rapport & un référentiel galiléen, plongé dans un champ magnétique g(M)
indépendant du temps,

5 = Induction dlectromagnétique !
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4.1. Circulation de 7, nB

il .
F = - grad V~Ei‘—z+ $aB, avec ¥ = 7,+3, Le terme en #,4 B correspond a leffet

at
Hall, toujours négligeable dans un bon conducteur, et perpendiculaire au £il, donc n’engen-
drant pas de courant supplémentaire.

Sile terme v, A B 2 une composante non nulle paralléle au fil, il va provoquer un dépla-
cemerit des porteurs de charge dans le sens du fil, et donc générer une densité volumique

de courant.
az ¥ >
La force électromotrice d'induction du cireuit s'éerit donc : ¢, = §r— 57 -+ SB;-(UG A E) -d£.

Les variations du potentiel vectenr du champ extérieur sont nulles puisque le champ est
constant. Tlles portent donc uniqguement sur le champ magnétique propre.

L §r—%§' deé = "”E)w[:ﬂ est Ia L&.m d'auto-induction.

3 :
y, = i_(v, A g) - df est la force électromotrice de Lorentz.

N B est appelé charnp électromoteur dé Lorentz,

4.2, Loi de Faraday
t, = 3§r{v,A§>-éE = 3Sr(d?fw,)-§.

déa B, estla surface balayée par élément de longueur d?E par unité de temps. ¢, repré-

sente dong le flux de B & travers Iz sacface balayée par le circuit par unité de temps.

Si Pon considére la surface fermée consti-
tuée par la surface S, s’appuyant sur le cir- e dn
cuit I' alVinstant 4 lasurface §, sappuyant | 7 ..l
sur le cireuit T 4 Pinstant ¢ + di, etlasurface
balayée par le cirquit enire ces instants,
{figure 3), le flux de B sortant de cette surface
est nul puisque B esta fhux conservatif, On
peut aussi le décomposer en flux i travers
Sy, qui est aussi le flux $(f+ d¢) 2 travers
T4 l'instant ¢+ d¢, puisque B ne dépend .
pas du temips, en flux @(2)a travers Ta
Iinstant £ et en flux balayé,

En tenant compte des conventions d’orientation des surfaces :
G = dt+d) -+ emﬂdt‘

do

On retrouve la loi de Faraday : ¢, = ¢, +¢,, = ar T

Attention : ce raisonnement n’est valoble que st le circuit est physiquement le méme aux
instants fet £+ d¢, et ne sapplique -lonc pas ¢’ y & commutation. Il faut alors caleuler
directement a circulation du champ électromoteur de Lorentz, {voir exercice 3 « Tester
$€s COTAIssarces »).




Remarque
o & e diingnsion
arr fha, an

) 2
tle flux de B 4
wers ang susface
finie,

=

= Conversion électromécanique

5.1. Puissance des forces de Laplace et bilan énergétigue

La puissance élémentaire de Pélément de force de Laplace dF s'exercant sur un élément
E
de courant #d¢ d’un circuit se déplagant 2 fa vitesse &, s'crit :
E T . . ]
AP = i(den B3, = i(Bad) dt.
= 2

Pour Pensemble du circuit €, cette puissance est donc égale a iggcg A 13,- df = —iemz,
égale et opposée 2 la puissance de la force 8lectromotrice de Lorentz.
5i un opérateur déplace un circuit parcoury par un courant d'intensité  dans un champ
magnétique 5 de manire adiabatique {C’est-a-dire en ne Jui fournissant aucune énergie
cinétique), la puissance fournie par Popérateur est transformée en puissance électrique de
Ia f.6.m d'induction. Il y a conversion d"énergie mécanique en énergie électrique.
C’est Je principe des générateurs électriques.
Réciproquement, si Pon fournit de Pénergie électrique 4 l'aide d'un générateur extérieur,
le circuit se met en mouvement sous I'action des forces de Laplace, et il y a conversion
d'énergie dlectrique en énergie mécarnique,

Pour un mouvement global de translation : P2+ tyd = 0.

5.2. Cas des machines tournantes

La fé.mn d’induction de Lorentz est alors proportionnelle 2 la vitesse angulaire de rotation
Q autour de Paxe A, le coefficient de proportionnalité ayant la dimension d’un flux @,.
L'action mécanique se traduit par un moment 'y des forces de Laplace par rapport 2 Paxe
de rotation,

Pour une machire tournante, la conversion électromécanique s'écrit : Do + T, = 0.

5.3. Application au hawt-parieur électrodynamique

&.3.1. Description du haut-parleur

C'est un exemple de moteur électrique, c'est-d-dire une conversion d’énergie &lecirique
en énergie mécanique.

Le son produit par le haut-parleur est produit par les vibrations d’une membrane qui
engendre une onde acoustique dans air. Ces vibrations sont générées par la force de
Laplace F(#) s’exercant sur une bohine alimentée par une tension u(f) et placée dans un
champ magnétique créé par un aimant permanent. Uensemble posséde une symétrie de
révolution autour de Paxe Ox. En void le schéma dans un plan méridien (figure 4).

5 ~ induttien électromagnétiqus
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L'ensemble bobine + membrane, de masse m, est mobile en transtation suivant Ox dans
Pentrefer de Paimant permanent. Il est maintenu par une liaison élastique qui exerce sur
i une force de rappel —kx(£) qui le raméne vers sa position d'équilibre mécanique
x = 0. Son déplacement est freiné par uhe force d'amortisserment visqueux représentée

par le tertne W%ﬁ. Le champ magnétique B cree par Patmant dans Pentrefer a une direction
pratiquement radiale, et au niveau de la bobine son moedule peut &tre considéré comme

constant.

5.3.2. Equation mécanique
Draprés les conventions d'orientation choisies sur la figure : la force de Laplace a sa résul-

tante sutvant O égale 3 -[b R -iBd¢ = —i£B si £ est la longueur totale de enroulement
obiag 1
soumis au champ magnétique m& = - %E wkx - i€B, soit:] £+ g + éx = —E%? g(l)
i

5.3.3. Equation slectrigue

La f.é.m d’mduction se décompose en une £.é.m d'auto-induction »~L§—; (L est fixe, puis-
que la bobine est indéformable), et une f.€.m d'induction de Lorentz )
%C.A B2, d€8, = Bxk.

j enrottlement
Léquation électrique s’écrit donc, sur I'ensemble du circuit :

u(:)mLchz+Beé = Ri, soit! u(t) = Rz‘+L§»§mBe:& ()

3.3.4. Bilan énergétique
Les équations (1} et (2) forment un. systéme couplé par les termes ~i£ B et +BEx.
Er multipliant Ja premiére par mx et la seconde par 4 on retronve la conversion électro-
mécanique : di
w()i(t) = Ri®+ Lig ~ iBes.
Interprétation en terme d’énergie
La puissance fournie par le générateur se retrouve sous forme de puissance Ri? cédée au
circuit par effet Joule, de puissance magnétique emimagasinée dans le circait Li %5’ et de

puissance —i8{x cédée au terme de couplage :

2
R o ma .
~i0Bx = mxx + = + kxx.




Remarque
a grandewr utile est
. e .
s le terme = au
gsrespond A fa puis-
ance cédée i l'onde
coustigue.

Cette puissance est transformée en puissance mécanique : puissance cinétique mxx, puis-

sance cédée & l'extérieur par la force damortissenent 7" etpuissance potentielle élas-

tique kxx.

. o Al dil 4 1 mxt
‘ = Rty Siipe B e, doa), T
u(£yi(t) = Rit+ (21.: )+ ( nLx +2/cx )-1— -

f
|
| dz d\2

5.3.5. Etude en régime sinusoidal
Les deux équations électrique et mécanique sont lindaires. On peut done les résoudre en
natation complexe pour déterminer le régime forcé pour une excitation u(¢) sinusoidals :
u{ty = woel,

Les solutions sont cherchées sous la forme j(2) = f el et (1) = v,

v
#y = Rig+jloi,-Bly, etjmgo+—‘%9+j—£;]—2£” = —1‘0%, soit, en éliminant v, :
2
jolZ0
#, = | R+jlo+ Iy= (R+ilor+ Z )i,

E_2), 0
(5-02)+s

Z.. représente Uinfluence du mouvement de la bobine sur Péquation électrique, et est

appelée impédance motionnelle.

% & Courants de Foucault

Pour un circuit filiforme, les courants induits sont géométriquement bien définis. Dans un
conducteur volumique, les courants induits circulent dans la masse du conducteur : on les
appelle courants de Foucault.

6.1, Chauffage par induction

Un matériau conpducteur sownis & un champ magnétique variable est donc le sitgge de cou-
rants de Foucault conduisant & une perte d’énergie par effet Joule et 4 un échauffement du
matériau, d'autant plus importants que la fréquence est élevée.

Dans les transformateurs, c’est le cas du noyau ferromagnétique autour duquel se font les
enroulements ; pour minioser ces « pertes de fer », on choisit un matériau « divisé » dans
lequel les courants de Foucault ne peuvent pas se développ oir exercice 2 de
« S’entrainer »), ou, 4 plus haute fréquence, on prend un matériau ferrimagnétique qui est
isolant tout en ayant des propriétés magnétiques.

Dans d’autres domaines, cet effet est recherché car il permet un échauffement directement
dens la masse du matériau : cas du chauffage par induction. La fréquence doit étre opti-
misée pour que les intensités solent importantes, mais que les courants pénatrent dans la

tasse et donc que 'épaisseur de peau soit suffisante.
q P P

5 ~ induction éleciromagnétin:
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d'appoint intéressant.

8.2. Freinage Slectromagndtique

Dans un conducteur mobile, d'aprés la loi de Lenz, la force de Laplace volumigue due &
ces couranis soppose tovjours au déplacement.
Ce freinage qui ransforme ['énergle cinétique en effet Jouls peut &tre un effet parasite que
Pon cherclie & minimiser, ou, au contraire peut constituer un freinage électromagnétique

Exemple - frein électromagnétique des poids lourds ou des trains TGV,

Tester ses connaissances

w Cwrrigds p. 167

& T Soit un circuit fili- 4

|

i

oy

13

forme plan, parfaite-
ment déformable, de
résistance R, alimenté
par un générateur de
féx. E(2), parcouru
par un courant (¢}, soumis & action d'un
champ magnétique extérisur ﬁ{t) uniforme
perpendiculaire & son plan. Le sens d’orien-
tation du circuit est choisi pour que le flux de
() soit positif (voir figure ci-contre}, c’est
aussi le sens conventionnel choisi pour le
courant,
Lesquelles de ces propositions sont vraies ?

&h
i

[,—J 2. Les forces de Laplace déforment le circuit

pour augmenter sa surface.

L1 B.8ii> 0, les forces de Laplace déforment

le ircuit dans le sens d’une augmentation de

sa surface.
1 . . - .
it €. Siun opérateur extérieur déforme la sur-

face en Taugmentant, on transforme de
Pénergie mécanique en énergie électrique.

Ll a0n suppose ici que le champ magnétique

extérieur est nol : quand on alimente le circuit,
il se déforme pour augmenter sa surface.

.ot @ 3ile champ magnétique extérieur est nul,
__ quand on alimente Je clrcuit, il ne se passe rien.

_i £ Le circuit est fermé, mais nest plus alimenté

par un générateur, Si B diminue, la, surface
du circuit va augmenter.

b 2 Choisir la ou les bonnes) réponsefs}.
On considére un cizeuit &
carré de coté a, de résis-
tance R uniformément
répartie, plongée dans
un champ magnétique A
variable ﬁ{t) dont on

supposera qu’il ne s'applique que sur le cir-
cuit {voir ci-contre}, On place un voltmétre

de forte résistance enfre deux sommmets
conséeutifs A et B dans le sens d’orientation

choist sur le circuit carré, pour mesurer

V4~Vp On appelle ¢ = —dd;?) la £

induite dans le circuit.
Qu'indiquera le voltmétre ?

Caf
-

3
[ e cela dépend de la position du voitmétre.

e (o

b. T

B 3 On considere le dispositif appelé « roue de
Barlow » {voir ci-dessous).

= -
s A‘—@—‘l

L 5 !

Clest un disque métallique de rayon 4 en
rotation 4 la vitesse angulaire Q autour de

E électrﬂmagﬂétisme 8P, Y, P, PSE . b Notn, Clow pripe




son zxe, plongé dans un champ magnétique
constant B perpendiculaire & son plan. Le
circuit, de résistance totale R, comporte
encore un générateur de f.E.m E et se ferme
sur la roue par un contact au niveau de l'axe
et en un peint d'une cuve remplie dua
liquide conducteur dans lequel baigne la
base de la roue.

L Le flux de B & travers le circuit est cons-
tant.

b5

Redémontrer : on considére deux référen-
tiels paliléens R, ot M en translation a la
vitesse ¥, par rapport 3 R, Eerire dans ces
deux référentiels la force de Lorentz s'exer-
gant sur une charge ¢ se déplagant 4 la
. =)
vitesse ¢ quelconque par rapporta %,. En
écrivant qu'en mécanique newtonienne la
force se conserve dans un changement de
référentiel galiléen, retrouver 'expression du

champ &lectromoteur de Lorentz £, = 7, A 5.

deux rails métalliques paralléles, distants de
&, de résistance négligeable, fermé par une
tige conductrice de résistance R, mobile sans
frottement sur ces rails, initialement au repos.
Le circuit est alimenté par un générateur de
£é.m ¢, et plongé cia%s un champ magnétique
uniforme extérieur B perpendiculaire & son
plan (voir ci-dessous}. On néglige le chanmp
propre.

£ -
(’ T &, 4
l‘\

P

a. A Pinstant ¢ = 0, on ferme le circuit
Ecrire P'équation électrique et Péquation
mécanique. En déduire le mouvement de la
tige et faire le bilan énergétique.

b. On rajoute dans le circuit un condensa-
teur de capacité G, initizlement non chargé.

2

[ e Vrai L b. Faux
\ . b 6 Lénergie fournie par un champ magnétique
2. Hn'y 2 pas de fé.m induite. constant est toujours nulle.
Ina] e ) N . . = .
|} & Vrai. | b. Faux. Dans te cas d'un circuit mobile 3 la vitesse
, dans un champ magnétique indépendant
P 4 Onreprend ie dispositif précédent en circuit du temps, écrire le travail des forces de
ouvert, et on fait tourner la roue 4 la vitesse Laplace et compléter le bilan énergétique
angulaire £. Quelle sera la différence de pour retrouver ce résultat.
potentiel entre les deux extrémités 4 et B du
cirenit ?
Savoir appliguer le cours > Corrigis p. 168
B ¥ On considére un circuit horizontal formé de Comment sont modifiées les équations pré-

cédentes ? Trouver le mouvement de Ja tige
et faire le bitan énerpétique.

Ecrire l'expression du flux ®,_,, envoyé
par un circuit filiforme €, parcouru par un
courant d'infensité | a travers un circuit fili-
forme €y parcouru par un courant d’integ-
sité 4y, en fonction du potentiel vecteur 4,
du champ créé par C).

Ecrire de méme Pexpression du flux @,
envoyé par le circuit Cy 4 travers C).

Le potentiel vecteur de divergence nulle
créé par un courant filiforme €|, dans
VAR.Q.S, s'écrit :

oo & 3

=2 —eeeed P,

dnle, MP,
Comparer les expresé'@ias des deux flux et en
déduire le théoréme de Neurnann sur éga-
lité entre les inductances mutuelles M, _, et
MQ--)l'

A =
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On considére deux cylin PR
dres métatliques coaxiaux g/
d'axe Oz, Le cylindre :

intérieur est plein, de i
rayon @, parcoura par ?
une intensité / volumique | :
uniforrnément répartie sur s ;
sa section. :
Le cylindre extérieur, infi- ;
niment mince, de rayon &, Lt

assure ke retour du courant \&L:,—}//

" (voir ci-contre).

Calculer le champ magiétigue créé en tout
point par cette répartition de courant.

En déduire I'énergie magnétique emenagasi-
née, et la valeur de 'auto-inductance par
unité de longueur du cylindre. Comparer au
résultat de Vexercice 6 de « Savoir appliquer
le cours » du chapitre 3.

1. Réécrire expression de Pénergie magnéti-
que %, = éZI /B, & partir des circulations

i
des potentiels vecteurs, et montrer qu'elle

1 2
= ij'”conductcurs'] ’ zdlt.

2. On rappeiie que

P s 3 —=r
div(zA E} = é rot;f)—— A rotﬁ.
En utilisant une méthode analogue aux inté-
grations par partie, transformer Pexpression
précédente de maniére & retrouver la densité
volumigque d'énergie :

JIl‘csp:m:e i-l}-;ch

On considere deux circuits indéformables,
C, alimenté par un générateur de f.é.m ¢,,
et parcouru par un courant d’intenssité /) et
C, alimenté par un génératéur de f.8.m 2,
parcouru par un courant d'intensité iy,

gécrit anssi %,

(', a une auto-inductance L, et une résis-
tance R,, C, 2 une auto-inductance L, et
une résistance R,

1. Initialement, ils sont trés éloignés 'un de
Pautre.

Quelle est I'énergie magnétique des deux
circuits ?

2. On les rapproche "an de I'anire, les géné-
rateurs s'adaptant pour que les intensités res-
tent constantes.

On pose M(1) le coefficient d’inductance

'mutueiie qui.varie donc de 02 M.

Eerire les équations électrigques des deux cir-
cuits, et calculer Pénergie électrique fournie
par les générateurs lors du déplacement.

En déduire énergie mécanique fournie par
Popérateur dans le déplacement, et doac le
travail des forces de Laplace.

On considére le haut-parieur électrodyna-
mique décrit au paragraphe 5.3 du cours.

a. Montrer que le graphe représentant dans
le plan complexe limpédance motionnelle
Z,, quand @ varie est an cercle centré sur
Faxe des réels dont on déterminera le centre
et le rayon.

b. Calculer en fonction de Z e rendement
du haut-parleur, défini comme le rapport
entre la puissance moyenne cédée i Ponde
acoustique et la puissance moyenne fournie
par le générateur.

Pour quelle valeur de @ ce rendement est-il
maximum ? Pourquoi utilise-t-on plusieurs
haut-parleurs dans un baffle de bonne
qualité ?

¢, On utilise le méme dispositif en micro-
phone électrodynasmique. Lénesgie est four-
nie par ia force de fottement visqueuse, et
recueillie sous forme électrique dans une
charge équivalente i une résistance R, pla-
cée aux bornes de la bobine. Ecrire le bilan
énergétique.

! électrnmagnéﬁsme MEB, BT, PC, P51 o raten, Clane prepn
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1 - Brasage de rubans de laiton par induction

On modélise le laiton comme un milieu conducteur caractérisé par une conducti-
vitd y = 0,125.10% 8 - m~!, sans propriétés diélectriques ni magnétiques.

Partie A
3
?1 Ecrive les equatlons de Maxwell liant les vecteurs champ magnétique. B et

champ &lectrique E aux sources du champ ] vecteur densité voiuquue de
couramt et p densité volumique de charge. :

‘352 Montrer que la charge volumique tend trds rapidement vers 0 avec une cons-
© - tante de temps © que 'on caleulera. On donme ¢ = 3- 108 m- 571 et '
;10 = 41: 1{}‘“7' F m-L ; o

'} 3 On neghge le courant de déplacement devant le courant de conductton justzﬁer
- cette approxunatxon pour le laiton.

% 4 Avec ces appromnanons, trouver i’equa.bon dﬁ‘ferent:seﬂe liant B et ] lorsque ces
e -,
: champs sont c!e la forme B = Bei® et .l & .l ei¥, Rappeler les conditions atx

g iu'mtes pour E et Ba la traversée de fa surface sepaxant P'air et le milieu considéré.
) Par fe B

On soumet une tole de laiton d'é paasseur Qb de dlmensmn teds grande suivant O
et Oy aun champ magnet;qae umfo!me B B, e“”‘e

% ‘l Par un raasonnement qua!:tauf moutrer qu il apparaat une densité de courant J _

.2 Pintérieur dé fa plaque, et un champ B dont l’amphmde dépend de la cote 2.
Cormaxssez—vous le nom de cet effet ? ‘ ‘

%}2 ‘ On déﬁmt cosh (z) = -—;i of zest b nombre complexe quelconque
‘ cosh{l + z}— )
Montrer que Ia solution. B, = Bywrmmmmmsel®F convient,
‘ : ' cosh{l-t»z‘)s. N :

Déterminer 5 en fonction des grandeurs caractéristiques du matérian et de la -

fréquence f = 5 o (

Montrer que cette grandeur est homogene & une longneur, et donner sa valeur

numérique pour f = 200Hz et £ = 480 kHz,

5}} Calculer la densité de courant _}? qui apparait dans e matériau.
i
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3\ 4 a. Calculer la puissance Joule moyenne {F} dissipée par unité de volume. On
fera une moyenne dans le temps et dans 'espace. On pourra metire {P} sous la

25 2b
smh T sin’g’
forme : {P) = ——-—-‘——MM—QM

cosh—s— + coszg
b. Que vaut (P} pour & == 28 et § << 247

Pay

On effectue un brasage de deux rubans en laiton d’épaisseur & pour fabriquer une
bande d’épaisseur 24. Ce procédé de soudure consisie 4 interposer entre les pigces
& souder un alliage ou métal fusible appelé brasure (voir ci-dessous).

Chaque ruban a une épaisseur & = 10 mm et une largeur E 50 ma, Les rubans

passent dans un champ B alternatifl avec une vitesse de deﬁlement v de
0,5 m-min~!, La capacité thermique du laiton est € = 420 J-kg ! K-\ Sa
masse volumique est p = 8 500 kg-m-%. La température ambiante est de
= 95°C. Pour obtenir un assemblage suffisant, la température du ruban doit &ire
portee 4 &, = 750°C. On suppose que la conduction thermique du laiton est suffi-
sanfe pour assurer une fempérature uniforme. La pmssancejoule reqmse st donc
28LupCley—t,). g '

§\ T Le renderment global de Uinstallation (source + inducteur) est de 43 %. Calculer _
" la puissarice electnque que doit avoir la source de courant qu: a!:mente les bob:—. B

nes créant le champ B

% Z Calculer la fréquence foptimale sachant que, pour un chauffage .hc.)mogéné, on

adopte le critére 2y Que se passeraitiisi f = 480kHz 7.

L

2 éébﬁ_@éfﬁ_}z‘_ﬂ{’qﬂéﬁhodique .

3
Cefte question est trés proche d'une question de cours. Pour découpler les équations liant £ et
B , i faut systématiquement penser 3 prendre fe rotationnel du rotationnel, et utiliser la formule :
e ey - Z —:'»P e a '3
rot{rotV} = grad(divl) — AV qu'il est important de mémoriser.
On montre ensuite que F'on peut éliminer le 1erme en divergence. La solution dépend alors uni-

5 3
quement des conditions aux fimites, différentes suivant les problémes. Une fois £ ou B obtenus.

t E!acﬁmmagnéﬁsme MP, PT, PC, PS¢ Nutun, Gnsst prspn




PO 3
fes équations de couplage permettent de déterminer 'autre. Dans un conducteur, § et £ étant
pmport:onneis étudier Fun ou I’autre est equwa!ent !

y

S i
'% 1 roth = u({] + EO% } otdivE = 2.
7 £

% 2 Déquation de conservation de la charge s'écrit : P + div}? = (. On peut retrouver

ot

el
cette expression & partic des équations précédentes puisque div(rotB) = 0. Pour un

N
conducteur ohmique § = YE. % +Lp = 0.|Bévolution de la densité volumique de
que j 3 Enp q

charge se fait suivant une loi de relaxation de constante de temps 7 telle que :

'\:zi{w)zmwjlw—7l 10-1¥ s

Y yMpet

} 3 Nagliger le courant de deplacement devant le courant de conduction revient 4 neghger
le temps de relaxation 7 = -17 devant le temps T caractéristique des évolutions de z

Crest done toujours négligeable pour Jes fréquences ordinaires {A.R.Q.5.).

; p amh D —_— 2 3 - — a} .
? 4 rot(rotB) = grad(divB)- A8 = pyrotj = pyyrotE = ~HoT 35 soit, puisque

-3 5
divé =0: .-A)B = ;le“{aa—f.

3 3
En régime forcé 4 la pulsation w: .Z\)g = f;.lgwa.

De meéme : ;E)QE(;@ot_?) = g_;;?i(div?) wf& (rotB = u«p.o'y—-z- soit, puisque div? = 0

.,)

-
dans PAR.Q.S.: K}? = pﬁyal. En régime forcé 2 1a pulsation @: 1A ] = zuuycuf.

Les conditions aux limites sont : EQ"E‘ = %nm, et Bg Bl = ;.LO? ARy, o0t Byp estla
normale i Pinterface, dirigée du railien 1 Laiton, vers le milieu 2 Air.

A la surface de séparation entre U'air et le conducteus, la composante tanggntielie de E’
est conservée, ainsi que la composante normale de E La conductivité étant conmderee
comime finie, ln'y 2 pas non plus de discontinuité de la compaosante tangeatielle de B

i‘ restant fini et donc IS étant nul.

1149
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Partie &

On cherche & résoudre cette équation caracidristique de I'effet de peau, en régime sinusoidal
forcé. Le régime transitoire est toujours négligé. L'utilisation de la notation complexe est alors
parfaitement adaptée. Les équations étant lindaires, cela revient 3 étudier la réponse & une exci- 1
tation de forme quelconque, 3 condition de la décempeser en ses composantes sinusoidales :
{décompuosition de Fourier),

Lorsque V'on passe 3 I'énergie, [a notation complexe ne convient plus, la partie réelle d'un pro-
duit étant différente du produit des parties réelles, Il y a afors dewx sotutions.

° $i 'on cherche la solstion 3 chague instant : repasser en notation réelle et effectuer le produit
* $i F'on ne s'intéresse qu'a la valeur moyenne du produit au caurs du temps ; on peut utiliser
fes résultats en complexe, en remarquant que :

1 N
{{ageos{t + ¢, )} (bgcos(@t + ¢;3)) = Eaubacos(qs, ~ ;) peut étre obtenu 3 partir des nom-
bres complexes asiociés a(t) = aye'tiaitt = g et et b = bye'tigiot = b ot en prenant la

partie réelle du prodeit %g(t)iz(t)‘ {ou —;-E_u{ Halty*}.

U U

% T Les variations du champ magnétique créent 4 l'intérieur de la plaque des courants

induits {courants de Foucault) qui seront & la source ¢’un champ magnétique propre qui
s"ajoutera au champ magnétique provenant des sources extérieures : ¢'est Peffet de pean.

2 Les conditions aux limites sont invariantes suivant Ox et Oy, et les plans xOzsont plans de
syméirie pour les conditions aux limites, done pour le champ. On cherche donc un champ

+ 3
sous la forme B = gi(z)ei‘”‘?x, vérfiant : B(b) = B~ = B, et 33 = iy 8.

On pose comme d'habitude ipyye = (-1—13)2 avecgﬁ = —2—3
. 0 5 BoY®

j et e‘,%-; ont méme dimension, donc il en est de méme pour ¥ et £ym, yyyw adoncla

9
. . y?
dimension de gyu,0° = %7 & est donc une longueur.

Pour f = 200Hz, § = J»L—‘ = | em ; pour 480 kHz, 8 = 0,20 mm.
Wgynf
3B N2 '
3(@{3)3_?) = B—zgz)?x = {L;_}) @(z}?x. La solution se décompose en sinh et cosh, et

- cosh (1 + i)§ :
la solution paire ne fait intervenir que cosh 1| 8, = By——y 6100,
cosh{l + i)s

. 4
R Bul;‘ismh(l H)E;

—
}N 3 }? = l}umtﬁ’ done j = — =g ——————— e“"‘?y.

o © cosh(i + i}g
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)
3

4a P=L Lavaleur moyenne au cours du temps s’écrit, en notation complexe :

e

2
"
7 9
i1

smh(1+z'}§sinh(1mi)§ ;
= f{zh

(£+z){1——z)

2“0 cosh {1l +i)§cosh(£»~z')g

_ KE mmng)[ (0§ uuung) . 1( 2z 2z)
smh(l+z)551nh(1 z)5 ( e e =5 cosh 5 cos 3
b b ") ")
& 1 “-H)s SN (L-d)z —(3—1)3) _ 1( 2_1; g;
cosh(l +z)5cosh(l x) = ( e )(e +e =3 cosh 5 + €Os 8)'
La valeur moyenne dans 'espace s'écrit :
1 < !
P 4sinh2b-4sm 28 B sinhi‘-)—bmsinz—b |
=(P)._ ff(z) 2= ] [ 8_ f [ 5 |
§ 26 hugy8? 2 cosh 2l 4 cos 28 205D cosh 2l 4 cos 22
i 3 3 3 &
mhg—b - sin 26w nz |
8 3 _ed By
b, Pour & < 24, 53 55~ 5 = 1 {P) = |
cnshF teosTE oB 2hpgY0 |
&) @) i
& 4 Byb*
Pour 8 > 24, smhg—b—sm + = 8({’) , eti{P) = i
o 36 6 38 3%754
Cette puissance est donc trés faible.
Partie £
1 Py = S02800pC4,- 1) = SOKW.
2 Lafréquence optimale est 200 Hz, caronavaplushantque 8 = 1 cm = & & cette fré-

quence. 3i [ = 480 kHz, la puissance moyenne serait beaucoup plus élevée, mais le
chauffage ne serait pas homogene : la puissance serait délivrée uniquement sur I'épais-
seur & de Ueffet de pean. Il dsquerait d’y avoir fusion du laiton périphérique avant que Ia
conduction thermique ne permette 4 la brasure d'atteindre la température désiiée.

* Un conducteur dans un chagp magnétique variabie est ie s:ege de courants

ques appelés courants de Foucaull. :

* Ces courants sont A Yorigine de effet de peay, et sont eux-mémes localisés au voi-
Tosinage de Ja surface du conciucteur sur une epaxsseur d'au’cant plus faible que fa
i conductivité est grande et la fréquence élevée.

to!umi-

° i en résuite un echauffﬂment du volume conducteur par effet Joule. Cette energse 3
était sous forme magnétique, et est done fournie par fes sources du champ magnétique.” §
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2 ~ Convertisseur asynchrone \

\
» 1 Production d'un champ tournant lI
On considére trois solénoides 4 noyau de fer dont les axes coplanaires sont J

. 2 C
décalés entre eux d'un angle égal & 5 tous équidistants du point O commun

aux trofs axes (voir figures ci-dessous a et b},

Figure & _llj

Figure b x .

Chaque solénoide, alimenté par une mtensxte i(e) =1 Mcosmt crée en O un ©
champ magnétique BMcos(iuI)if oll # est le vecteur umta.:re sur I’axe de Ia.
bobine et By = 08T .
Dans ce montage, ils sont alimentés par des courants smusoxdaux i de méme
pulsation @ = iOOn rad - 571, de méme valem ma}qmale I a0 mais: dephasés

entre eux de , soit :

! iy = [ycosme, iy = I&,cos(wt—za——ﬁ), iy = IMcos(mt-—-%i-t)._.

a. On réunit les trois fils de retour en un seul fii : que peut-on dire dé lintensité..
de courant  dans le fil de retour ? Peut-on supprimer sans znconvements ce ﬁi :
de retour ? :
b. Montrer que Pensemble des trois solénoides prodmt en Oun champ magnetl

que B de module BBM, tournant dans le plan des axes & la vitesse angulalre ® -

2

dans un sens que 'on précisera.

¢ Dans I'hypothése ol Pun des trois solénoides n’est plus alm-zente montrer
-

que le lieu de Pextrémité du vecteur B est une ellipse de centre 0 dont on prew _
. cisera les axes. :

?2 Principe du convertisseur asynchrone -

" Une bobine plate formée de n spires circulaires de surface sa son centre en O,
elle est mobile autour dun axe diamétral orthogonal, au ngan des axes des uozs -
solénoides. ‘

a. La bobine tOume a la vitesse angulaire £2 # , constante, dans le méme -
sens que le champ magnenque towrnant. A Pinstant mmal B et fa normale i
la bobine forment un angle 8. Exprimer Fangle (B =0 a l’mstant ten
fonction de £, w, 9, et 4 :

b. Calculer [littéralerment le flux ¢ total & travers la bobine plate & l’mstant tet
en déduire la £6.m instantanée ¢induite dans celle-ci..
(On supposera le champ uniforme dans tout le plan de la bobine.)
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. On suppose réunies les extrémités de la bobine plate [cireuit fermé) dont la
résistance est 7, et I'inductance €. Exprimer Pintensité du courant { induit dans
la bobine. o {
d. Exprimer le couple instantané qui s’exerce sur la bobine piate et en déduire
le couple moyen T, :
e. Etudier les variations de T' en fonction de Q. Monirer 'existence d'un con-
ple maximum I'y; pour une valeur £ de Q que Pon précisera. Caleuler Ty,
et le couple I'y, au démarrage. Tracer la courbe I'(£2), Q prenant toutes les |
valeurs de 0 & Iinfini. Distinguer sur la courbe le domaine cotrespondant 4 un ;
_fonctionnement en moteur et l¢ domaine correspondant 3 un fonctionnement |
en générateur. !
Applzcatmn numérique: & = [00m vad - sty By = 08T ; n = 300 i
= 2510~ m?;r = 1,2 40, E-OGIH :

f Le moteur entraine une machine qui offre un couple résistant T = T + o,
A quelle condition la machine démaire-telle ? Emdier la stabilité du fonctionne- - |
ment de la machine. E

solution méthodique

Pour créer un champ sinusoidal se déplagant dans 'espace sans déplacement des sources, le pro-
«édé fe plus simple consiste a faire fa superposition de plusieurs champs créés par des sources
déphasées les unes par rapport aux autres, e calcul demandé est donc frés classique, mois néces-
site une bonne connaissance des refations trigonométriques. On peut aussi utiliser fa notation
complexe.

[ ——

% Tai= IM[cos(x).! + ms[mt - ?—31‘;) + cos(cot - %t]]

iy AT An 4T
. . ‘ iy iy CEae
En notation complexe : £ = [Meiw‘[l +e % 4e }5]. 1+e ¥ +e 7 estdelaforme

i
lezezt = llmzj, avec 2 m e 9 w |
A

"Dorc ¢ = 0. Le fil de retour est nutile : on peut se contenter de réunir les trois fils de
| retour.

b. On projette les trois champs dans le plan x0y, suivant les notations de la ﬁgure :

+ B, = BM[cosmt - %(cos(mt - %1':) + cos(m.!—- %D}

i n 4m\Y 2 _ 1 {
§(cos(m£- 3—) + cas((ut— —g—D £ {’:os':am:m—:%~ =5 cosmi A
B, = zAycosml.

2

2y~ oo () o )]

B, = g.BMsin Wi,

BMJ:%sinmt sin 2%

IH
i

§ - $nduction slectrompgndtin.
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C'est un champ de modaule §BM qui tourne avec la vitesse angulaire w dans le sens
positif autour de Oz
¢. Les trois bobines étant équivalentes, on suppose que la bobine [ est non alimentée

i 3p o
B, = iBMcosc)t et B, = éﬁMsmmt.
-3
Lextrémité du vectenr B décrit dans le sens positif, avec ia vitesse angulaire ® une
eflipse dont le petit axe est suivant la direction de ia bobine non alimentée.

e

. Pour tous les exercices sur fes machines dlectromagnétiques, il est important de ne pas faire

 d'erreur de signe, 1 faut rafsonner avec beaucoup de rigueur,
Le choix de {'origntation surle cirevil induit (icl Ia bobine p!ate) lmpose le signe du flux:a travers
celui-ci, et aussi le seris positif choisi poyr lintensité du courant qui sera toujours.algébrique. fef
iz texte impose I direction du vecteur %, et donc le sens d'orientation sur la bobine. . -
Dans le cas de machines tournantes, fe sens de rotation positif autour de Vaxe conditionne le i

i signe de la vitesse angulaire de rotation. i

T T B T e AR e N TR

) -+
a. A I'instant 4 le vecteur 7 a tourné d’un angle Q¢, et le vecteur B d'un angle of
autour de Oz

; 9= (}E, A = eo+(gwm}z.i

b. Le flux de E 4 travers la bobine s'écrit donc | @ o= g»mBMcos(ﬁo + (L)~ )}, ;et la
| = J
f.ém. induite :] ¢ = - %E? = gnsBM(Q - @) sin (B, + (2 - @)8). %

c. Déquation électrique s'éerit :|e = gmBM(Q ~m)sin{fy + (Q-@}) = ri{t) + {f%;

Pour résondre cette équation, on passe en notation complexe : () = i eitt-o),

Remargue : on peut aussi utiliser une construction de Fresnel.

Uiaterprétation de la notation complexe peut se faire de deux maniéres : on peut considérer
que I'intensité du courant est la partie réefle au fa partie imaginaire de l’mtensste complexe.
Dans le pre:mer cas, it faudra cholsir

dans fe secand ¢ = %mBM(Q — @)l SeellO-mle, : ;

3. mBM(Q w) 90

L
1 i = W2 BT
Avec la premigre représentation : i Lo = ~5iz T00C f,u)

d. La bobine est assimilable & un moment magnétique JM. = nsz‘(:}?z’. Dans Je chamyp

-
magnétique extérienr uniforme B, elle est soumise & un couple

3B
P elinB= nsi( )R A 3= --——-2—“—47151'(3)51'11{90 +(Q- 0)0)E,

jf Elec&nmagnéﬁsme MP, BT, PC, BSE. 6 nuthon, Cloe prigu




Le signe — vient de ce que §

Pour avoir le couple instantand, il faut éerire ({2} en notation réelle. On fe fait par module et :
argument. L‘argument est entiérement défini entre ~I1 et +T% par {a donnée de sa tangente et
du sugne de 50N casinus ou de son

L. | = 3 1sByl(Q - )
23 PHQ - w)?

S$i 0 <, —’§‘<u<0,siQ>

L IVER

, et cosa >0,

o, {}<a<g-

3, | ] L5 2
= (B, A}, et que Yon caleuls le produit vectorie!l 7 A'B.

- i80it o Pargument du nombre complexe 7 + (2~ w)

Largument ¢ de { est eﬂwltwa st <42, Gowgmourr si @ > £ soit:

2

3 ns .,,(Q )

it
= R0~ o)t

cos!:(Q—-m)H-@{,——Q—

} 3 rszM(Q ®)
S e

#n (€2 - @) + 8y 2t}

Le couple instantané vaut done :

9 n?-saBi{{Q -}

4 /e (0- 0P

[ =S i (2 )+ O —

o]sin[6, + (€ - w)tl

La valeur moyenne av caurs du temps du produit de deux sinusoides 3 la méme fréquence

déphasées de § est %cosq}. =

Le couple moyen est done :

T A T SR T IR T AT A

g n s?B‘L{Q )

RS
R oo o

03¢ = —gnﬁsﬁBi,(Q—m)

T
AL G ey

2

On peut poser @y = §mB s homogéne & un flux ;

(- Q)
0= @0 2 2 (- Q)2

-3
N 1{1:»3 r @

Ta¢

3T et OV
1+ ( )

¥2

.

principales caractéristiques.

Ii ne s’agit pas de faire une étude exhaustive de la fonction, mais de considérer ses

C’est une fonction de {0 par Pintermédiaire de la variable x =

X ; ; L .
s, impatre. La courbe est symétrique par rapport au point x =

1+
Sa décivée sannule pour x* =

1, et la fonction vaut alors }1-

g

~ lndection Sleciromagné

(1 uw) du type
0, soit @ = Q.




Pour 2 = 0, Up = 5F I : Le moteur démarre tout seul,
' B S i

=

Le convertissewr fonctionne en moteur lorsque la puissance mécanique regue par la
bobine est positive, ¢’est-d-dire pour I” positif : Q& < @,

I1 fonctionne en génératewr lorsque la puissance est cédée par la bobine : I négatif, et
0> o fvoir ci-dessous),

Qe 5

DR

AN.: @, = 0,60 Weber, {:-;’3 =92,62, Qu= 194rad.s! (Bltours.s*l), Ty = 9N. m,
rp= 6,0N.m.

f. La machine démarrerasi I'p > T, La vitesse de rotation £2, sera donnée par la solu-
tion de 'équation T'(Q2} = I+ af3? {voir résolution graphique ci-dessus).

Une discussion graphique est 3 privilégier dans ce genre de question, qui reste qualitative.

Une position est stabie forsqu’un déplacement par rapport 3 fa position d'équilibre entraine une
madification cles paramétres conduisant 3 un retour 3 cette position. lci, it faut done qu'une
augmentation de £ entraine un couple résistant supérieur av couple moteur.

e
S 3

Si la vitesse de rotation augrnente Q > 0, le couple résistant devient supérieur an cou-

ple moteur, et la machine ralentit : e fonctionnement est donc stable.

S Fp<T, <, -ad , la machine ne démarrera pas seule. Il y aura ensuite deux
o<lr=iy M P Y

solutions : le véghne stable sera celul correspondant & la vitesse de rotation la plus

grande.
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Principe du Bétatron

Pour accélérer un électron, on veut utdiser le
champ électrique dit aux variations du champ
magnétique sexvant A courber la trajectoire.

1. On établit un champ magnétique B variable
dans le ternps, mais dont la direction reste perpen-
diculaire & un plan fixe Oxy. On considére la tra-
jectoire circulaire de centre 0 et de rayon 7, d'un
électron {charge ¢) dans le plan Oxy. On suppose,

=
en outre, que le module de B ne dépend que de =
Ce champ magnétique induit un champ électrique
variable que l'on supposera tangent en chaque

¥
point 3 la trajectoire de Pélectron. Le champ B
envoie 4 travers la surface du cercle de rayon 7, le

flux magnétique : © = nraB,, (B, se calculant 2
partir de B(7)). Lapériede I' = % du champ est

trés supérieure au temps mis par Pélectron pour
décrire la trajectoire. Montrer que, pour que élec-
tron se maintienne sur la trajectoire circulaire, il
est nécessaire que B, = 2B(ry) (condition de

Widerce}, B(ry) désignant la valeur du champ sur
P'orbite considérée.

]
2
B = Bsinw: pour r>ga, avec ¢ = (,8m. En
déduire le rayon de la trajectoire. Calculer le
« gain » d'énergie par tour.

On rappelle que Pélectron a une charge

g = ~1,6-10"9C, et une masse de 9,1 - 10-* kg,
Discuter de la validité des caleuls.

2y

Courants de Foucault dans des
conducteurs cyfindriques

On place un cylindre conducteur d'axe Oz, de sec-
tion §, = nR2, de longueur L et de conductivité
¥ dans un chamyp magnétigue uniforme (créé par
des sources extérieures) colindaire 3 l'axe Oz:

2. Ousuppose B = zBysiow? pour r < 2 et

Crros & 177
w Loerige p 1T

4 -3
B = Bycostte,
On se place dans Papproximation ol le champ
magnétigne reste identique au champ exté-
rieur appliqué.
On se place en coordonndes cylindriques daxe Oz
ok 3 1V, ¥y, ¥, o,
(a3 (55

ToLy = ;—a-e—"-é—g '5—&:—--—8—;— LI
130V dV o,
G L

N .
1. Calculer le champ électrique £ induit & Pinté-
rieur du cylindre.

2. Exprimer la puissance moyenne P; {moyenne
temporelle) dissipée par effet Joule dans le cylindre.

En déduire la densité volumique moyeane de puis- .°

sance Joule. Comment dépend-elle du rayon 7 [

3. Application numérique :

By=01T, y=2-108Q-"m~!, L=10,6m,
Sy = 20 em?, f = 50Hz

Calculer Fy.

4. Que devient la puissance F; si au lieu d'un
seul conducteur cylindrigue, on utilise # conduc-
teurs cylindriques identiques de longueur L et de

kY
section &y = 7:3 ?

5. Comrment tire-t-on parti du résultat obtenu i la
question précédente dans la réalisation des trans-
formateurs pour limiter les pertes par courants de
Foucault ?

6. Les courants induits {tels que nous les avons
-

calculés) créent un champ megnétique B: qui se

superpose & celui des sources extérieures.

l =

a. Exprimer B; (on admeiira que B: est orienté

suivant 7, et est nui 2 Pextérieur du cylindre).

b. A quelle condition, pertant sur R, rayon du

cylindre, hypothése initiale (e champ magnétique

e
reste identique au champ B extérieur appliqué} est-
elle vérifide, autrement dit, & quelle condition le

>
module de B; reste-+-il négligeable devant By 7
Les résultats des caleuls précédents sont-ls valables
avec les valeurs numériques de la question 3 ?

§ ~ tnduction dectromagnétis:
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Ampéremétre a pince

{d apras concours DEUG)

On considere le systéme o)
constitué par un cylindre f
conducteur {C} de lon-
gueur infinie, parcouru
pas un courant d'intensité
I = i;cosmf, et un solé-
nofde torique (8), de sec-
tion carrée, engendré par
la rotation d'un carré de
coté 24 tournani autour
de l'axe {A) du cylindre,
& la distance moyenne ¢
1l compeorte une seule couche de N spires jointives
supposées planes.

L Les extrémités de l'envoulement sont réunies
pour former un circuit fermé, Caleuler le coeffi-
cient d’induction mutuelle M entre (C) et (5).
Application numérique :

N = 1000, ¢ = 6em, b = lem.

2. On relie les extrémités de 'enroulement & un
voltmétre. Calculer Pamplitude ¢, de ia [ém.
dinduction dans le soléncide. Pourquei peut-on
négliger les phénoménes d'auto-irduction ?

3. Ce dispositif est appelé « ampéremétre 3 pirce ».
Quel est I'intérét du montage ? 5i le voltmétre est
sensible au millivoit, calculer I'amplitude nxin-
male (i), de Dintensité dans C que l'on peut
déceler, si la fréquence du courant est de 50 Ha.

o
Mouvvements d'un barreau

dans un champ magnéticus (d'apeés ESIM)
On considére un barreau creux mobile de masse m,
de rayon 1, de moment d’inertie [ = mr? par rap-
port & son axe, de longueur € et de résistance élec-
trique R Ce barreau peut rouler sans glisser sur
deux rails conductears horizontaux H, et H,
paralléles & Ox, de résistance négligeable et distants
de @ Dans son déplacement, le barreau reste per-
pendiculaire aux rails, Un courant dintensité ¢ cir-
cule dans les rails et le conductenr mobite. On

> Loriigd . 102
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place Pensemble dans un champ magnétique verti-

cal uniforme }3’ . On néglige tout champ magné-
tique propre. On étudie le mouvement du barreau
mohile, et on repére la position du barreau par
Pabscisse x; de son milieu et centre d’inertie 44,
Données tm = 5gy r = 3mm; ¢ = 10cm;
€=15cm; R=0,1Q.

1. Sile barreau est seun};’s 2 des forces électroma-

gnétiques de résultante Fn, montrer que Paccélé-
ration du cenire d'inertie Af, est donnée par:
?fm, = —% oft M, €8t une constante que l'on
Mgy -

exprimera en fonction de met

2. Les deux rails sont reliés & un générateur de
tension de ££.m E par un interrupteur. A £ = 0,
on ferme linterrupteur, le barrean étant immobite.

a. Ecrire les équalions électrique et mécanique.

b. Définir et déterminer le temps de relaxation 1.
Donner les caractéristiques du mouvement au
bout d'un temps fong devant T.

3. Le barrean est maintenant reli¢ a l'extrémité
d’un ressort de raideur £ et de longueur a vide £,
dans le plan des rails et dont autre extrémité est
fixée en un point 8, que Fon prend comme origine
de Paxe. A t = 0, on ferme Pinterrupteur, le bar-
reau éfant dans sa position d’équilibre x; = £,

a. Ftablir I'équation différentielle du mouvement
du barreau.

b. Déterminer sa nouvelle position déquilibre.
Décrire qualitativernent les mouvements possibles
du barreau. Donner la valeur £, permettant un
amortissement critique. La calenler pour B = 1'F

¢. Faire le bilan énergétique entre £ = 0 et £ — co,

d. Le générateur est maintenant un générateur de
tension alternative ¢ = Ecoswt, le barreau étant
toujours relié au ressort. On attend un temps suifi-
samament long (que on précisera) pour obteniz un
régime sinusotdal forcé,

Préciser alers Pamplitude de mouvement du bar-
reau. La caleuler pour B = T, E = 1072V,
= 10rad-s7!, £ =05 N m-L

& On supprime le générateur et on ajoute suses
rails un deusxiéme berrean identique au précédent.

On étudie les mouvernents des deux barreaux paral-
lelement & Ox et on repére la position des barreaux




par les abscisses x, et x; de leurs milieux M, et
M.

A t =0, les deux bamrsaux sont immobiles.
A partir de ¢ = 0, on impose au barreau | de se
déplacer & la vitesse v, constante (les deux bar-
reaux roulent sans glisser).

a. Etablir 'équation différentiele du mouvement
du barreau 2. Déterminer le ternps de relaxation et
la vitesse limite.

b. On impose au barreau 1 un mouvement oscilla-
toire de période Tet d'amplitude 4. Justifier qu’aprés
un régime transitoire, le barreau 2 a un mouvement
correspondant & un régime sinusoidal forcé, dont on
déterminera Pamplitude.

5. Les deux barreaux sont maintenant reliés a des
ressorts identiques fixés en 0 et O,. Les abscisses
x, et x, sont mesurées  partir de 0, et 0y,

a. Ecrire T'4quation électrique du circuit lorsque
les barreaux ont des vitesses v, et vy,

b. En déduire les deux équations différentielles
caractérisant les mouvernents de chagque barreau.

-¢. Résoudre dans le cas particulier de Pamortisse-
ment critique et avec les conditions initiales
Xy = Xpg = Ly, ¥ip = Ug, Vg = O Quels sont
fes mouvements des barreanx au bout d’un temps
long ? Ftait-ce prévisible ?

d. Faire fe bilan énergétique.

53
Propulseur élactromagnétique
(d'aprés Concours Polytechnique)
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1. Un circuit électrique rigide est caractérisé par
sa résistance R et son inductance L 1 est alimenté
par un générateur. Soit #(z) Yintensité du courant
qui le parcourt.

Exprimer le flux magnétique & propre & travers
ie cirerit. En déduire la f.6.m d’auto-induction.
Lors de Pétablissement du courant de 0 3 #(£), le
générateur doit Fournir, en plug de Pénergie

" frottement le long de

« dissipée » par effet Joule, une énergie supplé-
mentaire 6, appelée «énergle magnétique ».
Exprimer %, en fonction de L et i(2).

2. Le circuit posséde
maintenant une par
tie mobile const-
tuge d'un  barreau
pouvant glisser sans

deux rails paralizles
de direction Ox {voir figure ci-contre}. Hl 0’y a pas de
champ magnétique extédeur. On désignera par xson
déplacement et par X sa vitesse, Uinductance du cir-
cuit dépend alors de x, soit L{x).
Lorsqu'un courant électrique parcourt le circuit, le
barreau se met en mouvement. Expliquer brigve-
ment pourguoi.
Exprimer & Pinstant ¢ la puissance fournie par le
générateur en sus de celle dissipée par effet Joule.
Une pastie de cette puissance correspond 2 la varia-
w%’i' , Pautre partie est
{a puissance mécanique P, .., donnée au barreau.
dl
dx
En déduire que la force qui s'exerce sur le barrean
dz
i
3. On désire évaluer un ordre de grandeur de
Pinductance par unité de longueur des rails :

. dL
L= i
a. On considére deux plans conducteurs infinis,
paraligles au plan xOy et espacés de w Ils portent
chacun une densité surfacique de courant uniforme
w
p)

tion de Vénergie magnétique

Exprimer P, enfoncton de #(2), et %,

. 1.
a pour expression : F = 522

i#. pourleplan z = % et ~i¢, pourie plan

q = ~F

Montrer que le champ magnétique créé par cette
distribution de courant est uniforme entre les
plans, et donner son expression en fonction de {,.

b. Les rails sont modélisés comme deux conduc-
teurs plans et minces, de hauteur /% finie selon Oy,
et ils sont parcourus chacun par Pintensité 4
Calculer la densité surfacique #; associée. En fai-
sant I'approximation que les expressions obtenues
i la question 3.2 restent valables, déterminer le
flux magunétique par unité de longueur selon O, et
en déduire L’ en fonction de wet A

5 - induction électromagnétia
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La fongueur des vails est X = 3m, la distance
entre les rails est w = 0,013 m, la hauteur effec-
tive est £ = 0,040 m, la résistance du rail par unité
de longueur est B =850 pQ - m-t. Calcuier L.

¢. On désire qu'en parlant d'une vitesse nulle, une
masse de 3 grammes atteigne une vitesse d'gjection
de 6 kmn - s~ ! aprés un parcours de 3 m. En suppo-
sant la force Fde ia question 2.d. constante et en
prenant fa valeur de L' obtenue en 3., détermniner
numériquernent Iintensité i nécessaire.

En réalité, dans le propulseur électromagnétique,
le projectile {un morceau de résine isolante) porte
sur sa face arriére de minces feuilles de catvre qui
fondent rapidement et se vaporisent forrmant un
plasma,

&

Lt = i p 103
Tabie & induction. Pourquoi des
ustensiies de cuinion spécifiquas 7

{d'aprés CCPY

Le chauffage du fond métaliique (plagque circulaire)
des récipients de cuisson peut étre directernent réa-
lisé au moyen de courants de Foucault induits par
un champ magnétique variable eréé par un induc-
teur logé dans une table en céramique. Dans le
domaine de la cuisson, i s"agit de créer une forte
dissipation de chaleur dans le fond des récipients
tout en limitant an plus bas Péchauffement de
Pinducteur. Pour cela, un choix s'impose quant aux
propriétés du métal & chauffer.

1. Un inducteur alimenté par un courant { génére un
champ magnétique sinusoidal de fréquence fcompa-
tible avee 'approximation des régimes quasi-station-
naires [A.R.Q.S.). Ce champ est globalement orienté
suivant un axe (z autour duquel il conserve une
symétrie de révolution. Il aght swr ug disque métalli-
que conducteur coaxial dont la face en ragard vers
Pinducteur est centrée en O,

a. Quel est le sens de rotation des courants induits
dans la plaque circulaire ? Quelle est leur fréquence ?

b. On suppose qu’on peut modéliser ces courants
comme une rotation des charges mobiles autour
de 'axe Oz avec une vitesse angulaire (z) uni-
forme dans chaque section droite de Ia plaque cir-
culaire. En déduire les composantes j, ¢t j, de fa
densité de courant 7{M} en fonction du nombre n
de charges élémentaires ¢ mobiles par unité de

Electromagnétiome MP, BT, BC, PSE. 0 vaon, Cose pripe

S

volume, de la vitesse angulaire Q2(2) et des coor-
données du point M

2. On admet que, dans un miliex magnétique carac-
térisé par une perméabilité absolue u = |iglt,, les
équations de Maxwell s'écrivent simplement en rem-
plagant dans les équations dans le vide n, par
0= floH,

a. Ecrire les équations de Maxwell pour un métal
de perméabilité absolue p.

b. Exprimer la loi "Ohin locale pour un métal de
conductivité v, et montrer que pour une fréquence
impasée de 25 kHz, les courants de déplacement
sont négligeables devant les courants de cendue

. “tion, sachant que v est de I ordre'de 1055 . m!

¢ Montrer quen régime établ, le conducteur est
neutre en tout point de son volume.

d. Réécrire les équations de Maxwell en utilisant
la notation complexe pour les dérivations par rap-
port au temps et en tenant compte des simplifica-
tions proposées en e et d. En déduire 'équation
exprimant la proportionnalité entre la densité de

L)
coura_nt? et son Laplacien vectorie]l Aj.
Montrer que cela se raméne aux équations :
Y, o
32 FiF) 'ﬂ:@ = flj)

Résoudre cetie équation en faisant apparaitre une
grandeur & homogéne 4 une longueur et caracté-
ristigue de Patténuation suivant 'axe Oz Montrer

5033
Juf

e. Linducteur est alimenté par un générateur déli-
vrant une fréquence de 25 kHz. La plaque a une
épajsseur de 1 . Caleuler 8 dans le cas d'un acier
amagnétique (y = 106 3. m~, u, = 1} et dun
acier magnétique (v = 5- 106 8. m-1, 1 = 350)
Justifier gue l'on puisse considérer la plaque
comme illimitée en z, malgré sa faible épaisseur, et
simplifier alors les valeurs de j_ et j . Donneren
notation réelle 'expression de la norme du vecteur

qu'elle peut s’écrire & =

courant _?{z). On désignera par f, sor amplitude
enz= 0.

3. Linducteur, composé d’un enroulement de spi-
res de cuivre de rayon extérieur 10 cm, présente
une résistance R, = [,8- 0% & et une_apto-
inductance £, = 3,0-10-% H.

La plague, réalisée en acier magnétique, assimi-
lée a4 une spire unigue refermée sur elle-méme




présente une résistance B, = 8,3- 10~ 2 et une
auto-inductance Ly = 2,4 - 1077 H.

Elinducteur est alimenté sous une tension v, (£).

& Sachant que Pensemble inductsur-plague se
comporte comme deux circuits couplés par une
inductance mutuelle M, (voir ci-dessous) écrire les
équations de couplage entre les courants ¢,{¢) cir-
culant dans 'inducteur et le courant #,(1) parcou-
raat la plagque.

En déduire les expressions littérales du rapport
? et de Pimpédance

des amplitudes complexes "7—
A1

4

d’entrée complexe Z, = 5 du systéme.

i i Inductour
A A

Ly

b. Simplifier les expressions de lewrs modules
en montrant que 'on peut négliger les résistances
avec une erreur inférieure & 5 %. Effectuer le calcul
numérique, sachant que linductance mutuelle est
estimée 3 2y H.

4. Pour des raisons de séeurité, on limite les pertes
par effet Joule dans Vinducteur 4 50 watts.

a. Quelles sont alors les valeurs efficaces maxima-
jes du courant et de la tension d’alimentation ?
Quelles sont 'intensité du courant dans la plaque et
ta puissance de chauffe développée dans celle-ci ?
Quel est le rendement de la table  induction ?

b. 8i Pon reprend les mémes calouls avec les don-
nées de acier amagnétique, on trouve :
Ry=1,0-10-% £, % =165, et Z, = 0,56 Q.

- Expliquer pourquoi la résistance est plus faible
alors que la conductivité est moins grande.

- Reprendre les calculs du 4.a. et montrer qu'utiliser
acier amagnétique revient 4 diminuer netterment la
puissance de chauffe de Ia plaque, malgré une trés
nette augmentation du courant dans celle-ci,

¢. La tension d'alimentation est réglée 3 110 volts,
en vue de recevoir une plaque en acier magnéti-
que., Dans le cas o Putilisateur déposerait un fond

i
I
i
i
H

amagnétique, montrer qwil existe un risque
d’échauffement excessif de Vinducteur. Proposer
une solution pour éviter tout accident de ce type.

7y

Théorie dynamo du champ
geomagnétique ferrestre (daprés Mines)

oL 1P

Dans cette théorie, le champ magnétique terrestre
est dil aux mouverments de convection des masses
de matiére conductrice 4 Pintérieur du globe. On
se propose d’étudier un: dispositif : le dynamo-dis-
que homopolaire qui crée un champ magnétique
auto-entreteny par la rotation du disque.

Un disque conducteur (1)) tourne autour. de Paxe
A' A, dont il est solidaire et auquel fe couple méca-
nique constant ", est appliqué. On relie Paxe 2
la. périphérie du disque par un fil conducteur qui a
la forme dhune spive circulaire indiquée sur la
ligure ci-dessous.

On note L le coefficient d'auto-induction’ du eireuit
complet, Me coefficient de mutuelle induction entre
le circuit complet et la périphérie du disque, R la
résistance électrique du circuit complet, et [ le
moment d’inertie du disque par rapport & son axe.

A

"

r

rs

1. Equation électrique du circuit

a. Donner Pexpression de M sous forme d'une
intégrale que I'on ne calculera pas.

b. Exprimer en fonction de M, et w(¢) vitesse de
rotation du disque la f.6.m existant entre 'axe et la
périphérie du disque.

¢. En déduire I'équation électrique {E) du circuit,
en supposant que fe courant [ circule dans (D}
suivant ua rayon unique. '

l161
¥

5 - {nduction glectromagndtin..




?62'

2. Equation mécanique du circuit

Exprimer en fonction de M et / le couple T, des
forces de Laplace s'opposant 4 la rotation du dis-
que. En déduire I'équation mécanique (M) de cir-
cuit, en supposant que le courant [ circule dans
(D) suivant un rayon unicue.

3. Montrer que pour des valeurs critiques 3 préci-
ser, @, et [, il existe un régime permanent sta-
tionnaire,

Faire un bilan énergétique et expliguer qualitative-
ment le fonctionnement du systéme.

4. Pour résoudre le systéme, on pose I2(2) = / f o,
et on suppose que les conditions initiales ®, et [y
sont différentes de @, et [

a. Préciser les conditions initiales y, et y; véd-
fiées par p(8).

b. Etablir Péquation différentielle du second ordre
vérifide par p(f). On posera A? = 1‘8%{: Onelle

est la dimension de A ?
¢. Monirer que la sohution vérifie :

d. Montrer que 9&% s'annule pour deux valeurs de 5

En déduire que le régime décrit par y(£) est en
général périodique et donner Fexpression inté-
grale de sa période T

e. Retrowver le régime stationnaire en étudiant
dans quelles conditions T~ ea.

&)

Ralentisseur électromagnétique

On considére une
roue comportagt N
rayons conducteurs
de résistance K
reliés 3 une circonfé-
rence métallique de
rayon g, et de résis-
tance  négligeable,
en rotation autour
de son axe de rayon
6 sur leguel est
enroulé uwn 6l de

» Corvigd p. 177
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masse linéique négligeable et auquel est suspendu
une masse m (voir ci-avaat). Soit [ le moment
d'inertie de la roue par rapport & son axe, et £2(£)
sz vitesse de rotation.

1. Btudier le mouvement de rotation du disque
entrainé par la chute de la masse.

2. Un secteur du disque, d’angle o, est dans
Pentrefer d’'un électroaimant. On considére que,
lorsque celui-ci est alimenté, le champ dans
Pentrefer est uniforme et vaut B Quelle est la
f.é.m induite sur un rayon du disque plongé dans
le champ magnétique ?

Ecrire Péquation électrique sur un circuit fermé
que Pon définira, et en déduire Pintensité qui tra-
verse un rayon du secteur plongé dans le champ
magnétique.

Déterminer e moment de la force de Laplace qui
sapplique & un élément de ce rayon, et le moment
total du sectewr plongé dans le champ magnétique.
Ecrire P'équation mécanique du mouvement de rota-
tion du disque lorsque I'électroaimant est alimenté,
Décrire le mouvement de rotation, déterminer le
temps de relaxation et I'expression de la vitesse
limite €2,.

3. Faire un bilan énergétique. O la chaleur se
dégage-telle ?

4. Le disque est en réalité un disque plein. On le
modélise comme ci-avant, en considérant que le
nombre N de rayons tend vers Pinfini, et que Ia
résistance totale emtre Paxe et la circonférence
vaut Ry Comment sont modifiés les résultats
précédents ? Les ralentisseurs &lectromagnétiques
qui équipent les poids lourds dans les régions 2
forte déclivité fonctionnent sur ce principe : quel
est I'avantage par rapport & un freinage par frotte-
ment solide ?

0
Moteur linéaire (d'apres EEl}

Dans une portion d'espace, on réalise un champ
magnétique que 'on peut représenter par

-

B = Bocos%%f?e.

La composante suivant Ox du champ est condidé-
rée comme négligeable. Un cadre conducteur

fermé sur lui-méme est formé de N spires rectan-
gulaires de dimensions a et & {b suivant O%, et asui-
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vant O). I est placé dans le champ magnétique, et
entrainé 3 la vitesse v suivant Ox {& Uinstant £ le
centre du cadre est & Pabscisse » = v, fgure ci-

dessous).
Z

1. a. Dans Ihypothése ot & << A, o@l on peut
considérer le champ magnétique comme locale-
ment uniforme sur fa surface du cadre, calculer le
flux & du champ magnétique & travers le cadre.
On garde cette approximation dans la suite.

b. Le cadre a pour résistance R et pour inductance L.
Onpose Q@ = ——;'E, et by = NabBy.

Exprimer lintensité £(£) du courant dans le cadre
en régime établi,

c. Montrer que le module de la force électroma-
gnétique moyenne qui s'exerce sur le cadre a pour
expression : {F} = 2( ) @Mng " (LQ)2

Préciser son sens, et en déduire la puissance déve-
loppée par Popératenr qui entrafne le cadre,

d. Calculer la puissance moyenne perdue par effet
Joule dans le cadre. Commenter.

2. On alimente les bobines sources du champ.

magnétique avec un courant sinusoidal de pulsa-
tion ® en les déphasant de manitre 3 ce que le
champ magnétique soit bien représenté par

5

B = %Bﬁcos(mt -—?——;f)?r

a. Montrer que c’est un champ « glissant » suivant
Ox 3 une vitesse v, que P'on précisera.

b. Le cadre précédent est placé dans ce champ.
Donner P'expression de la force moyenne de pro-
pulsion du cadre en fonction de sa vitesse u Cetie
expression représente la caractéristique mécanique
du mateur linéaire, que Pon va étudier maintenant.
- Donner Pexpression de (Fy,) aw démarrage.

- Douner Pexpression oy de la vitesse pour |

“Yaquelie la force est maximum.

- Pour quelles valeurs de la vitesse le systeme
fonctionne-t-il en moteur ou en générateur ?

- Quelle opportunité présente le fonctionnemnent
en générateur lors de la traction d’ur: véhicule par
un moteur finéaire ?

- Tracer la courbe {F){e¢). Que représente-t-elle

Moteur continu 3 atmant inducteur
{d aprés Cancours spécial)

a gy o 7S

1. Soit une barre homogene 04 dont la section a
des dimensions négligeables devant sa longueur £
de masse m, mobile autour d’un axe Oz, assujettie
3 se déplacer dans le plan %0y normal & cet axe,

Lorsque cette barre tourne & la vitesse @ = S[d"g

autour de Oz, son moment cinétique s'écrit
Ly

g = §m{? C\)?z.

La barre est conductrice et dans Vespace ol elle se

déplace, on a établi un champ magnétique cons-

2,
s}

-
tant B = ~B,¢,. La barre tourne en s'appuyant
sur deux cercles conducteurs concentriques ¢ et

G, de rayons respectifs @ et & On appelle Met N
les points de la tige en contact avec les cercles
{voir figure ci-dessous).

a. Calculer en fonction de By, ¢ bet w lafém
induite entre Met N,

b. Le courant / parcourant la tige entre Met Nde
M vers N, calculer en fonction de By, 4 det Jle
moment par rapport & O des forces de Laplace
exercées sur MN, ‘

¢ Au lieu dun conducteur unique 04, on utilise -
94 condictenrs 04,

‘identiques, réguliérement. .
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répartis, liés rigidement les uns aux autres, tour-
nant autour de Oz 4 la vitesse angulaire w.
Calculer la tension entre les cercles ) et Gy, Sile
courant fotal [ parcourt 'ensemble des condue-
teurs de € vers €y, caleuler le moment par rap-
port & O des forces de Laplace subies par
léquipage mobile constitué par les 2 tiges.

2. Le dispositif précédent constitue le rotor d'un
moteur towrnant & la vitesse @. On branche les
conducteurs circulaires € et €y aux bornes d'us
générateur de f.é.m. E La résistance du circuit est
modélisée par une résistance unigue K On impose
que le moteur fournisse sur son arbre un couple de
moment Iy constant. On néglige Pauto-induction.
A I'instant initial, le rotor est au repos.

a. En appliguant les lois de la mécanigue, &crire
I'équation relative 2 la vitesse angulaire o ().

b. En appliquant les lois de l'électrocinétique,
écrire Péquation relative a lintensité J(#) circu-
lant dans le circuit.

c. En déduire équation différentielle relative 3
Pévolution de la vitesse angulaire ® duo rotor.
Montrer que @ fendra vers une valeur limite ¢,
que Pon déterminera. Au bout de combien de
temps la vitesse angulaire & différera-t-elle de @,
de moins de 5% ?

d. Montrer que le couple fourni, de moment Fy,
doit rester inféricur & une valeur T, que l'on
déterminera.

e. Application numérique : £ = 4V ; B =1 Q;
By=0,1T; a=10cm; db=50cm; £=50cm;
m=15g;p=5,T; =2 10-*Nm.

Caleuler wy, T, et le temps an bout duquel le
moteur atteint son régime a 5 % prés.

)]
Apparell de Elihu Thomson (d'aprs CCP)
Cet appareil est desting 2 itustrer Ja loi de Lenz de
Pinduction électromagnétique en régime quasi-sta-
tionnaire.

IE est composé de deux parties : un solénoide ver-
tical de longueur £ = 13 cm, de rayon R = 3,0
cm, qui comporte N = 320 spires jointives par-
courues par un cowant sinusoidal de fréquence
f = 50 Hz, traversé par un cylindre plein en fer
doux dont on admetirs, qu'il a pour effet de multi-
plier par 100 les champs magnétiques créés.
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Sur ce noyau de fer qui dépasse nettement la lon-
gueur du solénoide, on enfile un anneau d’alumi-
nium cylindrique de rayon interne R; que l'on
prendra égal & R, de rayon extérieur By = 3,3 em,
de hauteur & = 1,0 cm, de masse m = 13,4 g et
de conductivité o = 3,8 107 §. m~!.

En Pabsence de courant dans le solénoide,
Panneau repose sur la face supérieure du solé-
noide. Létablissement -du courant dans le solé
noide éjecte I'anneau spectaculairement vers le
haut le long du noyau de fer sur une hauteur de 30
& 40 cm. Avec d'autres conditions de départ (un
opérateur guidant Panneaw), on peut observer un
équilibre de « l&vitation magnétique ».

L Questons préliminaires

&. On rappelie que le champ magnétique créé par le
soléncide en un point M de son axe, 3 'extérienr, etd
une distance OM = 2 dela face de sortie {face Nord

NI
s1i>0) est B(z) = iOOnn—g—oz(z) = ByZ(2),

Ay (B
avecZ(z)~2f:i (I+zg) jf

Calculer By pour [y = 5A.

Z

z

b. Soit un point P voisin de M dans le plan per-
pendiculaire en M & Paxe du solénoide. {r < z,
R, €). Donner la valeur approchée au deuxidme

N
ordre en E; des composantes de B(F) en coordon-
oo ; d
nées cylindriques. On posera 2(2) = ngk

2. Etude gualitative
a. Enoncer la loi de Lenz. Comment I'appliquer
pour expliguer le saut de Panneau ?




h. Dans cette question, toutes les grandeurs seront
exprimées sous la forme d’une amplitude que Pon
ne cherchera pas 3 détailler, et d’une fonction du
temps.

A partir de Pintensité [ = [ysinco¢ parcourant le
solénoide et créant B, Z(z)sinm¢, déduire Pexpres-
sion :

~ du flux ¢{#) créé par le champ extérieur A tra-
vers l'annean situé dans le plan horizontal 3 P'alt-
tude z {amplitude @) ;

- de laf.a. m e(#) induite dans Panneau (amplitude
o)

- du courant induit dans Pannean. On notera §la
résistance totale de 'anneau ;

~de la force de Laplace résultante appliquée 3
Panneau. On utilisera l'expression du Lb. méme
pour des distances ¢ de I'ordre de R et on fera un
schéma comportant les divections des vectewrs
COncernes,

¢ Quelle est la valeur moyenne sur une période
de cette force 7 Dlascension de P'anneau durant
bien plus de 10 ms, quelle conclusion tirer de cette
étude qualitative ?

8. Eiude plus rigoureuse
On modélise I'anneau comme une spire torigue de

rayon R, = i ; 5 et de petit rayon

_ [{B=E /’*‘"‘“\

o - \
{vair figure ci-contre}, \ _\“/
a. Justifier le choix de R, ’P ------
et de a Les calculer numé- N
riquement.

b. Donner Pexpression du flux 3 travers la spire
modélisée (¢ << R,;) lorsqu'un courant [= Jysinet
circule dans le solénoide.

¢. En déduire fa £.6.m induite dans la spire, sousla
forme e(f) = ~Z(z)gpeoswt, et caleuler numéri-
quement &,.

Caleuler la résistance § de la spire, supposée par-
courue par une densité de courant uniforme sur
une section. '

Calculer son auto-inductance L & partir de la for-

8
mule: L= IOOp.oRm(ln —f”-‘ - 2). Comparer Set Lw.
d. Sans rien négliger, écrire Téquation différen-

tielle régissant les variations du couramt i(£) qui
circule dans la spire et en déduire {4} en régime

établi. Mettre 'amplitude de cette fonction sous la
forme Z(z)i, et calculer rumériquement iy,
€. En déduire la force exercée par le champ
magnétique sur Fannean placé i la distance z da
solénoide.
£f. Quelle est la valeur moyenne de cette force au
cours dix temps ? A quoi est due la différence avec
la partie 2 ? Avec les valeurs numériques précé-
dentes, I'anneau décolle-t-il de la position z = 07
{Onprendra g = 10 m-s2)
g On donne la capacité calorifique de Paluminium
= 0,8 K-t.g-t. Dopérateur peut-il mainteni
& la main Iammesu en position & z = 0 pendant
longtemps ? Donner une estimation de la durée au
hout de laquelle Popératenr devra velacher lanneau.
h. [lanneau, libéré, admet une position d’équilibre
dans le champ de pesanteur. En supposant Panneau
horizontal, rouver son ordre de grandeur en consi-
dérant z == R. Deffet est-il observable ?

2

Chute d'un simant dans un tuyau
métallique (d'apres ESIM)

Un petit aimant est liché sans vitesse mmaie du point
0 (z = 0). Son moment magnétique = ME, est
au cours du mouvement constamment vert:cai
dirigé vers le has. Cette chute Feffectue i l'inté-
rieur d'un tayau métallique creux, d'épaisseur ¢
faible devant le rayon moyen a Son abscisse Jors
de sa chute est notée z,(¢), I'axe Oz étant orienté
suivant la verticale descendante. La conductivité
électrique du métal est ¢, Les frottements de Uair
sont négligés.
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Lextrémité du tuyau est placée en z = 0, et sa
longueur est L.

1. Courant induit dans un circuit éiémentaire
Dans un premier temps, il est commeode de raison-
nter sur un cirenit {C} de cote z constitué par un
trongon de tuyau de hanteur dz. Un point 3 de
cette boucle est repéré par ses coordonnées sphéri-
ques d'origine 4 position de laimant et lonenta—
tion positive du circuit est choisie suivant + 7,,.

a. Expliquer qualitativement l'origine dun cou-
rant df induit dans le circuit (C) ; prévoir son sens
par la loi de Lenz et le représenter sur un dessin.
Interpréter alors I'existence d'une force de frei-
nage 5'exercant sur Faimant.

b. Le potentiel vecteur ¢réé en un point M du cir-
euit (C) par le dipole magnétique est donné par
l’expression suivante olt 7 = AM:

Z HO‘M A ?
in 2
>

Représenter le vecteur A(M} et donner ses coor-
données sur la base sphérique en fonction de AL, 2,
zet ry

¢. Pour quelle raison ce potentiel est-il fonction du
temps ?

En déduire Pexpression du champ électromoteur

d
E;(M) = ——%{} en notant v = Hz—: > (0 la vitesse
de chute de Paimant,
— w3 Ma(z—z)v
E(M) = Ky ( )

4w (g2 +{z— zﬁ)ﬂ)sw L

Dans la suite ce champ est supposé uniforme sur
PPépaisseur ¢ du métal {car ¢ << 2) ainsi que sur sa
hauteur dz.

d. Déterminer le courant di induit par ce champ
€lectromotenr dans le circuit {C} par la loi d’Ohm
locale et le flux du vecteur densité de courant _; a
travers une surface adéquate.

Retrouver ce résultat par la force électromotrice
induite ¢; et l'admittance ¢¥ du circuit {C). Le
signe de di est-i conforme 2 la prévision faite 4 [a
question La. ?

2. Force exercée par le tuyau sur Paimant

-
Seit F la force exercée par le tuyau sur aimant et
F_ sa projection sur Paxe Oz 1 est plus simple
d’évaluer son opposée F, = —-F,, Cesta-dire la
force exercée par I"aimant sur le tuyau.

Etectromagnétisme MP, PT, PC, P51 o e, Cluse e

a. Rappeler les expressions des composantes B,
et By du champ magnétique (en coordonnées
sphériques) créé par le dipdle magnétique en 4 au
point M du circuit (C} en fonction de M, & =t
r= AM.

“
b. Exprimer sur la base &, et 7, la force dZF
exercée par le champ de V'aimant sur un élément

dz’ = dé’Z‘} du circuit {C} et la représenter sur un
dessin, puis la projeter sur Oz ¢t en donner la
résultante dFy pour le circuit {C) entier en fonc-
ticn de M, di, ¢, ret 8.

<. En expritrant sin®, cos® et ren fonction de z
et z,, montrer que F, composante verticale de la
force exercée par le tuyau entier sur I'aimant, est
finalernent donnée par Iintégrale :

Fow ngmza%evj.[, {z Z
< 8r o ({z~ 2% +.a%) =
e _ bn

d. On donne rw Sachant que

w{l+xiy 108 N
L= o, donner une expression approchée de F

>
sous la forme /' = -0f ol o est un coefficient
positif indépendant de la position z; de 'aimant.
Donner Pexpression de 0.

e. Pourle tuyau de cuivre : @ = 3,5 mm ;
=10mm;L=10m;0=58-10"S mL
Powr 'aimant Néodyme-Fer-Bore de masse m, en
forme de petit disque de 5 mm de diamétre et de

2 mm de haut :
m=029pg; M=237-10"2 A m-L
Donner la valeur numérique de o,

3. Mouvement de chuie de laimant dans le
tuyau métallique

a. Intégrer I'équation différentielle du mouve-
ment de 'aimant et exprimer sa vitesse v(¢) et sa
cote z,(#) en fonction de la vitesse limite v, et
d’un temnps caractéristique T du régime transitoire,
dont on donnera Pexpression.

b. Calculer numériquement vy, T et 2,(1).

¢ En déduire le temps total de chute ¢, dans le
tuyau, et le comparer & celui ¢ de sa chute dans
un tube de verre de méme caractéristiques géomé-
triques. Commenter. =

Llexpérience donne pour le tuyse de cuivre un
temps de Pordre de 10s. Le modgle précédent
vous semble-t-if valable ?




Tester ses connaissances

k T a. Pas toujours vrai.

b. Vrai. Les forces de Laplace sont en tout pomnt
dirigées vers Yextérieur du cireuit si {3 0, muais vers
Pintérieur st £ < 0.

GE
e SANS 8
du courant
"
L
A
T RRE RN
Ay
o
i<0

c. Clest vrai si < 0, mais faux si i > 0. Ii faut que
Vopérateur fournisse une force s'opposant aux forces
de Laplace pour fournir de Pénergie mécanique.

d. Vrad,

e. Faux. Le flux prapre est toujours positil. On se
retrouve done dans le cas b.

f, Vrai. Si B diminue, les courants d’induction vont
s'opposer & sa variation, et vont donc éwe dans fe
sens positif : on se retrouve dans le cas b.

’ 2 réponse ¢.

B 8
+® v CO "®
B B
A A
Vo= § Vg u 28
(a) (o)

On applique ia lot de Pouillet & un circuit fermé conte-
nant [e voltmétre. Soit u la tension aux bomes du
voltmatre : sa trés forte résistance permet de considérer
que les cotés du carré restent parcourus par la méme

. P .8
ntensiie ¢ avec i = 1_2‘

« Dans la position représentée par la figure a.,

. 4
SOttt ¥ = -

e—é"EH-u
T4 ’ 4

* Dans ta position représentée par la figure b,

3R, . -
u+—4—1 = 0, solt ¥ -

3 1. Veai. Le circuit reste identique & lui-méme,
done sa surface ne change pas.
2, Faux, Quand le dxsque taurne, il y a un charap élec-

tromoteur de Lorentz 3, Bsurie rayon hant axe au
Hquide conducteur. Ici, 11 y & commutation : les circuits
aux iastants fet £+d¢ ne sont pas physiquement fes
mémes. Le raisonnement fait pour montrer la loi de
Faraday dans le cas de Lorentz ne s'applique pas ici.
Conseil ; dans fe oas de Lovenie, i est souvent préféca-
ble d'utiliser directement o civeolation da champ
dlectromotewr de Lovent sur ley pacties mobiles.

B
4 L(wgr?de’nﬁyd?
( adV'l'(Qf\f)AB) dL’ 0,
gr

soit, avec les notations de fa figure, V-V, = Q B

-+ >

5 Soient £, et B, les champs électriques et ﬂm%léﬁ-
ues mesurés dans un référentie] R, galiiden, et F et
B leurs valeurs mesurées dans un référentie]l & en

déplacernent & la vitesse uniforme ¥, par rapporta Ry,

Dans un changement de réféventiel galiléen, en phy-

> -
sique non telativiste, si Fy et F sont les valeurs des
forces mesurées dans les deux référentiels, fa loi de
b e

sransforraation des forces est ¥ = Fy.

Soit une chazge-test ¢, 1mmobzle dans le référentiel
@, et donc A la vitesse ¥, dans le référentiel @,

Dans Ry, 1a force de Lorentz s'écrit :

w7 2, 2 - -

Fy = qlly+8,AB8), dams R: F=4gE 1 en

résulie que dans le référentiel en translation & k.

2+ 2 -+
vitesse &,, le champ électiique est £ = Eg+ 3, A By.
Dans le référentiel lié au circuit en- mouvernent, le

champ « va» par les charges est le champ électrique
dans le référentie! fixe angmenté du champ « électro-

La loi d’ohm dans % s'écrit
3L, 2
w y(Ey+ 0, n By,

R
moteur » ¥, By
#

» >
De plus, f, = j car le conducteur étant neutre, i
'y a pas, dans @, de courant de convechon dii an
déplacement de toutes les charges a fa vitesse 3.
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. Remgrgue -

i Lécriture dans @ty de ia densité volumique de
j courant dans un chreuit se déplacant & la vitesse 2

]

|

— hed i

= (&, + D, A By}, ]

! H
! est donc :

On peut montrer aussx que, pour une charge se
dep]ac;antala. vitesse 7, dans @,

Q(E+ FRN 3) ?(Eo * (v + vr) A Bo),

quel que soit 2., et donc que B{, = B.

ce raisonnement n'est vealable qu'ae
deuxiéme ordre prés en 5 - puisqu’il utilise le princips
de relativieé galiléen,

' é 6 La puissance volumique fournie par le champ

magnétique sur les charges en mouvement de densité
vohurnigue #g dans le circuit en déplacement 3 la vitesse
>

3, est nulle, et écrit : ngl{T, +2,) ~ Bl (F, + ).

Cela se décompose en

nq(u A B) b nq(v A B) 7. Le premier terme

représente la puissance volumique des forces de
N - I

Laplace (f A B) -, et Fautre j - (¥, A By =j - E,,

puissance du champ électromoteur de Lorentz. On

retrouve 'origine du couplage électromécanique.

Saveolr appliquer I cours

1 a. Avec les orientations choisies pour le circuit et
pour le déplacement (figure ci-dessous), on a :

+ équation électrique : ¢~ vaB = Ri,

* équation mécanique : m%—? = iahB,

. . . v _ eaB @B
équation du mouvement : mG R TR

dv @25 eaB

Solttu-d—-é- mb’ =mR

mR . . .
Onpose t = Z5 La force étant finie, la vitesse est

F:
continue, A Uinstant initial, la vitesse est donc nulle :

. ]
¢ i 2 -
e R IR -t
Ba(i 3 ), x = X, Ba(:w:e 'c)
Apres un régime transitoire de constante de temps
¢
r7e

3
e 7. En régime permanent, la fé.m d'induc-

T, la vitesse atteint une vitesse limite

i= =

A
tion dans la barre est égale et opposée i celle du
génératenr, et Pintensité s'annule.

Bilzn énergétique

. o o, dfl
e 32 = Rt Ll
ef = Ri*+{vaB = Ri +dt(2mv )

Iiénergie fournie par le générateur est transformée en
énergie cinétique de translation et en effet foule dans
ia résistance.
Llénergie cinétique de translation en régime perma-
nent vauk ; 1 e = e%.
STEE T 9R
Lénergie dissipée par effet Joule vaut
o 2 _'—’_ et
o R TER
Lenefgie totale fournie par ke générateur est transfor-
mée pour moitié en énergie cinétique, l'anfre moitié
étant dissipée sous forme d'effet Joule.
b. Avec le condensatear
Soit  ia tension aux bornes du condensateur en

convention récepteyr: i = C %i;
La nouvelle éguation électrique s'éerit :
e-u~val = Ri.
Léquation mécanique est inchangée : 3’: = %si.
dt | mdy p o o continuité de la tension
dt " aBdr 7

awxt bormes d'un condensatenr, donc a Vinstant ing-

. e
tial, z et v sont nuls ; # aMBCv'

Eléquation différentielle du mouvemnent s*écrit donc :

dv (B | ’
‘_d—t+(mR+RC) e},—w\
La solution est identique 3 la précédente en rempla-
gant v par v felle que i, = LFFEZ" Les rails de

Laplace, du point de vue electnque, sont équivalents

& un condensateur de capacité )y = .
‘ _ oy i

j élamomagnétisme MR, BF, P, P81 © Naban, Gl pripa
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La vitesse limite vaut v@é‘le, et la tension u limite ——z.
mR RC

Bilan énergétique :

vi= B2+ Cu s i0aB = R+ E(Emtﬂ * «l-Cz#).
dié dn2 27

Liénergie totale fournie par le générateur se retrouve

pour moitié dans 'énergie dissipée par effet Joule, et

pour meitié dans Pénergie cinétique de la tige et I'éner-

gie électrigue emmagasinée dans le condensateur.

2 Soit M, le point courant de la surface $,
s'appuyant sur le circuit 2 :

¥ > — e} *
By = HS?BICMQ)-dS2=H&Atot(Al{M2))-ng. b

Draprés le théoréme de Stokes :

ﬂ’ Tt A, (M) - 43, = 3§Ai by

On remplace Al par son expresszon

cbw-%, d,. dﬂozﬁ %DP; , ol P,y et Py

sort les points courants sur 1es circuits ¥ et 2,

by
On obtient de méme @,_,; = uolz §§d€° -;3 ’
2Py

Lis circuits sont indépendants, et on peut done inter-
vertir Pordre des intégrations : les coefficients d'induc-

@ .
tion mutuelle —=% &t ——31! sont éganx entre eux et
df, - db,
valent) M :
~wb

-
3 On reprend le caleul de B & pastic du théoréme
d’Ampére, en coordonnées cylindrigues d'axe Oz: 7,
9, z

t
approximation si g 2 et=1,28.

2 Ml 2 Ryt
= e < B e
r<a B 2M 0y a<r<d B er?‘
a>h B=€).

Llénergie magnétique emmagasinés a pour densité
, B
volumigque z—-
4 21y

Par unité de longueur du cylindre, elle vaut donc : L

U() 9 ]
B, = U 41{3a‘2mdr j4 ok rrdrs

soit:] B, = H‘;f [81':': + gln:{ Z] - %(ln §+ é‘}

En identifiant avec lexpression de I'énergie magnéti-

que propre €, = EAI “, on détermine Finductance

2
B b Iy
A par ugité de longuear t\: ﬁm‘i‘lc(lﬂ Pha EJ' %

Le résultat A = gﬁln g obtenu au chapitre 3 ne

terait pas compte du flux propre créé par le champ 2
Pintérieur du cylindre de rayon g Clest une boune

410 = ”sﬁ-dimﬁs_ﬁt}dﬁ - §f’4-dc,.

On peut done écrive €, 2§A i d{? En uglisant

la correspondance entre les éléments de courant [ daé

et ;dr de ia décomposition en boucles de courants
de la distribution volurnique daas 'ARQ,S.

%, == j ”m 7 Adt .

Lintégrale porte sur le volume comportant des
densités volumiques de courant, mais om peuat
aussi considérer qu elle porte sur un volume 14

s TR
2.7 = {_3%"?‘ done
—y

= “"JH 0tB - Adt

TN [” Ié ;(?tAd’c I_f Vd%v(ﬁijé)d't]
4
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Draprés le théoréme de Green - Ostrogradsky :

AnE- ds] oir £

,,“0[ i B rotAdt-

est la surface fermée qui limite le volume ¥ Si ¥
>

représente tout l'espace, que 4 tend vers 0 & Pinfini

1 A :
aw moins en oot B au moins en -, lintégrale
¥

2\

L
ﬁz‘é A B.d§ estnulle, et on retrouve :

%rn J.j'[espncng!jﬁ E

5_ 1. Tres éloignés I'un de 'autre, les circuits n’ont
que leur énergie magnétique propre :

1, 2 1, 2
%ml = Q‘L!zi et cf’m, = 'Q'L?tﬂ‘
2. Lorsqu'on les rapproche, & courant constant, leur
fiux propre ne varie pas puisqu’ils sont indéforma-
bles, mais le flux d'inducton mutuelle change :

dM . ;
dt arte = Rl

La puissance électrigue fournie par les générateurs
pendant le déplacement est donc :

£y~ =1, —Rm,eteg—-d

)i+ eyly = R1:|+R‘)t2+2 dﬂfzzig

Les deux premiers termes correspondent & Pénergie
dissipée par effet Joule, Il reste une énergie supplé-
mentaire 2M7,5,. Lénergie emmagasinée sous
forme magnétique est Mi iy, I reste donc un terme
correspondant & de I'énergie mécanique cédée 2
Popérateur quand i fait Je déplacement : M7 7,

Le travail fourni par Vopérateur est done ~M1,4,,

et te travail des forces de Laplace My iy,

Remargue : M peut Gwe positil ou négatf, suivant le
seng choisi pour Tortentation des circuils, et done
pour le sens conventonne! positif des courants.

& a. Limpédance motionnelle

On peut remarquer que :

)

¢-)
3 AT
} .

1
A I RS TIC N Y- T5

= |Z,jei® }Zl ei%, ot a une partie réelle
.y m
indépendante de ©: EZ !cosB Bie
Léquation en coordonnées polaires dans le plan
(B )

teosh

complexe est donge : IZ A=

Clest un cercle tangent 3 Paxe des imaginaires, de

3
rayon (36} I. centré sur Paxe des réels an point
d’affixe (BC) Ly
ful E 0<m<
/ oe
=+ \ J-
B o (g (53)21: P
!/ B
DJ>
(Bé')

La valeur maximale de ] gm! est =T, et gst obtenue

pour 0? = ﬁ Limpédance motioemelle est aloes réeile.

b. Le bilan énergétique s'écrit :
. d dfl .. 1 mx
= e Sfir2)+ & Ly S had
w()i(fy = Rit+ ( Li )+d£(2mx +2kx ]4-
{voir paragraphe 5.2.4 du cours).
En valeur moyenne au cours du temps, fa puissance
moyeane fournie par le générateur s'écrit :

A, i” P
(Py} = (u(n)i()) = R~ Le rendement
est done :
o’
1 9% 11
T T e
LT e AR
It est maximum pour |Z | meximum, solt pour
=k . LS
o = o+ Se valeur estalos 1]y, = TR
(8¢

On utilise plusieurs haut-parleurs, chacun étant adapté
& une gamme de fréquence différente : en général, un
pour les « basses », un pour les « médiums » et un pour
les « aigués ».

I Electromagnétisme MP, PT, PC, P15 Natun, Cle riga




¢. Soit # Ia force exercée par Ponde acoustique sur
la membrane. 5i P'on néglige les pertes mécaniques ©
F = mx+kx~i€B. Léquation électrique s’éeri

-Béx = Ri+ R z+L§—¢
Le bilan énergéticue est donc :

Fz = %(%m:&ﬁ+-l-kx2)—:’€.8i E
i

dfl gy lpa 2 ( 2 E
dt( =mEl 4= x)+R1 + R+ Lz) :
—

Do B Ry ;

Le rendement s'écrit : lp 5 " FiE ! '

Y entrainey

" 1 L On ordents 1 trajectoire pour que le flux de B soit
positif. Le mouvement d'une particule de charge g sur
une trajectoire de rayon 7y se fait & une vitesse 2 algébri-

2 B B
que telle que : £ = _M, soit o = 18 (o}
T4 m P

Sur un tour, la charge g recoit une énergie ge, 0d eest la

fé.m induite dans le cireuit. Son énergie cinétique aug-
a8,

rente &'augant : 5( mv2) = —q"ig = —qurg—t T

Blaccroissernent moyen de a vitesse au cours du temps

de 8 _ 908, 1 "
est done {dt)m ST == g olt Tw——2

est le temps mis par la particule pour faire un tour.

(d_”) A
At )rgpen  2m dE o
Pour que le rayen de la trajectoire ne change paé, la pre-
midre relation doit étre vérifide 2 chaque instant :

dv _g_ri,dB{ro).

& m A

La compatibilité entre ces deux expressions donne la
condition :

148, dB(fa) -

B 7l Lorsque B s'annule, les deux gran-
" deurs B, et B(ry) s'annulent. Done Pélectron se main-

tiendra sur une orbite circulaire de rayon r, vérifiant la

B(r) = 5B |

* condition de Wideroe :

2. La condition de Widerce ne peut étre remplie que
paur g > @ : B(ry) = Bysinws. Le flux de B & travers
un disque de rayon r supérieur & e s'écrit :

Bosinmm(éaﬁ +{r2- a"’)) = Bysin wm@aﬂ + 73).

2

B,= B(,sihmt(?’— + z)

T Le rayon de la trajectoire

sera done tel que ‘?’-f#- =1, rg= aﬁ = (0,98 m.
2?'9 2

Le gata d’énergie pour un tour est
~2gmcoso)l,8@12%a? = -3nga?Bymcosmt.
Pour un électron, 51 = 1,76 . 108 C-fn‘l.
= fﬂé—(—@- Pour un rayon de Pordre du métre, la
vitesse de I'dlectron devient proche de ¢ pour des

" champs de Pordre de 10-3T. II faudrait donc aaiter le

probléme en mécanique relativiste.

De plus, étant accélérd, il rayonne de Pénergie, si bien
que 'énergie Slectrique n'est plus transformée entidre-
ment en énergie cinétique, et le raisonnement ne
s'appligque plus,

>
: ') 2L ;':t% = —%«?- Si on néglige les effets de boed, fly 2

invariance par translation sutvant Ozet par rotation autour
>
de Oz Les plans de symétrie pour B sont des plans d’anti-
symétrie pour . F estdonc de la forme FAGT
>
B

3 » .
Le théorzme de Stokes 3§ E.df= ~Jl -dS appii-

qué i une cnrconference de rayom r<R s’écnr.

2rrE(r) = mnr"’aa’?, soit E= §mBosmm?

2. La dénsité2v01mnxque de pertes par effet Joule est

vE2, donc 7%032820$in2mt, de valeur moyenne tempo-
2

relle Y%mﬁBﬁ.

Pour I'ensemble du cylindre :

!P] ij ——m?Bzmrrdir-ym"’B2

La valeur moyenne de la densité vo!u.rmque est dong :
d
E( PJ}_ PJ "Y(’JQBE

176 proportionnelle an carré

du. rayon ciu cylindre. Pour un méme volume de
matiére, leffet Joule sera d'autant plus u‘npommt que fe
cylindre sera large.

B - tnduction Slectromagndtinus




3. Numériquement :

Py = ya o g2 TR = 'L = y B fsziz, . w‘,ansﬂfEL
P e TBEW.

4. DPasns chaque coaducteur, la puissance sera ;é, Ta
. . T

puissance ‘otale sera donc £ = o

5, Dans les transformateurs, on utilise un noya ferro-

magnétique divisé en brins ou en plaques sépasées par

ur isolant afin de minimiser les peries par courant de

Foucanit.

6. a. 1?523,-(:0?:’,z - p.ﬂ;' = ﬂGT%mBosine}t?e.

)
SOIE - e

T o
i p,ovimﬂo strepd.

-3

[ D e T2
jB{ HaYmR4T

i
Bysinmid,. i
|

3
b. On reconnait B = B(,smwt? )

B
252

2
avet —Zo = 3?2, avec & épaisseur de pea.

B, est une comection au champ du deuxigme ordre en
%, ol 3 estPépaisseur de Ieffet de peau.

Pour 50 Hz, & = 5,0 cm. R = 2,5 cm. Les résultass
sont corrects & 12 % prés an centre. Qualitativerment, les
résultats restent valables. Si Pon divise e cylindre en
100 brins paralléles, les résultats sont exacts 3 1,2 %.
Lleffet de peau peut étre négligé.

%‘ 3 1. En coordonnées cylindrigues d'axe 05 1, 6, 4 le

champ créé par Je fil & la distance r de son axe vaut:

pod
B = parte
Son fhux & travers tes N spires du solénoide convenable-

ment crienté est :

vl
Fq: szj ‘*"‘r
I

t
o BN sl e
b

-—1 35 - IO"H

Le coefficient de mutuelle est

%%«’ = Mevysinws.

Les phénoma@nes d’auto-induction sont négligeables, car
le voltmtre étant de forte impédance, on peut considérer
que Pintensité du courant dans le soléncide est nule, et
qu'il ne crée donc pas de champ magnétique propre,

% gy m -

3. Uintérét du montage est gl ne nécessite pas
d'ouverture du circuit pour y insérer un ampiremétre
classique. C'est trds adapté 4 la mesure des grandes

flettromagndtisme MP, PT, PC, PSI. 0 Naun, s pree

intensités des courants industriels, pour lesquels les
manipulations sur les circuits sont dangerenses.

Si la fréquence du courant est du 50 Hz, un volimétre
sensible au millivolt efficace détectera une intensité offi.
felr
Mw
sité créte de 3,84 A.

cace de 2,37 A, ce qui correspond 3 une inten-

4 1. S'il y a roulement sens glissernent, la puissance
des forces de contact est nulle, et la vitesse angulaire de

. v .
rotation @ est égale & ; ol vest la. vitesse de transla-
tion. Le théordime de I'énergle cinétigue s'écrit alors ;

d L 402

12 2] . .
d:[ my +2jco:| dmy ¥ Fon
-

2

Flaccélération 3,,,’ = ;:n ! m,,ﬁ = 2m j

2. a. On oviente le circuit dans le sens positif antour du
champ B et on choisit le sens positif de déplacement.

%

[ N

& ol

i

|
!

Avec ces conventions, I'équation électrique 5'écrit, en négli-
geant le champ magnétique propre : £-Bav = Ri.

Léquation mécanique s'écxit : Zm% = iBa,
En éliminant £ entre les deux équations

1
2,2 :
1é_?:'+,8ﬂy= Ba’Ei

i dt " 2mR™  2mR
b Aprés un régime transitoive caractérisé par le temps de
relaxation 2—”@' le mouvement devient rectiligne

a. Léquation &lectrique est mchangee l’equaweca-
nique devient :

2mg£

i 2mx, = {Ba-kix, ~

o).




En éliminant § entre les deux équations :

E
) = B
b. La nouveile position d"équilibre est

Im £
E Bat

l
x+m+.___x
1+ gt -

X9 £y e

Sik=k = 2——- le régime est critique.

8i k> E, le régime est oscillatoire amortl autour de
cette position d'équilibre.

Si k<k, le tégime est apériodigue. Pour B = 1T,
t=0l10setk =025 N.-m™L.

¢ Le bilan énergétique $'écrit: Ei = Ri* + Bavi, et

iBay = 2:r:w§—z—"+k{::i - £q)v, soit:

d¢
Ei= R£2+2mvi—v+.’c(xl—€q)v
dE, d
= Rit+izts ( Rz, - eo)ﬂj.

Liénergie fournie par le générateur et qui n'est pas dissipée
par effet Joule se transforme en énergie mécanique élasti-

que et en énergie cinétique. Quand ¢ ~» o=, I'énergie ciné-

tique finale est nulle, et I'énergie mécanique emmagasinée

mt B mB
F Bav R

vant ! Bgugue =

Ecoswe

“Bat
Aprés un temps de 'ordre de grandeur de 1, la coatri
bution 4 fa solution du régime tramsitoire oscillatoire
amorti ou apériodique est négligeable, et on n'observe
plus que le régime forcé :

2, (1) = xygcos(w@t+¢).

En notation complexe ¢ = Eejor,
et %, (8) = xeitel® = gel®, avec:

T
d g+ e g(n -8 =

E__1
Baz &
2

g = Lg b :
- ~~c’)2+j9
m %

Llamplitude du mouvement vaut :
E 1

Bar [Ty ey
LGP Y L
(2m m) +175’

[riefo| =

AN E@weoi = 8,91 mm.
Pour @ = 0, on retrouve bien le résuitat obtenu 2 la
question 3. b,

4. a. Avec les conventions de la figure ci-dessous, la cir-
culation du champ électromoteur de Lorentz sur les
deux barreaux mobiles vaut : aB(v, ~v)).

G
i

|
f
\
o
2
aB(yy~v)) = 2Ri.

Liéquation mécanique du mouvement du barrean 2

R
s'écrit : 2m_c[7 = ~{aB.

Léquation différentielle du mouvement est donc:

duy 3 dvz 92 v,

T T TImR ® YT

Au bout d'un régime transitoire de temps de relaxation

1’ = 21, le second barreau se déplace A la vitesse uni-

forme »| du premier harreau,

b d”? Lot Aesine
¥ g Py

barreau iest x| = Acos®f.

La solution sans second membre correspond au régime

transitoire de temps de relaxation t’. Aprés un temps

de J'ordre de quelques ©*, il ne reste plus que le régime

forcé, x, = g cos{wt + ¢). En notation complexe -

{0 i) = 4
Lamplitude du mouvement forcé est donc :

E'——' PR T
P T et

| SRRSO PURVIS——

, 8 le mouvement du

On retrouve le résultat de la question 4.a. quand
w0,

5. a. Equation électrique : aB{sy~ %) = 2Ri.
b. Equation méca.nique du barrean 2 :

. & Xy~ %

Hy =g (g o) i = - w{x2 £4) = 2 L
£quation mécanique du barrean 1 :

.k aB, £ Q= X

Fym e e = fo) b gmi = g (0~ o) & L

On découple les équations en faisant la somme et [a dif-
férence. Enposant u = x) 449, et 10 = X w3y

bk R . %W &

2w _ i
Eu+§«7~éun«%2foetw+y%~,~+ﬁw—0.!

¢. Dans le cas de Pamortissement critique,

ﬁ - Induction dlectromagnéting




u(0} = 2€g, w() = = 2€9+uot'sin{¢-

w{0) = 0, H(0) =

2N

vy, west de la forme (ot +B)e &
1

B=0 o=uv ©=yte .
On en déduit :

[ Yol o+ ¢ -5

® = =f.’e+-2—('csm%-;+te ‘).
z

- v, . -

Xy = E-ﬁ—z—) = €n+-§ﬂ(r'smr—,~te ‘).

Au bout d'un temps long devant ©°, les deux barreaux
oscillent en phase avec la méme amplitude Vintensité
est alors ruile dans le circuit, et if n'y 2 plus aucan effet
dissipatif.

&. Pour faice un bilan énergétique, il faut « suivie » les
conversions d'énergie & partir des équations -couplées
£lectriques et mécanigues.

Au début, Iénergie est sous forme d'énergie cinétique

du premier barrean: 8(0) = mvg. Cette énergie se
5 k . aB..
transforme : 2|4, = —-g-—r;t(xl ~€a)x) + g

aB. . N o .
Tni¥L est le terme de conversion énergétique :

aBldp - %)i = 2RE,

aB.. 2R, aB..
demne B =~y + iy,

-I«%filiég est fe terme de couplage enive les deux

barreaux : gﬁfﬁ&g = Kpiy - 5’%«!{::2" €)%y,

2m
Le bilan global sécrit dong

. 2R, .. k& T
§k7n{x* - Egyxy ~ ﬂlz-x_zxr g tHa -~ fo)4. i

En sultipliant par 2m, on reconnatt
de
dem
ot 4, est l'energle rnecamque du barreau £

= T+ k(- o),

i-‘*—[% +%, )= -211;*25
e

2
Yy
A Ea fin du régtme transitoire, ¥, +%, = -

| La moitié de I'énergie cinétique initiale 2 66 transfor- |
mée en chaleur par effet Joule, 'autre moitié s'est
reparue egalement sar !es deux oscillateurs. |

!

5 1. Par définition de l'auto-inductance, ¢ = L7, et

dd di ; . .
em - = -—La- Soit E la fém du générateur.

Léquation électrique s'écrit 1 E-L%i = Ri.

, .di
w B2 az,
Ri% 4 det

Le bilan

énergétique s’écrit donc @ B{

éfec&mmagnéﬁsme PAR, P, B, PEE. 2 Nuban, Clase prépa

Lors de I'établissernent du courant, il y 2 donc une énergie

magnétique éLz“-" = L; Lidi emmagasinée dans le circuit.

2. Lorsqu'un courant parcourt le circuit, il s"exerce sur
le barreau une force de Laplace due & Pexistence du
champ magnétique propre. Ce courant a tendance &
augmenter ia surface du circuit.

, o 4% ali | ,di dL
T T de “de
La nouveile équation electnque sécxit ¢
dL.
E- La’“w!a"ﬂx Ri.
Iz bilan énergétique s'éerit dong :
: i dL
E{ = Li i te E—+R:
é dz #dL
Commed (ng) L 5

lﬁd_L_

a7 de

Il y 2 donc une partie -Ql-zﬂd— de la puissance électrique
fournie par le générateur qui est transformée en puissance
mécanique.

g 1 dL
E‘Pmécn = 2 df

£i = %(%Lﬂ] + Ri% +

—s'z&f’ i On I'identifie 2 la puissance

de la force eiectromagnénque Fdonnant le mouvement

. 1,dL .
de translation : P, = F& = §z oo

: -—ﬂd[' H
[ 2 dx |

3. &On décornpose Ja distribution en deux plans
z= i—- parcourus par une densité surfacique de cou-

rant umforme.

Leplan z = +i5 parcourt par i, crée -E%&Z’; pour

w o, Hols w
2> b, el -——2—-?‘., pour £ < +.2..

Lot :?

le plan z = "%’ parcouru par —if, cée -

pour z<~g, et E“——’? pour 7> --2-
La superposition de ces deux distributions donne :

\

= !
jz_(—-% ou z>+-—, B:O,
Lo w7 , |
—g <2<y, B = i 8, 5

longueur dans cette modélisation est ;i1 = !,10 %

Rty
Onen déduit: L' = Mo




AN L =4,080307 H . m-,

c. Sila force est constante, Iénergie fournie aprés un
parcours de X = 3 m st FX.

Cette énergie est transformée en énergle cindtique :
1

§muf = %L’iﬁX, ofl », est fa vitesse d’gjection.

E
Lintensité est done telle que Lit=

A N.: i = 207TkA.

y\ & 1. a Les courants induits sonz colinéaires au champ
aB

rotE = -5

Les plans de symétrie de B sont des plans d'antisymé-

électrique induit E:

tele pour E donc pour ] En coordonnées cylindri-
ques d'axe Oz, ] est orthoradial, et est invariant par
rotation autour de Og. § est sinusoidal de fréquence f
et tourne dans le sens positif si T < § (loi de Lenz}.

. > —y
b. Dans cette modélisation, j = neﬁ(z)?zAOM :
Jx = -neQ(z)y, et jy = +nefd(L)x.

5
dva 0, rotE = __@,_-g

2. a. divh =
. &, div FTE

,
B3 -] %ﬁ]

b. ; = Y?‘: Pour 25 kilz, le courant de déplacement

2z,

est de Pordre de Of], soit un rapport de 1012, H
est donc complétement négligeable.
c. Sil'en néglige le conrant de déplacement,

> — 3
divj = div(rotB) =

>
divE, et p = 0,

d. En régime établi, on peut résoudre en notation com-
plexe, puisque les équations sont lindaires :

+ .l
rot{rotE) = —AE = ~A ? = —-wm;ﬁ,

0. Tl en est done de méme pour

Ex i
soit :1AJ = iwy].

.
On pose oy = (1%:—2) :

15083
8107wy fuvf

23 . ;
En coordonnées cavtésiennes, Aj = A],,?x-l-A_;y?’,
puisque j, = 9,

i
= fude =
| @Y

% ) g 2 g

8 ,+a Jr+a L a_:,_‘

= 32 gzt o9zt
car, 5l j, = »neﬂ(z)y, les deux premiers tertnes sont
nuls.

Donc : f)_z__, = (mf&

922 &

B en?,
De méme 53 = (-—-—5——) I
1+f

I i
ne§l{2) est de la forme (Ae b4 Ce Tz)e““‘

i Fx m_[AeT +Ce § ]yeiwf
: Rl L

!

|

I st f, = [Ae_s_z+ Ce ¢ "] xald,

e. Pour l'acier amagnétique, & = 3,318 mm. Pour
Pacier magnétique 8 = 76,1 um, elie est donc bean-
coup plus faible. La plaque pourra &tre considécde
comme infinie d&s que son épaissenr sera de 'ovdre de
quelgues § : & partir de } o pour un acier amagnéti-
que, de 0,2 mm pour un acier magnétique.

Cela revie_}nt & considérer A comme nul dans les expres-
stons de j. En notation réelle, on &crit la partie réelle
de Pexpression complexe :

£
. ~§ -
Jo = ~IClye cns(cut 5+(p),

% -3
= {Clxe 5cos(mz_§+qs). E:joe 51 je=IClr.
3. a. Circuit de Pinducteur :

di, di.
v(t) = R,1}+Li—a—{+Md:

En notation complexe avec
{8} = Re(V ey = R,Ii»a»iLieJI] +z‘MmIQ.

di
Circuit de la plaque : Ryéy + L;i“ # M dlE =0,

En notation complexe : Rofy +iLym0, +iMwol, = 0.
De la deuxitme équation on déduit :

De la premigre :

. . iMw
V= (By+ilyo, + 1Mm(—m)w
= [R|+iLla)+Rﬂ+llﬂm]Il
Mt
Ry +ilytn

Zs Rrviliar

-
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b. AN.: zl-% = 1,76 - 1073, donc R, peut étre népligé
¥
devant L,
% 7

= 0,22. On peut négliger les termes du deuxiéme

o

ordre en —.
Lo

]

i

- e 2_1’ -8.33
JEe D R
MEw?
Ry v il
(M- LLyet+ iR Lo
- R vilgw
17y~ OF - LIyl s BLioh Ly~ bty
- R ot JA)
au dewxidme ordre en _RE_
Lo
AN Z) = 2,08 Q.

7,

Z,=ilw+

4. a. La puissance dissipée par effet Joule dans Finducteur
est Py = Rlﬁm. La valewr efficace maximale du courant

P
d'alimentation est donc J\ g e = ’-1’;% = 52,7 A
1

La tension d’afimentation a alors une valeur efficace de
110 V. Dans la plaque, lintensité efficace est alors de
440 A,
La puissance de chauffe est de :
2
Pp = Rylyn = LEKW.
Le rendement de la table de cuisson est alors de
7,
= i = 97 Y.
Iy
b. Pour un acier amagnétique, l'efie de peaun est moins
impertant, Uintensité du courant se répartit sur une section
plis grande du conducteur, ce qui diminue la résistance.
Avee les nouvelles valeurs : il o'y a rien de changé pour la
valeur de Ile!Tmnx' . '

Detteras = BT0A Py = Rylyq = 756 W

Le rendernent est de p = A = 93,8 %, encore
P+ P

important.

Le probieme du choix de Pustensile de cuisson n'est donc

pasla

€. Avec une tension de 110 V efficace, Iintensité [ 4
vaut 196 A. La puissa.ncgzjoule dégapée dans Uinducteur
estaloesde : Py = Ry Jiq = 604 W, bien supérieure &
la limite de sécurité. Le plus simple pour éviter tout
accident est d'insérer dans e circuit un disjencteur ther-

E":!ectromagnéti;me MP, PT, PC, PSE. & Natban, Clas prpa

mique qui coupe Palimentation de Ja table de cuisson
dés qu'il y a une montée anormale de température.

7 1. a.On oriente le circuit positiverrent autour de
l'axe A"4. La circulation du champ électromoteur de
Lorentz entre Paxe et la périphérie s'écrit, en coordon-
nées cylindriques d’axe Oz = 4'4:

¢ = J':(mr% A E(r)) By = mf:%{r) B, dr A vdg)

G 3
of Blr)-Erdr.
[ 5 i
b. Le flux de B & travers le disque sécrit

3 2%
® = MI = ijc3~ rdrde?, = thfQB'rdrE:.

¢, Il y a en pius une f.é.m de Newmann —L%—:: due aux
variations temporelies du flux propre.
Déquation électrique (£) du cireuit s’6crit ©

MI af
! ¢=Fzo= RO+ LT

- -+
2. La force de Laplace dF = Idr#, A B sur Iélément

dr du rayon a pour moment par rapport & 'axe de rota-
-
tion Oz: dIy = I{r?,/\ (dr?, A} 3:-
On permute les vecteurs du produit mixte :
* k]
AUy = HZ, A 8).(drd, A B) = ~[1dy.(dr8, A B)
" -I-.é . rdr?{,

= [ 1B rard =M

donc I = mjew rdrd = 5212,

Léquetion mécanique () s'éerit :

do = M,
j”’&"t’“”'"""g”;c! '*“rex:'

3. En régime stationnaire, les dérivées temporelles sont
nulles :

2nF,
e an, et m, = %%@

T, = RI ?, le travail du couple extérieur est intégra-
lement dissipé sous forme d'effet Joule.

4 a.y= 21{1?‘2- Donca ¢ = 0,

Mi

T,
T ® = R[+Ld;’

7(0) = 21 L0
Lo Lo
smta—):m t-l-gRy(.:).

s Ly'(0
As:a:iﬂ:u‘?{%

]




M M ”
b. —-»~27r19+r‘m_—§-!2e)‘ 1) j ‘y SR *
W:; RM A _MTy (- !
G R A

L est done un ternps.

¢. En multipliant par y* et en intégrant uae fois, on
retrouve bien :

- YR (0= |
;2 Al 2 A? ;

doA =0, y-er+ K>0, puisquégal & y {02
Quand § -~ £oe, y~&r+ K > ~co. Donc la fonction
s'annule deux fois, et la sclution oscille entre ces deux
2€r0s.

Le maximum est oblenu pour ¢ = 1, soit y = 0. Ce

2(K

maximum est y? = D Soient Vmia € Faan 12

plus petite et la plus grande de ces deux racines :

dy 4 [20, YT -
i ;\"1[‘? e’ + K1, T—lﬁj]mmmlen

admettant que Pintégrale est convergente.

e 5 K =1, le régime est stationnaire : 3" = 0, et
y=0doncf =1 et =0,

f 8 1. La vitesse verticale de la masse est égale 3 5G. Pour
" le systéme « roue + masse », le théoréme du moment
cinétique par rapport & laxe de rotation s'écrit :
a0
N .
{F + mb?) T ngh
Le disque est done en rotation untformément accélérée :

g = i mgh
27+ mbt

quand ke disque est immobile.

2, si Pon choisit lorigine des temps

2. D’aprés les orlentations choisies :

¢ = j Qrdrf = QB" -8

Soit i Pintensité du courant dans un des Na rayons
o

plongés dans le champ magnétique. Uintensité totale est
N2 - @)
iR

I= z qui revient par les Sipems autres rayons,

%_;
an-o

parcourus chacus par i =

Sur le circuit constitué par un rayon dans le champ et un
rayon de retour, en négligeant la résistance de la circon-
a - b2 L py 21

) = Ri+ R :Rm!.

férence st de I’

.
E g !

i i= QB 5 Rb 27;-——-&&,, en négligeant les effets d'auto-
I

mdm:tmn

La force de Laplace exercée en un point Pdu rayon par-
couru par fintensité 7 est orthoradiale et vaut :

rl?" = widrBd,, demoment par rapport & axe
di" = ~¢Brdr.

Pour chaque rayon, le moment total vaut :

2
r= «J' iBrar =108 25‘

Pour tout le secteur d’angle o0

B @t w2 - (1) e (a? - 5P
T = N By = -N=g = B g =@

La nouvelle dquation mécanique sécrit
2 jitye
d$’2 N ch(.’!fc (1)32(:2 b ¥

U+ me) e Q = mgh.

Le mouvement est donc amort avec un temps de relaxa-
ok 16n2 R(S + mb%)

ton it = No(9r — o) B2 (af - 55)%

La vitesse limite de rotatton est :

1672 R .
No(2r - o) Ba” - )2

§p = mgh

3. 1a puissance mécanique est fournie par la diminu-
tion d’énergie potentielle de pesanteur de la masse.

Pour sicpli s B(a?~ %) 62) '
our gimplifier les écritures, on pose 1 @y = g

&F
P, =mgQb={]+ mé”).ﬂdg +Nm 09.“’

La puissance fournie par la descente de la masse est
transformée en puissance cinétique de rotation et en

a(?ﬂ a)¢o 2
R

i Pon caleuie Ja puissance dissipée sous forme d’effet
Joule dans les résistances :

Na NER- ) oy
Py = oF Ri

puissance électrique :

RzQ +

NaRQ[H.‘zrzw(z( o )2]

¢ \2n-u

| 8= -  2m- R 2n

_ No(gz- 0.}‘9092.
iR

No oo No m2¢‘o(2n a]

5 - induction électromagnétign




On retrouve bien que Pénergie mécanique non transfor-
mée en énergie cinétique se retrouve dissipée par effet
Joule dans la roue.

4, Larésisiance R, équivalente ila roue entre Paxe etla

circonférence correspond 4 N résistances R en paxalizle :
R

Ry = 5
On fait done tendre Nvers Iindini en gardant constant le
rapport %
Eéquation du mouvernent s'écrit «
i
D mgh = (J+ mb) S
[

:lQ a(21c 01)‘1’0Q
in? Ry

I;M 6n Ry + mbh) |
P a2 o) BAa m B
! 1677 Ry

1 - ey
| = e B - |

Le meilleur freinage est obtenu pour o = =,

168,
Qemin = mgbw‘

Davantage d'un tel systéme est que le freinege est
d'autant plus efficace que la vitesse est importante. 11
évite tout « embailement » du véhicule dans les descen-
tes. Liénergie est transformée en chaleur et pas en usure
des pidces en contact, ce qui évite usure dans le cas
d'un freinage prolongé.

Pour sarvéter, il faudra évidernment utiliser en plus un
frein classique, Cela nécessite aussi qu'il n’y ait pas de
panne de {alimentation &lectrique de Pélectroaimant.

} @ 1. a.8i Ton peut considérer e champ magnétiqae
comme uniforme sur la surface du cadre, le flux du
champ magnétique & travers le cadre s'éerit |

i 2ot |
P& NabByoos ™5 = fycosQd. I

b. Déquation &lectrique du cadre s'écrit zlors ;

_do di
dt Lde

= Ri:l Qg sine= R1+Lg-;-

On résout en complexe : (R+jLQY, = Qdyy,

en posant £ = Im (e,

@ o ‘
lig = By e 2 e,
- R 4 L2 R+ [AQ0 ;
avec cosy >0, et tany = =

178’

E Eﬁectromagnéﬁsma AR, BT, PC, PSE. 0 Nuban, Class prépe
i

€. Laforce de Laplace ¢exercant sur le circuit est nulie
suivant Oy et vaut :

R b b
Fe Nm(s(mafﬁ)ms(m-ﬁ)) Nzaf;———-(vt)
= ~—¢Mgi~75isith.
I o= 245 , .
(Fy = - m(sms‘ztsm(ﬁza—w)
(sinQésin{Q+y)) = L o8y = IR
3¢ R oy
et {2 = %{EU,
\ 2n QMR r
(i = - £ E’+L292"'?

L’operateur dort feumzr une force &gale et opposée pour
l’entramer a v:tesse constante, et done une puissance

an?  GLR

S £ L
F AR D0

d. La puissance moyenne perdue par effet Joule dans le
cadre est :

L Ry o, 252 Roy
!PJ““RI“" SETIm © WM ng:z” ‘P‘

Clest un générateur, avec conversion d'énergie mécani-
que en énergie Slectrique dissipée sous forme de chaleus.
Clest le principe d’un frein Slectromagaétique.

2. & Si Pon considére le point M d’abscisse %,  'ins-
tant 0 et se déplagant 4 la vitesse wy¥, par rapport au
référentiel considéré, le charmp en ce point vaut :

2 3 2
B = §B° cos(mt - %(xo + ”uf))?g-
Si

(M) = —B{,cos(?%gxo)e , indépendant

du temps

b. On peut reprendre le calcul précédent dans le réfé-
rentiel & la vitesse d’entrainement . La vitesse relative

est v - uy, E(M)lm gBocas(gﬁ{v-vo)!)?z, donc

est remplacé par 7 = Q-0 QM par 2%{

[Ty T

D 2n29 ¢'MR

(F)= Wi Rl-:-L?Q’?(v ”O)Jx §
- Au démarrage, {Fc) 2A2¢MR‘2+L%)2U°?

Le cadre démarre sous I'action des forces de Laplace.




« Le moduie de la force est maximum pour
R(vy—u)

"'—'—“—Zir‘-‘-—' maxdinm, soit
Bt szﬁu{v - 1)0)2

Rz

e/ S
La force d'entrainement sera positive et maximum pour
AR 3 ond}
(u=togeg | Pl zﬁIM'

- Le systame fonctionne en moteur tant que b force est
positive, soit ¥ < vy, et fonctionne en générateur pour
v > vg. On retrouve le cas précédent en faisant v, = 0.

~ Lotsque fe systéme fonctionne en générateur, ¢'est un
systéme de freinage électromagnétique. On peut envisa-
ger de stocker Pénergie électrique récupérée lors du frei-
nage au liew de Ia dissiper par effet Joule.

911:2 O

vy - v) ? )

|
| T

2 .
{F)v représente la puissance fournie au systeme dans
le référentiel d’énde. Elle s'annule pour v = 0 et

2
2 R
v = . Quand ¢ — o, (F)yqug ?%{T
-
{Fyv
99A o}
g |,
1
2 3 4
0 +
b4
v,
L1 [f S
-2

10 L a.1la circulation du champ &lectromoteur de
Lorentz entre Met N¢'écrit :

5
Syn = —L arBdr = ~0 B,

5sw¢zl
i

5 Cp
b\ T = [ rrdeB, = 18,228
2 2
¢. Lafém est]a méme pour tous les rayons, zparallsles :
32 a?
N(DBG 5

, et les moments des

ﬁ

forces de Laplace exercées sur chaque barre s’ajoutent

b — g2 152 aﬁ

Chague #ige &st parcourue par g

1
I

E 1-’tol:u QPQPBO

= 139

2 a. Le théordme du moment cindtique s'écrit, pous
I ensemble des 2p branches

wﬂ eS8 13,,‘5

{:ipe de Taction et de fa réaction, Parbre exerce sur fe
rotor un couple ~g.

««]"0 ;, puisque d'aprés le prin-

b. Déquation électrigue s'écrit, aves Jes conventions de
signe indiquées sur la figure

7 Bo (8 22

E~ a)Bob =2 - RI. On pose §y = W pour
stmplifier les écritures,

o . P
e I= R On reporte dans Féquation mécanique
2 d £ g
-Bf 323";’ = (--L)%- Ty, soit:
20 289, %w w £
gt g Fh T

¢
@ est de laforme: @ = m,(i -2 ‘), avec

r»—-mm“”‘*‘ S e
: e:ﬁmfgﬂ,et;w-fm@%-
! S gy | ] g

11
co dnfferer& de w; demoinsde 5 %si e * = —, soit:

500’

s ]

lt—t§n2{) 31: i

d. Ty estun couple résistant, i doit donc étre en sens
contraire de @ et doncde w,: [y < T, = %ﬁ)o.

2 g2
E-A.N.:spo:w

W, = 194 rad ¢!, I
¢t w 260 s, seit : 4,3 min.

= 1,2 [0 Wh,
= 4,8-102 N.m,

T1lLaB=15T

-
b. Ce caleul classique a déji été vu : B est & flux conser-
Br, z) = B0, 2).

3 on considére le flux sortant d'un eylindre de hauteur
dzet de rayon r:

SnrdrB, + tri B,(z+ dz)~ B(2)) = 0, donc:

: . T
vatif et au premier ordre en ¥

B(r, D)= ——BoZ (2)-

5 ~Induction Slectromagndiic.
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(La circulation de B sur une courbe fermée permetirait
-y

de monirer que rot8 = U entraine

Bj(r, &) = B0, z)+0[§)2}.

2. a.Lorsque l'on étabiit le courant, cela induit dans
I'annean des courants dont Paction est de s'opposer & la
variation de flux, donc de faire sortir Fazmeau du champ
magnétique qui se crée.

b. = 0(8) = $,2(2)sinwt;
=e(t) = —-da% = —m%?’(z)cosmt = gy Z{z}cosmt;
» (8} = E-(—;.} = --;Z(z)coswt, ‘si l'on ne tient pas

compte due champ propre.
Saule la composante radiale de B donae naissance & une
force de Laplace de résultante non nuile :

5
F = ~FyZ(2)Z°(2) cos artsin i,

¢. La valeur moyenne de cette force est nulte sur une
période. Elie ne peut done pas expliquer le phénomeéne.

3. a. ma? = h(R, - K)): 'annean et son Squivalent ont
la méme sectiorn.

L

Le choix de R,
volume, &, = 3,15¢m, ¢ = 0,31 em.

fait qu'ils ont aussi méme

b. ¢ = BrRLZ(Z)sinet.

c, o¢= mfé.‘l’ = —BonR,f,mZ(z}cosmt = —gZ(Z)cos L,
avec g = Bynlow = 1,52 V.
2
s = 12082 o9 00,
¢ R ga?

L=950 10"0H, et Lo = 2,88-10°% Q.
Les deux termes sont du méme ordre de grandeur et
sont faibles : fes intensités seront importantes.

d. En tenant compte dé Pauto-induction :
—egZ(2)cosent = Si+ Lgft

1(2) = {yZ{zycos(@e +yr), avec
o= el

O T Dot
. La force s’écrit & partir de la composante radiale du
champ :

>
F

= 508 A, tany = ""%‘9' et cosy <0,

R,
= AR -f-'-‘Z’(z}BoxﬂZ(z,) cos{at + W) sinotd, ‘%

nRiBOzGZ’(z) Z(z)eos(wi +¥) smwl?t.

#

1so|

I éiﬂc&mmagﬂéh’sme M, PY, BC, PSE. & ainttan, Sl prgpe

f. (cos{w!+ ¥)sinws} = é(sin(th +¥) ~ siny)

—% siny

#t

Lo
A;‘Si + L%J-

( F) = w-nR” Bazﬂ7’(z)2(z)

siny =

= -énkma,z (DZ{Degmies sz

C‘est lauto-mductmn qui pemlet Ia pcrmanence de
Peffet de Jévitation.

ik
Zy) = %[1 —(1 +§7) 2}2!. Z(0) = 0.5.

v MR RN L, 2V
Z“’“ﬁ{?(“?) } w5
) = ks = -
Z(0) = T = 16,7 m~!,

(:‘7}‘){0) =10 N. mg = 0,13N, 1 v a effectivement
&jection brutale de l'annean.

g La puissance Joule dissipée dans I'anneau est
%S‘i;",f&'(ﬁ}2 = 5,6 W. Avec une capacité calorifique ¢ si
I'on néglige un refroidissernent vers Pextérieur, la tem-
pérature s'élévera de 7%_ = 0,48 K-s-!, Lopérateur

devra relicher l'anneau aprés une minute environ,
correspondant & une sugmentation de température de
Pordre de 30 K.

h. La position d’équilibre correspond & {F)(2) = mg,

£(2(e)
OO 0,013.

(1o 2 e-(5)] = oom

Si on suppose £ 3 R : an développe en %

(40 (-2

s0it E = 0,48,

soit

Un caleul plus précas donne = = 0,54, scit z=5,5cm.
Lieffet de 1évitation est bien observable
T2 1. a. La distance de Paimant a: trongon de tayau

de cote zvariant au cours du temps, le champ magnéti-
que en z est fonction du temps. Le flux envoyé par




Paimant a4 travers le circuit vacie, et il v a donc un cou-
rant induit, créant un champ en sens contraire de celui
de Vaimant quand l'aimant se rapproche, et dans le
méme sens lorsque l'aimant s'en éloigne. La force de
Laplace qu'il crée s'oppose 4 la variation de flux, done
au mouvement relatif de Paimant.

di>0siz<zy, di<O0sizgrz,:

b. B 3 a2, . Mo sin@ 4
T T i A
avec sinb = ¢ T
{(z~ 20 + a?)?
)

-

a
Z;EM({z_zA)z + az)a.@?@

e 4 dépend du temps par l'intermédiaire de la varia-

d
ble z,, position de airant : waéf = .

i T 570
| ({2~ 2%+ ay*

[ 5 i
[ 94 _ SHp -2(z-zv
(Eam G i —
; (lz-zt+at)? |
i _ g a(z-zv 7 ?

|

3 + 2
d. j = o, Lintensité diestle flux de j 2 traversla
section ¢dz du trongon de tuyau :

By alz-zdv
i (G- z+ "

sedz. { On retyouve bien

les signes prévus au La. : diale signe de Z4-2-

La force électromotrice induite est la circulation du
champ électromoteur sur le circait © ¢; = 2mak,

ik s

! 3uaM a”(z—<,,)v ‘
| & 3
! {242+ a2 !

\

Ladmittance du cizcuit élémentaire est

_ 8d2
d¥ = O'E ngm

On retrouve :

di = d¥e » - ot

(&= Za)tr
BECELA N

T iz
((2~z)% +a?)?

> A
2. a. B %(hose?ﬁ-sme?e).

3
b. ¢*F”

i

did €2, ——-——(chse? + 5in8dy)

ot :
@ w:mdtdf(?. cos6dy — sinb7,),
Bn projection sur Oz: ¢, = cosBd, - sin 07, donc :

d2F] = »3Mdzd£ sind cos6.

f
En sommant sur d{’:Esz' —-3-———-ad:smec059 i

21 ;
€ sinf = ———a——-—t, et
{(z-z0" + at)?
- i
cosh = 20y o (- z e )

1
({2~ g0+ at)?
a(z~ a)
((z-zg)% + 2%
En remplagant d7 par son expression :

{
(dF, = ~dF; =
i

s _ bkl
dF, = ~dF; = 3'=adi 3
2

Bl Blz—g)? |
L (z-2pw cedz.

87 ((zm 2t +a?)

On somme sur toute la longueur du tuyau :

7o ngﬁzaﬁ‘owr {z-24)°
2 8n 0 ({2 24)% +&%)8

On fait le changement de variable x = ia—z‘q~

- . -z, L~z
d. Lintégrale porte sur x variant de —E‘f a T"-

La fonction diminuvant avec x en ~§»§
Pintégration de ~oe 4 4w sans modifier réellement fa

valeur du résultat :

, on peut prolonger

i 2 ]
in= ngMﬁcrwjm x2 _ m45g0Mﬁcev
i 8ret Y. (x?+1)° 102444
e
P 48pgdiiae
F, = -0, a.vcchtz- M%%ET.

e AN.:a =3,7-107 kg.s.

5 ~ laduction éectromagnétiv.:




3. a. Léguation du mouvement de l'aimant s'¢erit

nd2
di

bov,=77cm-s7), T=78ms

Ez_,,(t) & vfgi = (22 mm

Electromagnétisme MP, PT, PE, PSI. ¢ Nahan, Clase pogpa

m
= mg-oav. Onpose v, = -&5, el T =

:

nulle, ¥ = u;(i g ¥

'), et

"
2

On peut donc considérer que 'aimant descendra dans le
fuyan 4 la vitesse constante #, = 7,7 cm- s, le réghme
transitoire étant totalement négligeable.

L X
¢ £ = = 135, en bon accord avec I'expérience.
(3 v‘!'

Pans un tube de verre, st lon néglige la résistance de

Fair: 4 = Nng = 0,45s.

Pexpérience est spectaculaire et facile & réaliser.




i Généralités sur les équations de propagation

Ll. Définitions

Une onde est une grandeur physique F qui vérifie une équation aux dérivées partielles
appelée dquation donde.

Les surfaces sur lesquelles Fa partout la méme valenr & un méme instant sont appelées
surfaces d’onde.

Si les surfaces d’onde sont les plans perpendiculaires 3 une direction # fixe, Fest une onde
Hlane,

Si Ies surfaces d’onde sont des sphéres concentrigues de centre 0, on parle &' ondes sphérigues.

2
Les équations aux dérivées partielles du type AF = Clzaé__f
pagation de Vonde F(x, y, z, t).
¢ est alors la vitesse de propagation ou ¢lérité de Ponde.

sont appelées dquations de pro-

1.2. Recherche de solutions de Péquation de propagation

Léquation de propagation étant une équation linéaire, toute superposition de solutions est
aussi solution.

On cherche donc des familles de solutions. Le choix de la solution sera fmposé par les
conditions initiales et les conditions aux limites.

155 Solutions sous la forme d’ondes planes progressives

Si I'on choisit pour axe Oz un axe parafiéle au vecteur #, Fsera une fonction uniquement

dezett RF _ 18°F
Liéquation de propagation s’écrit alors ; 32E " e

6 ~ Propagation ot rayonoems ik
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On effectue le changement de variabie :

o =z-ct Pp=zrct, dobt F{z, §) = F(Q;B, ﬁzc ) Pio, B

JoF _ 9ddo ac‘i)aB [Qg_‘_@g} Qf ab oy B(I)BB [aibmé‘_@]
3z d09dz 8BBz Jo.  of T dadt 868:

i T T
H*F o e o B’IIJ 82(1) R . PRe PP
FEa [55&+5T3:1(3a ag) 55 * 25550 PUST® 3938 < 59
Cat i 2{?.-1](9_{’1_25) = gz(?fﬁ +ngﬁf_l?_)

o2~ T LoB daliof de) T T \ge 9P TdooB/S
1!&quation de propagation s"écrit done, en fonction de o et B:

i ion sénérale : =

3T - 0, de solution générale : ®(w, By = flo)+ g(B).

Flz, ) = f(z~ct) + g(z +ci) ob f et gsont deux fonctions quelconques deux fois dérivables.
flz-ct) estappelée onde plane progressive 2 la célérité ¢ dans le sens des z positifs. En
effet, si Fiz, &) = f(z-cf), ladonnée de F(z, 0) = f(2) suffit & déterminer amplitude

De méme,

de P'onde en tout point & tout instant : lF(z, £y = Flz~ct, 0).;

De méme, si 'on conmait F(0, ) = f(~ct} = §{&), | F(z, £} = F|0, -5 = [ (-5 l
c ¢/

g(z+ ct) est une onde plane progressive & la célérité ¢ dans le sens des znégatifs.

Dune mamere générale, une onde plane progressive de plzm d’onde perpenchcu-
laire & #, solution de I'équation de propagation s'&erit: F(#+ F—cf) + g(# - Faeh).
La forme générale d’une onde plane solution de Péquation de propagat:on est la
superposition de deux onées planes progressives se déplagant en sens inverse i la
vélérité ¢, dans la direction # perpendiculaire aux plans d’onde.

1.2.2. Solutions sous la forme d’ondes stationnaires

On cherche des solutions de la forme F(x, 3, 2, 1) = X(x)¥(y)Z(2)@(¢}, ot les quatre
fonctions X, ¥, Z, et © sont des fonctions d'une seule variable.
Pour que Fvérifie P'équation de propagation .

i Z@eni) +th>7(z)eu)~«fw%?~?

. X x)Y(y}ewd 23 xormzosi - o

En divisant par F(x, 3, z, #), avec les précautions d’usage :
{ I 43X, 1 d%F(y 1 4222 1 1 d?@(t)} -0

X(m da T df Ao d? 20 di
Pour que la somme de quatre fonctions de variables indépendantes soit nulle, il faut que
chacune soit une constante. Chacune des fonctions vérifiera done une équation du type

classique : £ - k. Silafonction [ doit s'annuler plus d’une fois, la solution sera sinusot-

dale, et [a constante K correspondante négative.

On peut aussi chercher des solutions sous forme d'ondes stationnaires & une ou deux
dimenstons seulement :

X(x)@(), ou X()Y(nO(L).




| Remarque
e resultat n'est pas
sable dass le cas
uwne onde sphéri-
16 vectorielfe.

1.2.3. Solutions sous la forme d’ondes sphériques
En coordounées sphériques, 'équation de propagation pour une onde scalaire Fne
dépendant que de ret £s'écrit
19%(rF(r, ) _ 18%F(r, )

, soit, en posant G(r, §) = rF(r, £

OUG(r, 1) _ 19%G(r, &),
ar?

i ar? C'J 3 £ o ] #2

Draprés I'étude faite sur les ondes planes, on en déduit que F(r, §) = :I:Ef(t ks 9 + g(t + E}]

est la somme de deux ondes sphériques progressives se propageant radizlement en sens
inverse a la célérité c.

1.2.4, Solutions harmoniques
1}analyse de Fourier permet de décomposer une fonction du temps de carré sommable en
une superposition de fonctions sinusoidales, dites harmoniques ou morochromatiques.

Pour mémoire : f(f) = :é:jm c(mie*dm, avec o{m) = %jw flpeintds,
e - G e

On cherche donc des solutions sinusoidales en fonction du temps, de la forme
Flx, 9 2,8 = alx, y, 2ycos(wt+(x, ¥, 23).

w est appelée pulsation temporelle, v = ;—:E estla fréquenceet T = é la périede.

On leur associe I'onde complexe F(x, ¥, 2, & = a(x, 3, D&, avac

{l(x, ¥: z) = a(x, F z}eicp(x,y,z}.

Dans le cas d'une onde plane progressive a la célérité ¢ dans la direction définie par #,

. i
cof ¢t __ .
Flx, 9,2, 0 = c_zc)e:l [ "#} = goe‘("""k'?), oit la constante g, est lamplitude complexe de

Pondeet £ = ?3 le vectenr d'onde. La période spatiale A = ?,Olif = %;—t est la langueur d'onde.
Llexpression générale d’une onde plane progressive monochromatique se propa-
geant & la c@lérité ¢ dans la direction # perpendiculaire aux plans d’onde est

Flx g, 2 0) = %e;(mmiz‘» #.

% 2 Propagation du champ électromagnétique

dans le vide

2. Eiablissement des équations des champs
électromagnétiques dans le vide

On considére une région de lespace sans charges ni courants. Les équations de Maxwell
s'y écrivent donc :

> >
> > > -
divE = 0, toth = -%?, divE = 0, et Tot B = ao%aé_f.
On découple les équations
5
- > — 2
Tol(rotE) = grad(divE) - AE = -ro)t%g " ”E"”"aamcg'

é ~ Propagation et rayoaner: 2ol
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PE 32 3
Seit, puisque dwE ={: AE = Zoltgz: OB af = 0.
>
E est donc solution d'une équation de propagation de célérité ¢ = %, appelée
Eotly

vitesse de propagation de la lumigre dans le vide.

¢ est une constante universelle qui sert & définir I'unité de longueur & partir de 'éta-
q P

lon de fréquence.
Par définition: ¢ = 2,807 924 58 - 10® m - 57! exactement. On rappelle que
Wy = 4m - 1077 F- m~! exactement par définition de I'ampére.

> e
2
De raéme : rot{rotB} grad(de} AB = euyorotaat = “Eoﬁn%jg’ S0kt
-
L JiB s ¥
AB = ToMy7 oM 0B = 0.

Un champ électromagnétique dans le vide vérifie donc Pun ou Vautre des systémes
d’équations suivants :

> -
-5 2 3 e -
RE = Euuo%}%, divE = 0, roth = «%—f, divB = 0.

Chy, de maniére équivalente

AB 2B -> o = 3};:‘ o
= Sollys divB = 0, rot8 = €olo; divE = 0.

2.2. Ondes planes électromagnétiques

2.2.1. Propriétés générales des ondes électromagnétiques planes
progressives
On étudie Fonde de champ électrique. Si 'on considére que les plans d'onde sout paral-
lzles & 0y, les composantes du champ ne dépendront que de zet ¢:

E.’(x ozt e Efe, DE, v E NER z)? + Bz OF,

En coordonnées cartésienmes, I'équation: de propagation RZ = sauoa L o ramene 4

9 E,
trois équations de propagation indépendantes AE; = E"%W' avec { = (x, ¥, £) por-
tant sur les trois composantes du vecteur.

E, = flz—ct)s gz+cl).
Les équations étant linéaires, on décompose Ponde en ses demx composantes

progressives -

3 -

Eilz~ct) et Ea{z+ch)

el

Eiz~ct) = flz-ct) ? +fj,{z— ct)? + flz- ct)’é’z

4f,

T = {).

fAeo) estune constante, done un champ électrostatique, qui ne fait pas partie de Ponde.
E;, = 0: onde de champ électrique plane progressive est dite transverse. Sa compo-
sante dans la direction de propagation est nulle.

E,
dwEl = 0 se traduit par 835 9, soit:




Attention

an n ant I
5 dey (,umh,:ra ekt

s vatable, ot !n o1

b ne sond plus obli

woivement orthogo-
AU enlre eus

5
S ok dB |y B, _ i &,
I‘OEE‘ = —"é*z". E‘t— i —""*gg'“?y-l" 3z €, = d(x?r ?

s d
B est donc la somme d'une fonction de ¢ et d'une constante d’intégration qu'on consi-
dérera comme ne faisant pas partie de 'onde progressive étudiée :

4
3B dB

= = C=—, 50t

ar - “da E(fy{a)?wf,m)?)

"
1. solution est transverse et vérifie bien divB =

Bl(og) = = %?ZAET(a}.

3 -

On montrerait de méme que Fa(f) est wansverse, et que Bo(f) = mé?z A EZ(B).

Les ondes electromagnenques planes progressives dans le vide se propagent dans
la chrectton 7 perpendtcu[au'e aux plans d’onde, Les champs e!ectnques &t magné-
tiques E et B appartiennent aux plans d’onde et vérifient la relation B =
(figure 1).

lﬂAE
c

2.%.2. Ondes planes électromagnétiques stationnaires
On cherche des solutions sous la forme E; = f{z2)0{#), ob i = {x, y ou 2),

>
divE = { entraine que "onde est transverse.
2 ’ 426, 9
L'équation de propagation s"écrit : f - El‘:"(;)%‘ -a?:,—' = —%, olt © est quelconque.
i £

{On chioisit une constante négative pou.r que la fonction ne diverge pas au cours du temps.)
La solution est dbla forme : B, = K, cos{0f +3,) cos(%)z+ \{;,-).

Le champ magnétique associé vérifie :

0By _ _

at 9z

E, ocos(wt+ ¢,) cos(gz + lpx)
c 5 Q)E . .
G =7 wz0COS (¢ + ¢, }sin TR, soit

i . . (@ 1 : . [
Bmy = - SO+ §,) sm(»«é»z * \yx) By, = : wy0STR{OF + &) sm(-gz + \;!J,).

Les ¢hamps électriques et magnétiques sont en quadrature de phase dans le temps et dans

V'espace {figure 2).

|1s7
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wi = EaipCos(ed +¢;) cos(%)z + wl-)

LTRSS ST

C'est donc aussi la superposition de dewx ondes planes monochromatiques progressives
en sens inverse, de méme amplitude.
Réciproquement, Eo,-cosco(x - E + ¢s,-) = Ee.-l:COSmeOS(UJE - i@,-) * sincotsin(mf - ¢‘-H.

Une onde progressive peut se décomposer en une superposition d'ondes stationnaires.
Le choix entre les deux types de solution dépendra des conditions aux limites spatiales et

temporelles.

1

2.2.5. Ondes planes électromagnétiques progressives harmoniques
R
En notation complexe : E = §oei(“’"ﬁ"?).
IR X . . 3 _ 0 9 d
o ZoraitorB Ry o (ort~% F) = o g
ax(e } ik (et ), soit, enﬁutﬂ:saxf. ie vecteur V ax?" + ay?y+ Bz?z {va
au chapitre 1, paragraphe 2.6 du cours) : V = -if.

. éa—z = jgy. On rappelle qu'en coordonnées cartésiennes :
T S -+ - 2
divE = V. E, totE = VAE, et AE = V' E.
“ [ s 2 +
divE = —ik E, rotf = ~ikAE, AE = -r’cgg, et ¥on retrouve rapidement les résuitats
précédents :
Ir 2 > » B o2 7 = >
152 = @«?«:, F E= 6, B=—-af = ENE avec £ = k.
| C = =Te s F

G =,
Remargue : SiVon choisit la notation £ = goeif’:' 7ot le raisonnement est identique avec
5

V =ik et ‘% = ~i. Les résultats sont évidemment inchangés.
3.2.4. Train d’'ondes et paguet d’'ondes
+h
Si Pon s'intéresse & la représentation sous la forme d'une fonction & (t— 3, on parle

d'une description en train d'ondes. Une onde plane progressive quelconque est émise & 1a
source pendant une durée T finie.

|
188]
§ é!ec{:romagnétisme MEB, BY, P, BSE. 6 ttabon, Clowse prpa




Sit<foni>n, |E( t)l = 0. t estle temps d'émission ou durée de vie du train d'ondes.
A un instant ultérieur, son extension spatiale suivant la direction de progression sera
L = ¢, longueur du tratn d’ondes.

La représentation d’une onde plane progressive quelconque en une superposition d’ondes
planes monochromatiques progressives, par transformation de Fourier, s'appelle paquet
d’ondes.

On montre que 'étendue en fréquence du paquet d'onde est relide 3 Ia durée d’&mission
par la relation: Avt=1, soit Awt=2n.

Une onde rigoureusement monochromatique Av = 0 exigerait une durée d’émission
infinie, et n’existe donc pas.

On modélisera par une onde plane monochromatique de direction de propagation

# une onde électromagnétique réelle d’extension en fréquence -—v-\-' Av vérifiant

é(? <« 1, formant un faiscean paralizle d’extension spatiale perpendiculairement

2 ¥ trés supérieure 2 sa longueur d'onde A.

2.3. Energie transportée par une onde
électromagnétique plane progressive

#.8.1. Vecteur de Poynting de P'onde plane progressive
Solt Ozla direction de propagation :

-
> > >
R=ErB o LB aBy = B2 w e,
ke Bot Hpc
fx . . e E?T B . E
La densité volumique d'énergie s'écrit : w = 207 + E A tout instant, B = = dong :
0
u = gy F2,

-3

R s’interprite bien comme le vecteur densité volumigue de courant d'énergie électroma-
gnétique. Cette énergie se propage 3 la vitesse ¢ perpendiculairement aux plans d'onde :
c est la vitesse de Ia lumiére dans le vide.

Ed
Silon consi&ére un récepteur plan d'aire orientée S, la puissance moyenne détec-

>
téesera [ = HS(E) - d, {est lintensité reque par le détecteur.

QDo

2.%.2. Interprétation en termes de photons

Dans les expériences faisant intervenir 'interaction entre une onde éleciromagnétique et
l2 matidre, on peut raisonner en faisant ntervenir le double aspect ondulatoire et corpus-
culaire des ondes électromagnétiques.

Si Pon considére une onde monochromatique progressive de pulsation @, Ja moyenne au

Ey + By
cours du temps de la densité volumique d’énergie est {z) = g,{(E?) = 80_93.5__92.

BB

x

2%
Ces photons se déplacent dans le vide 2 la vitesse ¢ dans Ia dixection 7, produisant une

On lui assacie des photons d*énergie Ao = Av, de densité volumique a = g,

S
densité volumique de courant d’énergie électromagnétique nhvc?z = {R). i189
i
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Remarque
Si fa polansation est
circulaive, le choix
des axes Ox et Oy est
indifférent.

190|

- kv
Les photons ont une quantité de mouvement NE’Z.

{On peut poursuivre l’mterpretation en associant & 'onde une densité volumique de quan-

tté de mouvement n— V? = @ ED(EQ)*Z?

Remarque: te raisonnement a été fait pour une onde plane monochromatique progressive.
La relation entre champ et énergie n'étant pas linéaire, on ne peut pas g priori additionner
les énergies des composantes d'une onde électromagnétique plane. Lorsqu'on peut le
faire, les composantes sont dites incohérentes. C'est le cas pour des ondes monochroma-
tiques de fréquences différentes, et pour des ondes dont les champs électriques sont cons-
tammernit orthogonaux entre eux.

2.4. Polarisation: des ondes pianes électromagnétigues
harmonigues progressives

2.4.3. Notion de polarisation d’une onde
On considére & nouveau urle propagation suivant la direction Oz

Le vecteur complexe £ J_E“} n'a donc que deux composantes £ et Eyy el%. Dans un
plan d'onde donné, correspondant & une valeur constante de z, quon pourra choisir
comme origine de I'axe Oz, le vecteur champ électrique aura donc pour composantes :
Ey,co5(d, - 1), Ey,cos(d, - wi).

4
Elextrémité du vecteur E décrit donc au cowrs du temps une ellipse. Londe est dite pola-
risde elliptiquement.
3t Pellipse se réduit & un segment de droite, 'onde est dite polarisée rectilignement, Si Pellipse
est un ceccle, onde est dtte fpolarisée arculmrement.
Si dans un ptan d'onde, Yonde tourne autour de sa direction de propagation dans le sens
conventionne! positif, elle est dite gauche. Si elle tourne en sens contraire, elle est dite droits.

La méthode est la suivante : un observateur vers qui I'onde se propage, voit le
champ électrique dans un plan d’onde fixe tourner vers la droite (resp. : la gauche)
lorsque sa polerisation est droite (resp. : gauche).

La conmaissance du déphasage ¢ = ¢, -4, entre les composantes permet de déterminer

ta forme de l'ellipse et son sens de palansatmn

On choisit lorigine des temps pour que ¢, = 0. E, = Ey_cos{wy), E, = Eg cos{af~¢).

At =0, E, estmaximum,et £, = Eycos¢. Pour trouver le sens de la polarisation, on
oE

étudie WZ = @E,sin¢. La polarisation sera gauche si sing > 0, soit 0 < p <7, et

£e6)
droite si sing < 0.

Pour § = g (mod =), les axes Ox et Oy coincident avec les axes de symétrie de Pellipse.

Si, de plus, les amplitudes £y, et £, sont égales, Ja polarisation est circulaire (figure 3).

I élactmmagnétisme P, PY, PC, PSE. 2 Nuhnn, Classe pripe




Polarisation d'une onde plane harmonique progressive en fonciion du déphasage
entre les composantes

¥ % ? _
/ l //’T(;}x /T‘\ (\:71\\ N\
/ \/i \\L / 1) \.\

=0 i - X @R
+ 0<ypey 4=3 z<oca 1
roctiigne eliptiqua cirqulaite elliptique ractiligna
gauche gauche gauche

¢ =& 3x o ux 3x . b=@
o Rg<T o= W eb<in !
ractiigne  _ _® 2 K e saciligne
LAT RS 3 3<e<0
alliptique circufaire aliptique
droite deaits droita

>
Remargue : si mainienant on considére l"onde 2 un instant donné, ia rotation du vecteur E
lorsqu'en passe d'un plan d'onde 4 un autre en progressant suivant axe Ozse fait dansle
sens positif pour une polarisation elliptique droite et en sens inverse pour une polarisation
elliptique gauche (figure 4}.

Onde eﬂrptig@e gauche & un instant 1,

»
:
¥
; x SN
RS S A A
N, v z
4 T
[ A A 3
3 ] T

Une onde plane monochromatique progressive quelconque est toujours décompo-
sable en la superposition de deux ondes planes monochromatiques progressives
polarisées rectilignement suivant deux directions perpendiculaires,

7= E()xcos((u)(t - 3 - ‘33,)33 + Eoycos(m(d-f)w ¢)’)?}’

ou en la superposition de deux ondes polarisées circulairement Pune droite, et
Pauire gauche. ‘ :
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. Réalisation expérimentale de lumidre polarisée
La lumiére est une onde &lectromagnétique dont les fréquences sont dans le domaine du visi-
ble, cest-g-dire dont les longueurs d'onde sont de Pordre de 04 4 0,8 pm {voir figure 5).

|
!
E

57 Rayonnement élgctromagneétigue (échelle logarithmique)

ot ; ; &
12100 12108 12107 12 12-19% 12108 Energie dun
i photon (eV)
"y + + v
} 3108 3108 2-107 310 a-10M 3-10%  Fréquonce dun
! Y ) photon (Hz) :
| Longuewr 109 1 1073 1075 7 199 1oz
donds {m) Infrarousge & Uira-violst Rayens ¥ i
| Cndes radio Ondes picro-ondes :
! gl visigle,_ FA¥OnS R i
I Ondes hertziennes 0,8 pm 0.4 pm
| — i
| Lumisre

La plupart des sources lurnineuses fowrnissent une lumigre dite naturelle ou non polarisée,
dest-a-dire que la phase relative des deux composantes du champ est alatoire et varie ae
cours du temps.

Pour obtenir une onde plane lumineuse monochromatique, polarisée rectilignement, on
forme un faisceau paralléle en plagant fa source au foyer d'une lentille, puis on limite Ia
largeur du spectre en fréquences & 'aide d'an filere. Lutilisation de polarisenrs qui absor-
bent complétement la composante du champ électrique paraliéle & une direction caracté-
ristique permet d’obtenir ure onde polarisée rectiignement perpendicalairement 4 cette
direction.

En plagant un second pelariseur 2 la suite du premier, on réalise un analysenr : seule passe
la composante du champ électrique suivant la direction non absorbante de I'analyseur.
Lintensité lumineuse est proportionnelle 4 la valeur moyenne du vecteur de Poynting,
donc au carré du module du champ &lectrique : on en déduit la loi de Malas,

Si le polariseur et 'analyseur ont leurs directions non absorbantes qui font Pangle
o, lintensité i la sortie, proportionnelle au carré du module du champ électrique,
i seradelaforme I = fycos®w, ot [ représente le maximum de Vintensité & la sor-
7 tie de lanalyseur.

3 Ondes électromagnétiques dans un plasma

3.1 Modélisation d'un plasma

Un plasma est un milien matérie] électriqguement neutre dans fequel on peut négliger toute
interaction entre les ions et les dlectrons, Clest le cas par exemple lorsque Pénergie ciné-
tique d’agitation thermigue est irés supérieure aux énergies de laison des &lectrons.

On soumet e plasma 3 une onde plane électromagnétique progressive. Les ions et les
électrone sont alors soumis 4 la force de Lorentz. Cn néglige Iaction du champ magnéti-
que de I'onde. Les ions étant beaucoup phus massiques que les électrons, et soumis & une
force électrique de méme module, sont considérés comme immobiles.

Elec&romagnéﬁsme A, BT, T, PSE. 4 b, Closn: preo




3.2. Relation constimtivé du milien

-5

Liéquation mécanique du mouvement des &lectrons g'écrit m%t—; = —gl.

Léquation etant lmeama, on s'intéresse & Paction d'une composante monochromatique & la

pulsatlon ®: E Eo{x, ¥, 2)et®. Onsuppose que la longueur caractéristique des variations

de l_?o, soit A, est grande devant amplitude des oscillations des électrons, de manitre
congidérer que Pélectron est soumis & un champ égal 3 celud qu'il subirait il était & sa position

-
d’équilibre. Le régime forcé est une oscillation & la méme pulsation (, et donc %—I: = ind.
ne? 2,

7=~ -——E i} v 2 donc une densité volumique de courant ] = —
4 i ime="

a¢
ne? 2) divz? -
pe £

Léquation de conservation de la charge dp +divy HERY s’écrit: div(] + 308%%) =0,

s0it, en notation coraplexe : im(
On pose @ = e ol @, est la pubsation plasma,
P 7 mgy 4 #

9 -2
Siw? 2 @, divE = (.

3.3. Equation des ondes électromagnétiques

dans un plasma
3
— =3 = 3 R - QE 2E
rot{rotE) = grad(divE)-AE = —&mtB = —Ho| 37 * €573 |

En notation complexe, pour une onde monochromatique & une pulsation différente de la
puisation plasma :

- 2 >
AE = ggg(e), - 0f)E.

3.4. Ondes planes monoachromatiques progressives
dans un plasma

3.4.1. Forme générale des solutions
5i Pon prend I'axe Ogsuivant la direction de propagation, on cherche des solutions de la
forme :

A
E = Ejeferf) oit kpeut dtre réel ou complexe.

- 2w
Af) = -kﬁé donc: K = =02,

c2
E
- A
w

Jom

a3 -
k- E = 0, Ponde est transverse. B =

3.4.2. Relation de dispersion
3i @ > ®,, kestréel. Pour ces fréquences, il y a des solutions sous forme d’ondes planes

monochromatiques, de célérité %’ = e tonjours supérieure 3 ¢, et dépendant de .
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Remarque

Dans fous les cas,
3 ne? 2

= —F et donc
ime—

= )
j et £ sont en qua-
dramf)e de phase:
G- B =0 Quel-
fe que soit la valeur
de o, il 0’y a pas
d’absorption d’éner-
gie par le plasma
ainst modélisé.

194)
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%) est la vitesse de phase #,, et correspond 2 la vitesse de propagation d’une composante
monochromatique. Cette vitesse dépendant de @, les différentes composantes du signal

se propagent & des vitesses différentes. C'est le phénoméne de dispersion. La relation kw)
est appelée relation de dispersion.

1l y awra done déformation du paquet d’onde au cours du passage dans le milieu. Si ce
paquet d’onde a une largeur spectrale Aw centrée autour d'ume pulsation «, chaque
composante se déplacera & la vitesse u,{®), mais Penveloppe se déplacera en se défor-

appelée vitesse de groupe.

o
Le fait que v, soit supérieure & c n'est pas contraire au principe de vitesse limite de transport

des informations, car les informations transportées par un paguet donde correspondent &
Penveloppe et se propagent donc & ia vitesse de groupe. Avec une relation de dispersion
@9, wde .,

e 7 kdk

{ %
(0]
La vitesse de groupe est donc égale d ¢ jl ~ 55, toujours inférieure & ¢.

N . dw
mant & la vitesse v, = —
& dk

2 . w o2 sob = 2
K2 = = cfy solt ppy = C5.

3.4.3. Pulsation de coupure
Si < @,, estimaginaire pur. Pour un plasma occupant le demi-espace 2 > 0, la solu-
tion est de la forme ;
R 5 2
F e Eoe“”dzei“" - Eﬂe Ggimt
D’onde ne se propage pas mais est stationnaire, avec une amplitede qui décroft exponen-

L Le plasma se cornporte comme un fil-

tiellement sur une longuewr & = 7= =
1] P
ooy —?

tre passe-haut de fréquence de coupure v, = %’é

3.4.4. Propagation de "énergie
Pour o> w,, il vapro tion. La densité volumique d’énergie électromagnétique
g HLY 2 propagal 9 . gl 55“ q
veowe . B2 BE O ER gy FIr @f-ayy B2 O
stéorit: w = 80'2—-{»9-——% @ so—é—( +""5’2’") = 30—2-(1 + pe ) = 50'"2_(2"""(02)'
En valeur moyenne an cours du temps !
B 2 2
(u) = SUM(Q_E&}
4 w2

Les électrons en mouvement dans le plasma ont une densité d'énergie cinétique

2
i . 1 net 18
moyenne : {#,) = §nm(v)3 = E%(Eﬁ_‘ + Eﬁy} =3 é go( By + Egy).
La moyenne au cours du ternps de ia densité volumique d’énergie dans le milieu est done :

2 2
(gw') = EOM'

2 > # 5o 2
Le vecteur de Poynting s’écrit : R = éﬁ; = ’i - g—ge(}cﬁzﬁ.

En valeur moyenne au cours du temps :

- € (E2 + B2 ) w> w2
(B = _"_._""g_ﬁ 1_5).2‘?5?1 s {iyy) lm-ﬂ;*;c?z.

)
On retrouve que P'énergie se propage dans le plasma & la vitesse de groupe Ji - zsgc.




P =
A E = 513 A E, et est donc en quadrature de phase avec le champ

Pour o < @y,

é&lectrique.

+
(R) = 6 :iln'y a pas de propagation de I'énergie dans le plasma pour des fréquences infé-
rieures % la fréquence de coupure.

) 4 Ondes électromagnétiques guidées

Remarque
o vérifie que ce
hamp réfléchi a bien
vstructure dusze onde
lectromagnétique
lane progressive.

4.1. Réflexion sous incidence normale d’une onde plane
progressive sur un plan conducteur parfait

4.1.1. Origine du champ réfléchi
Si le plan est parfaitement conducteur {conductivité infinie), les charges sont surfaciques
et le champ électromagnétique est nut 2 Pintérieur du conducteur. On prend les axes £0y
dans le plan, et la direction 0z dirigée vers Pintérieur du conducteur (figure 6).

14
3 X
- (]
B 5;73
-
[ I b’ E
______ PP L - T z
oy
| 2

Soit une onde électromagnétique progressive suivant Oz, et polarisée suivant Ox:
> 2 B,
Ein = Eo,»,,cos(m (t - f) + ti))'e’x, Bin = -%’cos(a) (t ~ E) + ¢)?}.

Soumis & ce champ en z = 0, les charges sucfaciques créent un champ électromagnétique
de maniére & assurer la nullité du champ électromagnétique 4 Pintérieur du conducteur.
La distribution des charges et courants étant dans le plan z = 0, ce dernier est plan de
symétrie pour le champ é&lectrique, et plan d’antisymétrie pour le champ magnétique.

BUS R A
z2<0: E = »«E(,!-,,cos(m(t + f) + @)?x, B = +§§3‘cos(m (I+ f) + q:)?].

Dans le demi-espace z < 0, la superposition des deux ondes s™8crit :

WA CCCERDRCCH) 2

#

5
z>0: B

2 By sin (04 + q})sménf?:,

o

|

3= Bl o) n(of o), = oo,
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Clest donc une onde stationnaire,

4.1.2. Structure de l'onde stationnaire
En un point de cote zdonné, les dewx champs sont en quadrature de phase,
Les champs électriques et magnétiques sont des fonctions sinusoidales de z et s’annulent
done périodiquemnent dans des plans dits redaux, espacés d'une demi-longueur d'onde.
Pour le champ électrique, les plans nodaux correspondent & £ = —n%, et sont des plans
olt le champ magnétique vibre avec une amplitude maximale : plons ventroux du champ
magnétigue. Les plans nodaux du champ magnétique correspondent & z = ~(2n “%’ et

sont les plans ventraux du champ électrique.

Le plan conducteur. est évidermment un plan nodal dn champ électrique. C'est donc ausst
wn plan ventral du champ magnétique. Il y'a donc une force de Laplace exercée par Ponde
sur le plan conducteur © ¢’est la pression de radiation.

4.1.3. Aspect énergétique des ondes stationnaires
Le vecteur de Poynting sannule sur tous les plans nodaux de I'un ou l'autre des champs,
donc tous les % Liénergie se trouve donc confinée entre des plans distants de %
La valeur moyenne au cours du temps du vecteur de Poynting est nulle en tout point puis-
que les champs % et % sont en quadrature de phase,
La densité volumique d’énergie électromagnétique en un point de cote zs*écrit :

u = Qs{,Egm(cos?(a)z + q))cos?%)z + sin?(et + Q:)sin?%z).

W . 4l 2 .
En valeur moyenne au cours du temps : {u) = soEgi,i(coﬁEz«i- sm?Ez) = go KBy, indé-

pendante du point ol1 on la calcule.

4.1.4. Pression de radiation
A la surface du conducteur, la discontinuité du champ magnétique vaut :

7 7 Eoa
ot , A8, # ~B . = w2——6———cas(mt + ),
Le courant surfacique est dd au champ &lectrique et est dond suivant [

T EO:‘n

fo= 2 cos(@t + §)7,. Ld féﬁ:e' de Lai)iace Fexercant sur Pélément de surface d.§ du
Mot

conducteur par le champ extérieur {le champ réfléchi est créé par la distribution elle-
méme et est donc ure force intérieure} est done :

R s
dF = 1,dS A By, = Zuo‘;;cosg(mt-k@)dé'?z.
0

Clest une force de pression exercée vers Pintérieur du conducteur. Cette pression P est
appelée pression de radiation et sa valeur moyenne au cours du temps vaut :

EL,
<P) - ;l_ogé% = sﬂﬁgiﬂ

E!ecb‘omagnétisma MP, BT, L, PSL. 6 Nathae, Classe pripe




4.2. Propagation d’une onde monochromatique
entre deux plans conducteurs paraliéles

Soient deux plans conducteurs paralléles d'abscisses x = 0 &t x = a.

4.2.1. Recherche d'une solution vérifiant les conditions aux limites
Le champ électrique est nul 2 Pintérieur des conducteurs, et sa composante tangentielle
est continue. On cherche une solution monochromatique non plane se propageant sui-
vant O, polarisée suivant Oy et 'anmulant en « = ¢ et x = 4, de la forme :

i
E = E,sin TZeltwr-kag
£ = Lysin— ¥

. Lequa.ﬁon de propa.gatm donne la relat:on de dtspers:on
v ) LI Lo E .
+k2._+°—°§~"1;- -
et ag? ol

>
divE = 0 est automatiquement vérifié par le choix de la polarisation.

=2 a8 ; > oE, OF
roLF = ~37 fournit {expression du champ magnétique : ~i08 = axez-a—z o SOt

Y
B= zl—]«tcos:'31':««'151.‘} el(“’“m? —--E mnin—xe'(“”“h)?x.
="

La composante norma.ie du champ magnétique s'annule bien en x = 0 et x = 2. Sa
composante suivant 0z, dite longitudinale, r’est pas nulie.
%Eﬂ général, urie onde nonpiane ﬁ’égt pé;s“.‘trans_v_ez"se. o

4.2.2. Propriétés de Ponde guidée. Notion de modes
Pour une pulsation © donnée, il n'y 2 de solution 3 vecteur donde 4 réel, donc de pro-
pagation, que si @ > @, = E, soit une longueur d'onde dans le vide A <A, = 2a.

. 2 2

5i > w,, il peut y avoir plusieurs solutions, B o= +2 L EE correspondant 3 des

b 3
- ere ¢ @
valeurs entiéres de # différentes.

v

‘Lemstence de condmons aux. hmxtes entrame wné -quantification” des vecteurs
donide. A chaque valear de n correspond ani mode de propagation d1ﬁ'erent, etune.
_ puEsahen de coupure au-dessous de iaquei!e ce mode ne se propage pas :

D'une maniére générale, 3 chaque sclution vérifiant les condmons aux hm1tes on associe
urt mode de propagation.

Ici, on 2 choisi un champ électrique transverse. Le champ magnétique a alors une compo-
sante longitudinale. On parle de mode transverse électrique.

: Les sohutions’ k decntes - dessus sont notees TE On anrait pu de meéme chercher
“'un champ magnétique transverse, et les solutmns alfaient &té riotées transverses
. magnétiques : TM Le champ electmque a alors enl general une co:rposante Iongl—
'tudmaie : N . TR R :

SRR

La solution générale sera une superposition de ces différents modes.
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4.2.3, Polarisation d'une onde par passage enire deux plans conducteurs
S1 Ton cherche une soluuon polarisée perpendiculairemnent aux plans métalliques :

E Eo{xyettor-tog dwE = () imnpose que ce soit une onde plane, E étant normal aux
plans corductenrs, peut étre non nul en x = 0 et x = 2. Le champ magnétique

O
B = Mége'f“’""z)?y est tangent aux plans conducteurs, # peut donc éire non nul,

2 . v By s o ,
La solution (E = Eyeile-tag, B = -Cwei(“"‘*ZJeJ,), avec k = 5 ot donc toujours solu-
tion, quelle que soit la valeur de la pulsation .
Une ende plane non polarisée se propageant suivant Oz sortira donc polarisée per-

pendiculairement aux plans conducteurs si Pécart entre les pla_ns est 1nfeneur &sa
demi-loagueur d’onds. :

g

4.3. Guide d’onde infini & section rectangulaire

4.3.1, Définition du guide d’onde
Un guide d"onde est un cylindre métallique soit vide, soit rempli d’'un diélectrique, dans
lequel une onde é&lectromagnétique se propage paralitlement aux générafrices. Les
véflexions sur les parots métalliques empéchent Pénergie électromagnétique de se disper-
ser dans Vespace entre la source et le détecteur.
Le guide d’onde peut &tre rectangulaire ou cylindrique.
Nous considérerons un gmde d’onde rectangulaire, dont le volume intérieur est assimila-
ble au vide, et dont les parois sont des conductenrs parfaits {figure 7).

4.3.2, Ftude d*une onde guidée TE
Les pians conducteuss sontlesplans x = O et x = a, ety = 0 ety = §, avec ¢ < h.
On s'intéresse & une onde monoechromatique transverse slectrique se propageant swivant
Paxe Ozdu guide, et vérifiant les conditions aux Hmites, donc de la forme !

E, = §l(x)sinﬁ;5?ei(mt‘k<), )::_7 E (y)smwe'(‘”’*"z), onde TE
Y
Le champ doit vérifier divE = 0, donc:

dE(x
jd!: }sir1»~~~5~2 Hoiz) ol _2(32) mme‘(“" %) = (), quels que soient x % Z et t

m
Eop = 0.

E(x) = §wcosn%:¥, g‘)_(y) = [,4c08 —3—2 et, si m et nnon nuls : g:@w*?;.__




5
Sim=0, E = Eysin™2eit0rta3  sin =
£=4L P y

Léquation de propagation, écrite indifféremument sur la composante x ou la composante y
donne fa refation de dispersion :

~p
0:E= é)losm@—;—tze‘(“"—“)?x.

9 9t 3 me]( Ang WAy .
b b e — — It B cOs ——gint e““’"kﬂ) = (), soit:
[Bxi 9y% 922 2 RFI a b ’
B (?E + @)
2 | gt 5
N ; L n21£2 min?
kestréel et Ponde se propage donc sans absorption si o > &, = T La plus

petite valeur de @ possible pour qulune onde puisse se propager est done @, = R—;—:, cor-
respondant 3 une longueur d’onde dans le vide A égale 3 2o
Pour ung pulsation donnée, le mode pour lequel le module £ du vecteur d'onde estle plus

grand est le mode TE,; dit fondamental. Si %c << nc(é + %), seul ce mode sera

excité : le guide sera dit monomode.

4.3.3. Etude de l'onde guidée TE,,

R
E =0, E = E, Smn_“ﬁemm:»kz)_ koo |80 _1E
L0 62 d2

La vitesse de phase vaut :jv, = ¢ L = toujours plus grande que c.
o
. i _de_c&_ [ a?
La vitesse de groupe vaut ; vg= g = ;; =g zmgé.
<
4 nx (ml ] )
Le champ magnétique vaut:| 8 = ——-cos—E e - —E sm l(m—k-z)z

En notation réelle :

-
E = Eysin ’-Zi‘cos(mz_kzm)?,

=Y

_ 7t 7x\ kp . wx
8 = »«Eo(a)cos ?)sm(m w kz+ (f))?z« E‘Eosm - cos{wé— kz+ )8, |,

et le vecteur de Poynting s’dcrit :

3
EAB
Mo

>
R=

e e ® sor
= Ha[Eosm - cos{w? kz+<b}?,.]

n
A [—Eo(a%cos ‘f)sin(mt -kz+ §)¢,~ (%Eosin TgT‘;’ccos(mz o g+ ¢)?x}
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0o

—> _eOEg[ w2
((R}) = T !—-;Ec?z.

La valeur moyenne au cows du temps de la densité volumigque d'énergie est

2
Bopa . ot 1 nx 1 Y.L S
() = Eos 2 4# 5 Eo(m2 2 ) 4p0c2[§ wg)Eossn“’mE, soit, en moyenne

g
sur une section du guide d'ondes (¥ varie de 0 4) : {{w)) = ZQEQ

On retrouve que l'énergie électromagnétique se propage' dans le guide & Ja vitesse
o
v, = ¢ fl——g.

2
o,

B Réflexion et transmission d’'une onde plane

5.]. Lois de Descartes

>
Si une onde plane monochromatique progressive E,-e‘(“””?“"?’ arrive sur le plan appelé
%0y séparant deux mitieux {1} et (2} dans lesquels les relations de dispersion £{®) permet-

tent de définir les vitesses de phase v, (w) = et vy{®) = , elle génére une

s
fg(0)
i d-E - 7)

-
ny{a)

-+ - . Ll
onde plane réfiéchie £,e'®"% 7 et une onde plane transmise Ee
de satisfaire les relations de continuité des champs {figure 8).

permettant

¥

Ces relations doivent &tre vérifiées & tout instant, et les sinusoides forment une famille
libre, ce qui impose : @ = @, = ®,
o,

4 Les ondes réfléchies et tra:nsmises'ont méme pulsation que Ponde incidente, . -

De méme, ces relations doivent étre vérifiées quels que solent xety, donc &, = £, = £,
etk =k =

Electromagnétisme MP, BT, PC, BSI. © Mo, Gl pripr




% Les composantes tangentielles des vecteurs donide des ondes incidentes, réfléchies
% et transmises sont les mémes,

81 % = #, estle vecteur normal au plan de séparation appelé diopire, I'égalité des compo-

. P >
santes tangentielles s'éerit: %A% = & A7 = kA% Les normes des vecteurs d’onde

n, @
Sécrivent &, = £, = ——1— etk = ”nzc - Onnote i, Pangle d’incidence entre 7 et la direc-

tion de propagation de Ponde incidente #, = #{ Pangle de réflexion entre 7 et i, =

2 Z
E E

Ea

et i, Yangle de réfraction entre 7 et 4, = ¢ Les lois de Descartes pour ia réflexion et la
2 3 P

. s oaa 5 3 PP 3.0 2
réfraction s'écrivent alors : o, (%~ #,) A % = 0, (mE; - m#) A% = 0, ou encore :

Le ra.yon reﬂechx etle rayon réfracté sont dans le pizm d'incidence.
s:ml siffy i df = :n:ﬂzl, et m;sing; = 7y Sint £y,

5.2, Interprétation des ondes guidées TE,

Dans le cas d’un conducteur parfait, il n'y a pas d’onde transmise, mais seulement une
onde réfléchie, de méme amplitude.
On s'intéresse 4 une onde plane incidente polerisée suivant Oy Son vecteur d'onde est

donc dans le plan 20z, et fait Pangle 0 <0 < g avec Oz Le vecteur d’onde de Ponde

véfléchie par les plans # = O et & = ¢ fera alors Pangle ~6 avec Oz dans le plan x0z
£ = E“E(mse?ﬁ sinB2), et £, = %(cos&?z— sind?,).

> i(m:—‘fcosez—n—’sinex) > i(m-ﬂcosegﬁfmez) R T
Ei= Epe* °© ¢ ?7, E = Ee* °© ¢ ?J,, avec B+ E = (0 en
x = 0, donc B, = ~Ey = —Egel¢,
Léur superposition s’écrit ;

i L) O Ko N @
> if at-—~cosbz i 5indx i sindx if b= cosB2 .
£ = gue( < )I:e € —-ec ]?y = —QEgoa( ¢ )sin(%)smex)?y.

=+ ? TCC
E+E =0 enx =g donc sin@ = —, avec n entier.
== aa

Senles les ondes faisant un angle @ vérifiant cette relation pousront se propager dans le

guide, avec le vecteur d'onde ¥ = %’cosez‘z.

0 ot

o
k= —cos® = fow o —F-
€ ¢t g

On retrouve la pulsation de coupure : sin® << 1 entraine ® > & =

L 2 . @ (0
En notation réelle : E = 2F,sin mtﬂzcosez,i-tp sin »Esmﬁx E"]

It

2E0005(mt ~kz+ - g) sin(%;f )?y.

6 - Propagation ot rayonnemzat
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Le champ magnétique associé peut &tre calculé comme somme des champs magnétiques

des deux ondes planes incidentes et réfléchies :

=
> ke = E(} i(w!~@cosﬂz—f£sin9x)
=¥y c ¢

B, = &—;A E = . (~ cos@Z, + sin8¥,),
P
-3 k= E. ifoi-2eos02+%sin6e
B = ZAE = ::96( c i }( cosBe, + sin0Z,)
- o c g
-+ E, o Lcostr sindax <i%in0y ~isingx i25in6x
B= =C—°e( : ][cosG? (ef -8 € )+sineé’x(e < hec )]
s By e Beosez @ @ 5
B = -“:E(w]e ( ¢ ][(Qisin::- sinex)cosa?, + (2 cos = sinexjsinﬁe)x}
En notation réeile :
+ 7 Eycos@ .
B= 2t 0 'n(mt—?coa@z+ qJ)sin(%sinex)e’,
EysinB @ .
e cos(mt ~Deoshz+ ¢) cos(— sme'é;)?x
¢ €
N

[

B=- QEugcos(wt e kz - g) sin(%—sx)?x - EEO%sin(mt —kz+ ¢~ g) ces(%t )Z“z.
Les résultats sont conformes & ceux trouvés précédemnment pour une onde TE j au para-

graphe 4.3,

6 Rayonnement dipolaire

6.1. L'approximation dipolaire

Les sources d’ondes électromagnétiques sont des charges en mouvement.

Les équations de Maxwell permettent de calcuder les champs Electrigues et magnétiques
qu'elles créent en un point A4 4 partir des potentiels dont ils dérivent, qui, si 'on utilise fa
jauge de Lorentz, ont la forme des potentiels retardés donnée dans le chapitre sur « les
équations de Maxwell »,

Ces potentiels font intervenir les charges et les vitesses définies au point P a Pinstant
P
¢

L i Lapproximation chpo[alre consiste. a consxdérer des distnbutzons de charges equi-
valentes aun dlpole d extensu)n spaha_le a autour d'un point’ Osufﬁsa.mment petxte

PM oM

. pour que Yon puisse confondre les temps i s et fom i z

Fowmain
[

Pratiguement, cela sigrdfie que le temps caractéristique des mouverments des charges est
. a

petit devant -

Pour des mouvements sinuscidaux de fréquence v, cela revient & supposer ¢ <€ X = =

longueur d’onde dans le vide & cette fréquence. On peut encore considérer que les vitesses
des particules, de Pordre de av, sont trés inférieures 4 ¢ : particules non relativistes.

?:Zlectmmagnétime B, BY, PO, BSE. o oo, Clase polpr




6.2. Calcul du rayonnement dipolaire

Les équations étant linéaires, on peut toujours décomposer un mouvement quelcongue en
trois mouvements suivant les trois axes de coordonnées. On considérera donc un mouve-
ment de charges suivant la direction fixe Oz {figure 9).

h-t

Eexpression du potertiel vecteur dans I'approximation dipolaire est alors :

(pe-t
ji(M, ty = ﬁ_[mwi,-M—dtP On pose (5, 1) = .t—-- A grande distance, le déve-

loppement 3 Pordre 1 en 2/r donne Pexpression : A(M, H= m]ﬂ j(P, ¢t )d*r.' p et en
Y
faisant intervenir le moment dipolaire § = p#, de la distribution : 4 = g—%gﬁ(t’)?]t.
> »
On en déduit immédiatement le champ magnétique par B = rotd.
Si une fonction fdépend des variables x, y et zdes coordonnées cartéstennes uniquement

par Vintermédiaire de + = Jx2+y2+ z2 %ég; = : f!r :%l; 7.
Le calcul se fait en coordonnées cartésiennes, et on peut donc utiliser le vecteur nabla
{voir chapitre 1}.

Pour une fonction ne dépendant que de r: V = 8 ? ay? 3832}‘ = i;f ?,31
dg
3:‘_«7}'/\.‘;1, soit:?i‘ Bod dt 9,/\3.
drdrl 7 z

3 ey = 9290 _1dg _g
78 = ey T ear & tg{”

= Sy @p
On pose § dt’u Yetp = dt’ﬂ(t )
B toff £J (é Ji)
B = 4Tt(r2 to énd, = yae ) sme?
On ne s'intéresse qu’au champ rayonné & grande distance. 5i Test le temps caractéristique

s 1
des variations de p, r =3 ¢T = A, doncles termes en ;15 sont négligés devant ceux en e
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Remarque
On reconnait dans le
wwemnier terme le po-
entiel  électrostati-
e du dipéle,

. i . . s
Les termes du premier ordre en - Pproviennent uniquement des dérivations de

£ = t—£ par rapport a 7.

3 Pof e o o3
B = 4nrcsmf}?¢ = 4nrcﬁA?"

Pour calculer E(M , £}, il faut conmaitre le potentiel J On P'obtient & partir de la jauge de
Lorentz :

L 18V zd Fo .. KoZ wem) o _10Y
divd = CrTE oit rdr(4nrp(t )J 47tr( rﬂp( - ‘b(t }) T el

@ 2
= ke z(w j)(t }) M(M p{t )) en coordonnées sphériques

4wr 41
d'axe Oz 5
En ne gardant que les termes en %: Vo= uocms e B4,

]

7 e, od ) 1
E = wgradV/ I En ne gardant que les termes du premier ordre en T
2 Hgcosb Uy .o Upsin®, .
E= - Pl gt = b 41::*(‘6/\8

% : _L’onde zayonnee a gande chstance en M pa,r unudq:;oie .var:able Fa .gio_m; po_t_k_';__
o 0 : ;

:v. . ‘Elcar‘acteﬂstxques E = p(t-—)smﬂzg, = 477_:—5;

B

g lf.

o -Vas:xon

Elle se propage suivant 7, 2 la vitesse ¢ comme une onde sphérique, mais elle est aniso-
trope puisque les amphtudes des champs varient en sinf : Pamplitude rayonnée dans la
direction du dipdle source estnulle, et &lle est maximale dans la direction perpendiculaire.

§.3. Puissance rayonmnée

6.3.1. Expression de la puissance rayonnée

- Le vecteur de Poynting s'écrit :

\
2
%a _LZ;,\(&,&] = Ly o Ho l[}i(r-IJ] sin267,.
Ho ¢ ¢

o i6ncr?

La puissance rayonnée & travers une sphére de rayon R centrée en Q est donc :

1615%-”}22[ (5" —JTsinzeRgsianedcp, S0t

-Gl awoss~ 2o
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6.3.2. Conséquences du rayonnement dipolaire
Si le moment dipolaire § modélise un systéme de deux charges opposées, dont 'une est

9 g2
immobile, P = llg_'ch, oil « est Paccélération de la charge mobile  Vinstant £~ E.

Toute charge accélérée rayonne de Uénergie électromagnétique, proportionnelle-
_ment au carré de son accélération. i . )

En particulier toute charge en mouvement circulzire rayonne de l'énergie.

Cela rend instable le modéle « planétaire » de l'atome de Bobr.

La courbure des trajectoires des particules accélérées dans les synchrotrons entraine un
rayonnement X intense qui est parasite pour un accélérateur de particules, mais qui est
his 2 profit comme source de rayons X.

5i Yon considére le mouvement du diple comme une superposition de mouvernents

sinuscidaux, () = f:?(m} cos{wt + tb(m})dmgz, les puissances rayonnées s'ajoutent : la

oo Lg% 52( 40)
puissance rayonnée en moyenne au cours du temps est (F) = IG “01——-——5%—5—-—

@*s? :
sité spectrale : (:%:) = E".i.ﬁ%g_’.).). o

da de den-

6.3.3. Phénomeéne de diffusion

Si une ande &lectromagnétique plane polarisée rectilignement, de pulsation @, arrive sur
un milieu contenant des particules petites devant sa longueur d’onde, elles vont se com-
porter comme des dipdles en vibration 2 la pulsation @ paraliélement au champ électd-
que de 'onde.

1 y aura donc &mission par ces particules d’ondes diffusées a la méme pulsation @ dans
toutes les directions, mais préférentiellement perpendiculairement au champ électrique
de Ponde incidente. La puissance rayonnée est cédée par l'onde incidente qui est donc
absorbée en partie. C'est ce qu’on appelle la diffusion Rayleigh.

S'il v a superposition d’ondes a des pulsations différentes, les puissances diffusées seront
proportionnelles & o4, les amplitudes d’oscillation des charges dépendant peu de la pul-
sation en dehors de l'existence de phénomenes de résonance.

Pour de la lumniére blanche, cela signifie que le bleu est plus diffusé que le rouge, et done
aussi plus absorbé.

La lumibre émnise par le Soleii est ainsi diffusée dans toutes les directions par les raolécules
de Patmosphére préférentiellernent dans le blew, ce qui explique la couleur du ciel. Lors-
que le Soleil est bas sur 'horizon, la couche d’atmosphére traversée est plus importante,
¢i bien que la composante bleue du spectre solaire disparait presque entiérernent ap profit
du rouge moins absorbé. On interprate ainsi les aspects colorés des lever et coucher du
soleil (voir exercice 2 de « Savoir résoudre les exercices »).
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I

Tester ses connaissances

» Corrigés p. 232

% 1 On comsidére londe électromagnétique

dans le vide de champ électrique, en nota-
-3

tion complexe : E = EyfZ, +i¥ Jeivierite,

avec kréel positif.

a. Choisir parmi les réponses ci-dessous.

[ 1. ¢vest une onde plane.
2. Cest une onde progressive.
[;] 3. C’est une onde staticnraire.
4. Cest une onde polarisée rectilignement.

[ 5. Crest une onde polarisée circulairement.
b. Son champ magnétique vaut ;

DLE:
Ja2. 8-
(J3. 2=

4%3(2?, +12,)eitor-ta,
Ey o o
—E—(Zy+1?x)e Cont-ka),

J-1-25—)[(:()3((1)?, - kz)?y +sin(wt - k2E.1

B £ A partir d'une source d'onde électromagné-

ticgua placée en 0, on peut émettre dans le

vide une onde électromagnétique sphérique
+

transverse dont le champ électrique £ a

pour amplitude %f{r—ct), et dont le
. T EO-
champ magnétique s'écrit B = oA E.
Clavie [ Panx.

B 3 Donner, 2 partir des relations de continuité,
les caractéristiques de 'onde plane mono-

b 4

B 5

)

B 7

Taction de la force exercée par le champ

chromatique réfléchie par un plan métallique
parfeiternent conducteur, pour une onde
incidente polarisée rectilignement dans le
plan d’incidence.

Expliquer :-dans un plasma, on néglige
magnétique de P'onde sur les électrons en
mouvement, et le mouvement des ions posi:
tifs, Pourquod ces approximations sont-elles
légitimes ?

La lumiére diffusée par I'atmosphére 2 90°
de la direction du Soleil est polarisée, Expli-
quer pourguoi et donner la direciion de |
polarisation.

a. Montrer qu'il peut exister un mode longi-
tudinal d'onde plane monochromatique
progressive dans un plasma 2 une pulsation
@ que on précisera. Que vaut son champ
magnétique ?

b. Dans un plasma, que devient 1'énergie
transportée par une onde incidente de pulsa-
tion inférieure & la fréquence de coupure ?

a. Comment peut-on interpréter une sohu-
tion de Péquation de dispersion donnant une
valeur de kcomplexe : & = & +ik"?
Discuter suivant le signe de &, en considé-
rant & positif.

b. Dans le cas ol 'équation de dispersion a
pour solution F=F+if y at-# absorp-
tion d'énergie par le milieu ?

lélechmmagnéb'sma MP, BE, PC, PS1. o Saban, Close prits




Savoir appliquer le cours

= Corrigds p. 234

b1

p 2

» 3

forire le champ &lectrique et le champ
magnétique d’une onde monochromatique
plane progressive se propageant dans le vide

T avec
4

la direction Ox dans le plan x0y, et polarisée
circulairement droite,

sutvant une direction faisant Pangle

Une onde plane monochromatique progres-
sive polarisée circulairement droite, se pro-
page dans la direction 7, et est réflichie
sous incidence normale par un plan métalli-
que conducteur parfait placéen z = 0.

a. Ecrire le champ #lectrique et le champ
magnétique de Uonde réfléchie. Quelle est sa
polarisation ?

b. Ecrire les champs électrique et magnéti-
que de 'onde résultante dans le demi-espace
z< 0.

Ces champs sont-ils transverses ? Sont-ils
orthogonaux ? Sinon, quel angle font-ls
entre eux ? Que peut-on en déduire pour le
vecteur de Poynting ?

Daans un milieu dispersif de relation de disper-
sion ko), on superpose deux ondes planes
monochromatiques progressives de méme
amplitude, polarisées suivant Ox et se propa-

geant suivant &, de pulsations w(,—%” et
da
oy + ‘2-—‘ .

a. Fcrire au premier ordre en %0«2 les vec-
0

teurs d’onde k7, et kyZ, de ces deux ondes,

On posera kg = k().

b. Ecrire le champ é&lectrique de Ponde

résultante, et montrer que c'est une onde qui

Wy

se propage avec la célérité v, = z suivant
0

Oz, et dont 'enveloppe se déplace suivantla
dw

é irection 4 la vitesse v, = ~pyp.
méme direc s ™ I

¢. On généralise en prenant un paquet
dondes de la forme :

fit, o= :/%_-j’mg(m}e“(m‘“mdm, avec
i

5 4

» 5

8o

glw) = O st jo- o > e, et — = 1.
2 ma

Montrer que Pon peut encore le metire sous
la. forme du produit d’une fonction harmoni-
que de wy! —kyz et d'une amplitude fone-

tion de £ - CE% z. Interpréter en termes de
ity
vitesse de phase et vitesse de groupe.

On s'intéresse & une onde guidée fransverse
magnétique TM, honochromatique, se pro-
pageant suivant Oz dans un guide d’onde
reciaigulaire limité par les plans x = 0 et
xma, y=0ety=baveca<h
Dexpression générale des champs électrique
et magnétique est alors :

= (E(5, e+ Elx, 3%,

+ B (x, ¥)E,)eitmi-kz)
5 .
B = (B,(x, )i+ B, y)ipeitwito,

a. A Paide des équations de Maxwell, &crire
les composantes transverses E (%, )8, et

Hgd

g‘y(x, ¥) du chamyp électrique, et B (x, y)?*x
et B (x,y) du champ magaétique unique-
ment en fonction de la composante longitu-
dinale £.{x, ).

b. Ecrire Péquation de propagation de la
composante £ (%, 7).

¢. Expliciter les conditions aux limites pour
- oy

E et B sur les plans conducteurs. On cher-
che g_':z(x, ¥} sous la forme d'un produit
XY (y). Montrer que les conditions aux
Hmites font intervenir deux entiers met n, et
en déduire Pexpression de E(x,y) du
mode TM,,, damplitude E;.

d. A quelle condition sur © le guide estl
mono-mode ' Donner  expliciternent  les
champs électrique et magnétique de ce
mode TM ;.

On envoie sur un plasma occupant le demi-
espace z > 0, sous incidence normale, une
onde monochromatique polarisée rectiligne-
ment suivant Ox de pulsation ® < ©,.
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a. Donner le champ électrique et le champ
magnétique de [onde incidente dans le vide.
b. Rappeler 'équation de dispersion dans un
plasma. et donner lexpression du champ élec-
trigue et du chamnp magnétique de Yonde
—
,fmf, - (?
g
¢. En déduire les caractéristiques de l'onde
réfiéchie, et montrer que toute I'énergie de

dans le plasma. On posera & =

2
ne
avec (S)P =

. -Tonde incidente est réfléchie, |

d.Donner les’ caractéristiques de Ponde
dans le plasma, dite « évanescente ».

‘e La profondeur de pénétration sera-t-elle

{a méme pour une onde polarisée suivant Ox
en incidence oblique dangle 0 <i< g
dans le plan d'incidence y0z? Donner la

dépendance en y et z du champ électrique
dans fe plasma.

Dans un plasma dense, les collisions entre
ions et électrons peuvent étre modélisées
=
par une force de frottement fluide ~ %2'
a. Montrer qu'en régime harmonique, en
notation complexe, la densité volumique de
-

courant }',' est reliée an champ électrique B
>

par une relation de proportionnalité }? = vE.

Exprimer la conductivité vy en fonction de la

densité volumigue 2 des électrons libres de
charge —¢ et de masse m, de T et .

5 7

B 8

b. Exprimer la densité volumique moyenne
de puissance cédée au plasma. Sous quelle
forme se trouve cette puissance ?

¢. Trouver P'éguation que doit vérifier en
tout point la représentation complexe de la
densité volumique de charge p en fonction
de ®, ¥ et g5 Montrer que p = (0 sauf
dans un cas particulier pour lequel on don-
nera Pexpression générale de la fonction
o() en utilisant les notations : v, = limﬁ'y

=3

1y
# £41

et @, =
Ftudier le cas particulier ©,T > 1.

En procédant par analogie entre dipdle élec-
trique et dipdle magnétique, donner les
caractéristiques de I'onde rayonnée en M2
grande distance par un moment magnétique

S
variable placé en O M = M(£)7,.

On envoie sur un diélectrique d'indice 7 une
onde sous Pincidence 4], polarisée rectili-
gnement dans le plan d’incidence.

a. Quelle est la direction de 'onde dans le
diélectrigue ?

k. Le champ électrique excite des dipoles
qui lut sont paralléles. Ce sont eux qui sont &
I source de la lamigre réfléchie. Montrer
que pour une valeur iy de P'angle d'inci-
dence {incidence de Brewster), il n'y a pas
d’onde réfléchie.
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1~ Ondes électromagnétiques dans Focéan

a. Dean de mer est un milieu polaire caractérisé par une polarisation B= £e,~ nE
en régime permanent. Quand le champ électrique vare au cours du temps, la
polarisation du milieu né suit pas instantanément les variations du champ élec-

frique. B verifie alors une équation de la forme :

2,

= gol€, — 1)3 En supposant que B 9écrit en notation complexe

E = Eye™'®t, donmer Pexpression de la polarisation complexe en régime for‘ce N
et introduire une permlttmté relative complexe dont on déterminera les parb.es _
réelles et imaginaires €] et £/

b. Donner I'allure des courbes de & et € en fonction de m R
Pour Fean, © = [,0- 10-!s, Donner les valem-s numenques du mPPO!‘t: pour.'-
les deux fréquences f; = 500 kHz et £y = 500 MHz, en prenant & = 81 o

Dans la suite, on supposera €, réel et gal d a1,

a. La conductivité ¥ de Peau de mer est faible et vaut ¥ = - 4 S @b : :
On rappelle que dans un milieu de polarisation I-’) les equanonicqié Ma;éWeIi4_'
Gauss et Maxwell- Am?eresemveat. . S

15] wee B = 6B+ 5,

divD = Pibres rotf?) = pﬂ[
Ecrire Punee €01 régime sinusoidal force, pms les équatmns c!e Maxwell sxmph-.:j
fies dans l'eau de mer. . Ll R

7 hbre

b. En déduire Péquation de propa.ganon du cha.mp eIec‘mque danis I’eau de iner. "

¢ On considére une onde éleciromagnétique émise par un avion ou un bateau' :
situé & la verticale du lieu o se irouve Lm sous-marin. Le cha.mp eiectnque d

Ponde sera represenr.e en complexe par : E Eye-iwe-k2)g, {onde pola.nsee reg

lignement). Liaxe 2’z est Paxe vertical, orlenté de hant en ba.s, et la stirface de‘_ §
P'ocgan esten z = 0. Uair sera assimilé au vide. -
Donner e champ magnétique de Potide’ Smiks;
T etsa moyenne temporelie (ﬁ) '

éiﬂéf's_bﬁﬁy"é&tgm de ?oy'nﬁ_xég o

d. Cette onde arrive 2 la surface de Pean, et on &tudie sa propagatzon éventuelle ‘
dans 'eau de mer. On cherche une soiutmn de I'équation de propaganon sous, Ia '
forme E = Ee @807 : C
Montrer que cela n'est possible que si £ vérifie une equanon dont la solutmn"x
conduit nécessairement & un vecteur d’onde complexe. o
Simplifier cette expression en comperant numériquement les parties reel.les et
imaginaires pour les deux fréquences f| et fy. En déduire Texpression de ]c en-‘_ _
fonction: de m, gy et y. -
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et

savoir résoudre le:

B3 Donde électromagnétique arrive & la surface de Pocéan sous un angle d'inci-

dence nul. Elle se réﬂéd'x_i_t;?a fa surface de Peau en donuant une onde caractérisée
par le champ électrique £ = rEge orhag ot est partieliement transmise en
donnant une onde caractérisée par ie champ électrique jﬁ = (EgemHOhag Ly
et ¢ sont des coefficients cornplexes. -

a. Donner les expressions de E?r et ft en fonction de § = J;—%a Déterminer

les expressions des champs magnétiques réfléchi et transmis.

b. Rappeler les conditions de passage des champs électriques et magnétiques au
niveau de la sarface de séparation eau-océan. En déduire les coefficients com-
plexes de réflexion r et de transmission ¢ en fonction de ket £, puisen fonction . -

de o = Im
¥

-

¢ Déduire des expressions précédentes 'expression de £, et 8, en faisant appe-
raitre un terme d’arnplitude, un terme d’atténuation et un terme de propagation. .
d. Caleuler Ia valeur moyenne du vecteur de Poynting associé  Ponde transmise.
. On définit le facteur de transmission T comme le rapport de énergie trans-
mise par Ponde incidente sur Pénergie contenue dans I'onde incidente. Calculer
Ten fonction de . Quelle est Pénergie transmise 2 la profondenr 22 -7 7
£ Calculer de méme le facteur de réflexion énergétique R, et vérifier la conser
vation de Uénergie. N R )
g. Calculer pumériquement Ia fraction de I'énergie incidente captée par le s0us-. .
marin 4 la profondeur d’un méire pour les deux fréquences précédentes. L

esoiution méthodigue

Pour toute opération lindaire effectude sur les grandeurs physiques harmoniques, la notation
complexe simplifie beaucoup les choses. La multiplication par une constante, mérne complexe,
fait partie de ces opérations linéaires.

Les équations différentielles se raménent & des équations linéaires entre les amplitudes par étimi-
nation du facteur en e/ ou e-i%. Ce chaix est arbitraire, mais ' élimination imposé qu'il soitte
méme partout, il faut denc faire attention au choix dans ['"énoncé de la notation en et gy
eit Lo choix de e ou e ™ en découle, et est conditicnné par le sens de propagation.

lc, fa notation choisie est en e~ Les expressions complexes obtenues seront complexes’
conjugudes de celies correspondant & une notation en it

{‘apparition de coefficients complexes entre tes amplitudes signifie simplement un déphasage
entre ces amplitudes.

- > >
a. La polarisation complexe P vérifie Péquation : P(1 —iot} = g(e, -~ 1)E.

> >
La permittivité complexe est définie par P = ggl€, - E, donc:

g,~1 _g~imt g+ olt+inte-1)

- 1+ = =
1~iwt  1-10t (1 +wit?)

r

SO ——
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et g =

i |
- - i
[ i
! :

A basse fréquence, wt <« 1, g =¢,. A haute fréquence, 01T = 1 g,w'E comme dans
le vide.

2
80
i
\
g0 L \
\
40
64
.
\'\"‘N—»--%__%
2 4 6 8 0w
er
40 L
30
H
2 L
10 R
2 4 & 8 0w

b. A, N. : If faut comparer la fréquence de Ponde & f; = _i_'t 16 GHz (s0it une lon-

guewr donde dans le vide de 1.9 cm).
Les deux fréquences considérées vériflent f < f.
Pour f = 500kHz, o; = 3,14-10% rad - 571, @t = 3,14 10°% g = 81 & 109 pras,

"

= 3,1-1075.

Pour fy = 500 MHz, 0, = 3,14 109 rad - 5=}, @yt = 3,14~ 107 g/ = 81 & 10~ prés,
Slosi-10,

r

Pour ces deux fréquences, dans le plan complexe, €, se confond avec la permittivité en
régime statique.

) =

| b d
) 2a.5,8+P =D =zxkF
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12&quation de conservation de la charge s'écrit %— + éwa =7 ~--L—p =
0

En régime sinusoidal forcé, p = 0, etdong éivD = 0 et div}i‘ = 0

5 2
> 3 — -
divB = 0 1-’_9‘)tE = m%—'—?, rotB = u{yE + Soer%«g
b- I2équation de propagation s’obtient en &liminant le champ électrique :

rot(rotE} grad(dwE AE —g—[uo“{g‘+e2%f)

f
> |3
divE = 0. Lléquation de propagation sécrit donc :;EE =RV T E5E
{

{cbtention de F'équation de propagation se fait tagjours de la méme maniére, mais it ne faut pas

oublier de vérifier que divE = = 0, ce qui est toujours le cas Jorsqu'ily a proportmnnai:te entre
la densité volumique de courant et le champ dlectrique, et se démontre & partir de F'équation
de conservation de la charge.

ez s

c. Dair est assimilé an vide. L'onde émise par Pavion est donc une onde-&leciromagnéti-
que plane monochromatique polarisée rectilignement :

- . e B, .
E = Fpetlo-k97,, donc B = Re-ioriod,

Le calcul du vecteur de Poyhting instantand, ou de toute grandeur énergétique, est une opéra-

1
.
tion non lingaire, il faut dane repasser en notation réelle. [

> - E
E = Egcos(ot-£2)7, B = mfcos(mtukz)?}.

- 3 g2
8= AB 20 o8 et~ kz}g’ - EGEQCOSQ(CDt kz)ce’
Uy e

T

= :

¥n moyenne, au cours du temps (ﬁ) = eo«»g«qc?z.

Remarque : ce résultat peut aussi s"obtenir & partir de (ﬁ) = éRéL" n
']

5 - .
d. En reraplagant £ par son expression complexe £ = Eye ™83 dans I'équation

g
de propagation, I'équation linéaire obtenue est : BE, = louyyEy+ E%m":Eo, ce qui n’a

de solution non nulle que si !ct = 1m;_t0'y+ — o2, | éguation de dispersion du milien.

i

kf’ étant complexe, 4, Pest nécessairement aussi.
I I 2 g0 EpED
Le rapport des parties réelles et imaginaires de £ est = -
e2pgy H




Pour f; = 500 kHz : le rapport vaut 5,63 - 104 ; pour f, = 500 MHz, le rapport vaut 0,563,
Pour £, B peut &tre considéré comme imaginaire pur, ce qui n'est plus possible pour £,

Pour prendre I racine carrée d'un nombre complexe, et plus généralement lorsqu'll 'agit d'opéra-

tions de muitiplication et de division, if est plus simple d'utéliser "expression en madule et aegument. |
. .3l 'agit d'addition ou de soustraction, il est préférable d'utiliser I'expression en partie réetle ot
T partie imaginaire,

l 3 Y ) .
Pour f, ic, = QoY = QpgYe 9, sait : ik, =k 4"cs)uﬂet4 =t M(Hi) = ﬁ(l 3.

. On retrouve Feffet de peau vu en induction, puisque F'on néglize fe courant de déplacement.
; P 1 ! q BHg :
- i - T L A e i, S ety v

Pour f, k = 1mu(,y+m—-032 wuyyli+£), avec £ = 0,56,

ko=t Jopgr1+ s,?ei2 =k (P%Qﬂ(cosg + isin%)): on confond (1 + &) avec |

Rigoureusement on trouverait 1,07,

¢ 9
[cos2 +1sm2) 1
ko= 2 f8 T4 avec tang = o S0it
ko= :l,:afi(o’86 -giO,5G) = i( L2 +§0’7I) , peu différent de la formule obtenue pour la
fréquence f|.

% 3 a. Le champ réfléchi est dans le vide et 2 pour vecteur donde-E k= m; = ~kE,.

Le champ transmis se propage suivant Oz dans la mer et a pour vecteur d'onde
2o (1)
* ]

#,. It faut prendre la racine avec le signe + pour que le champ ne diverge pas.
Ey .

Le champ magnétique réfiéchi 2 donc pour expression ﬁr = wrzge"(*"*m"é’y.

Le champ magnéﬁque de Yonde transmise a pour expression :

?AE L, “(“‘“g)e“ggy.

b. Au nivean de la surface de séparation, il n’y a ancune discontinuité des champs électri-
ques et magnétiques, les densités volumiques de charge et de courant étant finies dans
cette modelisation.

i Les caleuls des coefficiants de réflexion gt de transmission se font toujours de la méme maniére, 3
¢ ‘partiv des relations de continuité. 1 faut éceire fe champ électrigiie &t te champ magnquue i
: résultant dans chacun des milieu, de part &t d’autre de lasurface de séparation. H n'y a de dis-- |
1 continuité que ¢'il v a des charges ou des courants syrfaciques : conducteurs parfaits, diglectri-
| ques isolants parfalts Sinon, il n y 2 aucune dlscanhnu:{:e Clest le cas ici,

Donc, en z = 0 EZ Ea Ez L+r =t 3 § § Kl-7) =

é -~ Propagation et rayonnen
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!

Foooelled) - Teidugre? NCEREIN
P G P ; g
o B = WQU’,EOZ{ ebe ‘{W b), et ﬁ; S +:-——~"L—2EO? —g b (
2+ (l+D) — c o+{l+i)
d.
On ne demande que la vateur moyenne du vecteur de Poyating. H est donc possible de rester en :
3 i
* &
notation complexe, en utilisant la formule : (ﬁ) = -Z—Re[f : g ) t\
0
B 20 1-i_ 2 1% 20 o |
sR e 7, = g cEge i
Lm) 2“[%(1 T Tige {x+(1-i)] R TP St
. A

1
| car la valeur mayenne du vecteur de Poynting de Ponde incidente

H est utile de vérifier que pour k = &, soit & = 141, on trouve bien un coefficient de trans-
missian énergdtique dgal 3 1, puisqu'il 'y a pas de changement de miliew,

f. De meéme, la valeur moyenné du vecteur de Poynting de londe réfléchie s'éerit

T A P T (I CEVLE S
QEOEGTTCZ’ soit:] K = T (a+1}2+1m§

On vérifie la conservation de Pénergie : R+ 7T = 1.
iz
. Cette fraction s"écrit: Te 9.

i
Pour fy, ¢ = /f%‘f-‘ = 3,73 109, T) =200 = 7,4 1073,

4 v
Pour fy, op = ’-—T—%@ = 0,18, Ty = 0,3.
1 - 1
Pour f,, &, = ’—————m« = 0,36 m. Pour f5, 8, = / = 0,013 m.
o & TeTf | For % TS

Donc & un matre, la fraction de Pénergie incidente est 2,9 - 1075, pour une fréquence de
500 kHz, et complétement négligeable pour 500 MHz.

La transmission ¢’ondes &lectromagnétiques entre Pair et Ia mer se heurte & deux obstacles.
La conductivité non nulle, méme s elle est faible, de I'eau de mer, entraine un effet de
peau d'autant plus important que la fréquence est élevée.

électmmagnétisme MR, BT, 2L, PSE o Nashon, Sl pri




51 Pépaisseur de peau est grande, et donc la fréquence plus faible, le module du vecteur
d’onde est faible, ce qui entraine une faible valeur du champ magnétique transris, et
donc de Pénergie transmise : Pénergie est essentiellement réfléchie.

clin mwilisn réel, sounus & wns amplituds de champ dlectrique harmonigue pas trop
‘.leve{; aura un comporiermsnt Bndafre. La densité volumique de charge est alors
sy wvareie des solulions de Péquation de propagation sous forme dondes
planes monoshvometinues progressives dont fe vecteur d'onde, en géndral complexe,
vérifiera une éguation da dssr;c*smn

* A Pinterface antee deue miliew, Féertrure des equations de vontinuité permet d'obtenir
les coafficients de réflexion et de transmission pour une pulsation dennée. i} faut crive
d'ung part i somine des ondes incidente st réfléchie dans le premier milleu, et
d'enire part Ponds transmise. .

* Lo valauy moyenne du vecteur de Paynting représente l'intensité transportée par
v chaque onde. La ol de conservalion s"derft '
internsité incidente = intensité réfléchia + intensité transmise.

£ I, R S P s we

Aizentien : Me pas confondre Jes rafations de continuité et les joks de conservation.

e AT Tt o TR

2 - Diffusion des ondes electromagnettques
par des particules {d'aprés Manes-Pont$) '

Partiz A - Cas général AR
?\ T Le moment électrique dipolaire 7{1) placé en O, pomte dais ine direct:lon‘.'f
quelconque fixe. Le champ rayonné en un pomt M quelconque denve, da.ns la;

Jauge de Loventz, du potentiel vecteur A{R 8 = ﬁp (1:), ou R OM : Rﬂ, ":""

p (1) estla dérivée par rapport au temps de moment dzpolazre, pnse au « temgas'l'
retardé » 1 = t——c—. o

‘8. Monbier guad'ordie le piusimsen i le champ ma,g-nehque'en M s'8erit s ::T ;

Bk o = m-*fﬁ iu,\p(r)

b. Si la dépendance F(¢) est smuso:dale, quelle est la é:stance caracterssthue
au-deld de laquelle la formule ci-dessus peut étre considérée commie valable 2
¢ En admettant que la structure du champ magnétique rayonné 3 grande dmtzmce- b
est localement celie d'une onde plane, montrer que le champ electnque g'éerit

E(R 5= ’—l-‘l-i-ﬁz\(a,\p(r))

Quelle méthode pourrait-on utiliser pour démontrer duectement cette expresswn e

6 - Propagation et rayonnansast




?‘ 2 On s'intéresse désormais au champ diffusé par un ensemble de N particules placées
dans le vide, & l'intérieur d’un volume V Ces molécules sont caractérisées par
leur polarisabilité «(w) ol & est la pulsation de I'onde incidente ; le moment

i 7 e .
dipolaire de la {#™ molécule est alors : ﬁ,.(z) = dne,a(@)EF, 6, ot EF, 0

o b d
est te champ électrique au point m; ol se trouve la %" molécule. (Omi = 7).
-
E est aussi le charnp associé 4 une onde &lectromagnétique plane monochro- :

- - -3 i
. . e 4 ¥ i E o ® 3
matique polarisée rectilignerment : E(?,», {) = Euee‘m?f @l "Kﬂ = et £ est 1

W: le vectetr unitaire qui définit la direction de polarisation. Or suppose que la
} vitesse de prepagation de Ponde dans le volume Freste égale a c, vitesse de la I
: lumiére dans le vide. |
a. Montrer qu’en un point A{situé a grande distance & 'extérieur du \Lolume Vla i
. » 2 )
contribution de Ja #4™ molécule & fitr) est: iz} = ~dmeglom) Ege' 'R"é"!*"“’”,
—— - - -
od K= 0M = Ri, K" = %, et @ = K'~K.
: b. En déduire la contribution de la 1% molécule au champ électrique diffusé,
i puis au champ magnétique diffusé.

K4
c. Quelle est la signification physique du terme 4737

3\ 3 a. Montrer que la valeur moyenne du vecteur de Poynting de onde rayonnée :

H 4 .

: dans la direction # peut s'écrive ! {I-}I) = 10!0{{0))!2%{&’/\ (i?/\_ %})Q(IS(Z), ;)!2).

I estVintensité de P'onde incidente, (I Ay (é, .t)i?} est Ja valeur mojen’n’e a carré
n

du module du « facteur de structure » S(a, t) = Ze(--iQ"ﬁ) .

i=0
b. Préciser brizvement 'anisotropie de la puissance diffusée.

i Basse pression

On considére un gaz & basse pression. Les molécules qui le constituent sont dis-
posées de fagon aléatoire. Dans la gamme de {réquence considérée, la polarisa-
bilité sera considérée comme constante : O(®) = o, : R
Londe incidente n'est plus polarisée : cest de la « lumiére naturelle » pour laguelle
la disteibution du vecteur £ peut étre considérée corame uniforme dans un plan,

‘ 3
perpendiculaire 3 la direction de propagation R.

% . T

? T & Calculer la valeur moyenne (IS(Q, t)l ) et montrer qu’elle prend une forme
v particuligrement simple.

b. Donner la puissance diffusée dans une direction ¥ pour une polarisation g.

%\ 2 Onse propose d’étudier la polarisation de Ia hamigre diffusée. Pour cela, on choi-
' sit dans le triddre orthorormé Oz, la disposition suivante (voir ci-aprés) :

I‘Eﬂecte'omagnéh'sme R, BT, PO, PSE. « Nathon, e e




Montrer, en supposant que = est trés voisin de 1, que & =

. oK

/
F ey

~ Ponde incidente se propage suivant Oz;
- & un instant donné, sa polarisation est repérée par te vecteur unitaire £ dans le

plan x0y et fmt avec Oxun angle $(f) qui peut prendre toutes les valeurs entre O 3

et 21 ;

" - on observe la dlﬁ"usmn dans la direction 2 u appaptenant an p[an %0z dxt pIan

de diffusion. Langle de K et 7 est noté y;

~la pc;iansataon de Ponde diffusée est ca:acterzsee par deux vecteurs unitaifes
orthogonaux & 2 dansle pIa.n de diffusion, et &, perpendiculaire & ce plan.
&. Exprimer % en fonction de el, 82, #, v et .

b, Exprimer, & partir des résitltats precedents et e moyennant sur 'l’axigie'(p, la’

dPy
pmssa.nce ( p Q) = I, diffusée’ par umte d'angle solide avec une polarisation’
& parallgle au plan de diffusion.

dpPy
Exprimer de méme la puissance [ ) = I, diffusée par unité d’angle solide

dQ

avec une polarisation &, perpendiculaire ait plan de diffusion,

. o 4
En déduire que la puissance totale diffusée dans 'espace est : Pi= %’m‘aﬁ"i NIy
On veut apphquer ces résultats 4 la diffusion par I'atmosphere terrestre de la
lumitre venant du Soleil.
a. Montrer en faisantun bilan sur un cylindre de base § et de longueir dz sui-
vant Ia direction de prapagation, que Vintensité 3 la traversée d’une couche dif
fusante contenant NV, moiécules par wnité de volume s'écrit : I(z) = e,
Exprimer q en fonction de Ny, ® el 0.

b. Uindice » d'un diélectrique peu dense peut s'écrire 2 = /1 + 471:&:91‘\70'(_)&0f
\ 2 (n- 1) m

est la signification physique deé A = -

c. Calealer A pour les longuewss d'ondes de 650 nm, 520 nm, 450 nm, sachant
que n~1=2,78.10~ (indépendant de Ja longueur d’onde} et N, = 2,7-10% m-2,’

En déduire pourquol le clel est bleu en pIem jour. jushﬁer son aspect an coucher du'

sofex]

. Quellé
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3

B4 On définit je degré de polarisation de la lumiére diffusée par E(y) =

H;’f
E'I -a«H,,

a. Justifier la définition de §() et donmer son expression dans le cas de la dif
fusion: par les molécules d'urt gaz,

b. Tracer {(y). La pastie g < &y < a-t-efle un sens physique ? Le tracé vous

suggre-t-il des vérifications faciles & mettre en ceuvre ? i

eﬂzhaduque o

Partie A

Les premiéres questions sont des questions de cours. Les reponses doivent &tre bréves et précises,
paur prouver que le cours est conau, sans perdre de temps 3 refaire les démonstrations.

e

P

f(:wéjl

¢
v ¥ a. Les opérateurs différentiels agissent sur des fonctions du type —% Si l'on ne

iy

garde que les termes du premier ordre en R’ on néglige —{5{—:2 devarnt -~ , etdonc

seules interviennent les dérivations par rapport & R par lintermédiaire de T = - f—{ En

utikisant Jes coordonnées cartésiennes, on peut utiliser la notation du vecteur nab]a, en

L3 lad
remarquant que dans ce cas: V = -l
9 A & R A PO b N C N
Donc B(R, f)—-!'O(.A—VAA-——EuAa%A— 4KR‘0‘

b. $i §(7) est sinusoidal de fréquence v, cela revient & négliger }1% devant 2% = 2%: La for-

rule sera donc valable 2 des distances grandes devant la longuenr d'onde A de Ponde émise.

3
¢. Pour une onde plane, {#, £, 8) forment un trigdre direct, et B = =

Donc £ = B g?: inls |
QNG /\CZE, SOIt l /\(3/\47{Rp) I

Pour démontrer directement cette expression, il faudrait wiliser la 3auge de Lorentz

divA+ }w%w = { pour calculer le potentiel scalaire, puis calculer £ partir de
> —— 2
B = - griv -2

2a.p(n= 41tsoa{o>)E0e‘””“””t-_ duncp (1) = - dnegnlof@)Ee K Teo0d,

m
T est e temps fretardé du temps m»iéw de propagation & la célérité c entre m; et le point
eloigné M.

| Electromagnétisme PP, PT, PC, PSE. o Nathan, Clow pripe




Le cateul de mM au premier ordre en 5-.471 dait étre connu sans hésitation, Hl faut connaitre

une méthode et s’y tenir | développement limité, ou usage du gradient, par exemple.

. 2> 2> 2 E 25 3 , ]
mM = JR2-Zr Ru+r;=R-r -t = R-4 -7, -u supremier ordre en ﬁ‘

© Ou encore : Mm, = MO+ grad(MO} - Omy = R4 - 1. {Attention au signe, M est ici fixe,
 etcest O quise déplace en m;) | ‘ ‘ ‘

- - <5
@ .
Avec K = zz'z’: K-Feot=K R-0 -7 -ot

s

2 P —K"ﬁ Fomep) 7
P AT) = ~dnggio(w)Eyeh f-0Fung |

Ce cafcui corresp nd 3 un caleul classique de de;::hasage entre deux ondes planes hsues de deux
sources O et m; s propageant dans la méme dlrectlon .

b. La contribution de ce dipdle au champ électrique diffusé en Mest donc :

Y N

E(R 1t = —}Rma(m)E,e""" RQF003 (G A R)
> 3 b R

B,-(R, £ = é%a(m}Ege'{K 'R‘Q'?f'@‘}(a/\ %)

e. Le terme &4 représente le déphasage entre les ondes diffusées par une source en 0
et une source en m; excitées par {a méme onde plane incidente. Clest fe terme interfé-
rentiel que l'on retrouve en optique physique.

. e ] 3 2 2 P T4 -

} 3a ER 1= Z[z}{R, £ = —%%a(m)z«:ue*(f"R"N‘JZ{e“'Q'fs)i?A (#ad), et
BR, &) = -3 a(m}E e R—w‘JZ(e-'Q fyEad). BB, 1) =" AE(R 5.

La valeur moyenne du vecteur de Poynting de 'onde rayonnée dans la direction #

s"écrit :

* 2
({) = wg%the((E(R M AB (R D) = «ME(R 1A [ —%—’—)] = %aoci}i{ .
(ﬁ) = 803521§2®¢fa(m}E2 Z_‘r(e"Q}") Eu/\(u/\a)i i, et Iy = Sﬂ;Ez.

Iei, fa moyenne a été faite sur un temps grand devant la période de 'onde. 1i faut encore
faire la moyenne sur les déplacements des molécules diffusantes :

219
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(i = fﬂRz o3

|
\
L

b. Lanisotropie est donnée par le fa.cteur

2 3 2 - 2k 2
Ba@abli = @a@aly - @adady = (uzxa)/\(uf\(u/\e)}vu.
# est orthogonal 2 (44 E) donc |u AT A a)i = {H A s) La puissance varie donc
comme le carré du sinus de Pangle entre la direction d'émission et celle du champ de
onde incidente. Elle est nulle dans ia direction du champ, et maximale perpendicuiaire-
ment & sa direction.

Partie B

B ia{s@ o) = QE‘(‘&"Q?‘)M (N4 3 2c08(B ;7))

Y

ii faut multipler par le compiexe canjugué On fait d'une part la somme des carrés, pufs on

zQ rEelO # 10 ’,

regroupe Ies produits e ete 'Q “t La notation § > § permet de ne compter chaque

couple qu'une seu!e fois,

5i les molécules sont disposées de manijére aléatoire au cours du temps, la valeur moyenne

2 3 |2
des cosivus est nulle. {On exclut le cas of é = 0, |S(G, t)l = N? qui correspondrait &
Ponde diffusée dans ia direction de Ponde incidente.)

Ce résultat correspond & une addition des puissances diffusées par chacune des molécules : feur
répartition aléatoive dans le temps en fait des sources « incohérentes » méme 4 effes sont issues
d'une méme source primaire,

Ty

-> 9 2

(I >”10pfz 41\1&0( AEYU.

3\23«

Laesque les projections d’un vecteur sur un repére ne sont pas évidentes, le plus simple est sou-

vent d'écrire ses composantes sur un repére plus adapté, ainsi que celles des vecteurs uaitaires du

tefédre, puis de caleuler les projections en effectuant fes produits scalaires,

Pour étre sr qu’un triédre est direct, on peut toulours caleuler le troisiéme vecteur comme pro-
: dunt vectoriel des desx prem:ers

R R L T S S R R I RTINS ST N T I R

R atar s e e

# = cosye,+ siny?,. 32 est orthogonal au plan de diffusion et donc paralléle & Oy
Choisissons '32 = ?y. gl est le troisiéme vecteur du friédre orthonormé. Pour que

z 3 o 1 > + i
(%, 2, £,) soitdirect: §, = 8yn#f = cosyd, - siny?,

filectzfomagnéﬁsme MBP, BT, PC, PS5 o Nutan, Gase prepe
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N
£
les produits scalaires :

. o 3 3 . .
cosd?, + smq;?z} Ses projections sur les vecteurs {7, £;,&q) S'obtiennent en faisant

> ¥ .
cospeosy, £ - & = sing

> . 2 3
£-# = cospsiny, £ -§; =
Y

{5 =

.

Ly 3 N
coshsiny¥ + cosdcosye, + smtps?:

b. La direction du champ électrique diffusé est & A (# ~ g 3

La puissance I1,, diffusée avec une poladisation pazallal

2 > F, 2.2
Eu/\(u/\l-:)-sl]

—
i 9

i

IOZRQ"‘NO‘/COS \;f,

= cos% costy

s
= —~(cosfeosye, + smq)e)z}.
N

e d €, cormrespond &

= écosﬂty en moyennant sur les angles ¢.

De méme, la puissance T1; diffusée avec une polarisation perpendiculaire & €, corres-

pond a [#A (@A) &,1° = sin?$, de valeur moyenne 3 L.

2°

[
"
(= fyres 5 R2 N ol E

La puissance totale diffusée dans Vespace est la somme des flux des deux vecteurs de
Paynting & travers une sphére de rayon R centrée en 0. La surface &lémenteire corres-

b
pondant 3 une valenr donnée de  est: dS-# =

2nR2sinydy.

8n 2wt

[Pd “102 4Ncc0j' 2m(cos?y + Lysiny dy = -7 o5 SN

|

y 3 a. La conservation de I'énergie électromagnétique transportee par Ponde plane inci-
dente & Pintérieur du cylindre de base Set de longueur dz sécrit, en régime forcé

= JT+duNgoy = § + 2Ny, o = ;{;1

Flux du vecteur de Poynting de 'onde incidente & travers labase Sen £+ dz =

Flux du

vecteur de Poynting de I'onde incidente & travers la base §en z~ puissance cédée aux
NySdz molécudes du cylindre qui la diffusent dans toutes les directions.

Hzwdz)-I(z) = - Ny~

I =
Patmosphére.

b. La valeur de lindice # est directement reliée 3 la valeur de la polarisabiiits.

Tyeo,

3

8n 2@t
Oy — "

—{ (z}dz

= —d, avec,d

T8 awt
Ngs oy 4,]-50“

- ..,mm“.._.m__.._.i

olt [, représente Pintensité de Ponde incidente avant la traversée de

Uindication nt est tds volsia de 1 signifie toujours qu'il convient de faire un deve!og:pement !

fimité du premier ardre en n - 1 pour snmphﬁer les expressions.

A

1

_ 201!
N, o

représente done la longueur caractéristique de latténuation de Pintensité de

Ponde incidente lors de la traversée de Patmosphare.

C.

a=

2 (-1

2 (n- 1)3(2n

37! No

ct

3n

No

v

)

'

-

3rN,
An~1)¢

AV
()
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1 homogénéité de |a formuls se voit immédiatement puisque Ny est Finverse d'un volume.
AN A=630nm: A=19-10°m =190km, A=5%nm: A =77.10' m=77km,
A=450nm: A = 4,310 m = 48 km.

La puissance diffusée varie en fonction inverse de la
puissance guatriéme de la longueur d’onde. Le blen
est done beancoup plus diffusé que le rouge de lon-
gueur d'onde plus grande.

Au coucher du soleil, I'atmosphére est traversée en

lumiére rasante {voir figure). Uépaisseur traversée (p o - R o
passe ainsi d’environ A = 10 km au zénith, & environ o AR

JehRp = 500 km au coucher du soleil: Lintensité du

rouge orangé de longueur d’onde 650 nm n’est alors
plus que 2/1 000 et celie du bleu de longueur d’onde

450 nm que 9 - 10-6 e Pintensité incidente. Au zénith ces factenrs étaient de 0,95 pour le
rouge orangé, et de 0,79 pour le bleu, ce qui modifiait peu la coulenr du Sofeil.

4 a. Avec cette définition, E(w) passe de la valeur mulle pour une lamiére « naturelle »
non polarisée 3 la valeur 1 pour une lumigre totalement polarisée.

1 cos?y

Pour fa diffusi » on obtient : =
our fa diffusion par un gaz, on obtient :| £(y) 1 + cos?y

b. La partie §< y <1 correspond & des oades diffusées vers les z<0, donc non

observables depuis la Terre,
5w

14
0.9
0.8
0.7
26
05
0.4
03
032
iy ¥y

07 4o 20 20 40 59 50 70 80 80

Pour vérifier ce résultat, on peut analyser avec un polariseur la lumiere diffusée par le
bleu du ciel. On trouve une direction d’extinction pour une direction faisant 90° avec Ja
direction du Soleil, et une variation de plus en plus faible de Pintensité lumineuse lorsque
Pon tourne le polarisetr en se rapprochant de la direction du Soleil.

% E!ectmmagné‘tisme i, P, P, PSE. 1 Nuhan, Clane prépa
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Ravonnement de I'électron dans
le modéle de Thomson

Dans le modeie de Thomson, ou modéle de Pélec-
tron élastiquernent é, on modélise Pinteraction
entre un ion de charge +e placé en Qet un électron
périphérique placé en M par une force de rappel
élastique Feok 0_11)4

On considére le rayonnement 3 grande distance
de cet électron de charge —e en rotation  la vitesse
anguigire constante @, autour de lion, sur un
cercle du plan x0y de rayon a

S

= Lerripd o 208

L On rappelle Yexpression du champ 3 grande
distance rayonné dans le vide par un dipdie

i > i x
oscillant : £ = E:?;?, A (?, A ﬁ)_

Donner Yexpression du champ magnétique et de
1a puissance totale rayonnée par ce dipéle.

2. Décomposer le systéme de deux charges en
deux dipdles de méme amplitude p, oscillant sui-
vant les axes Oxet Oy

a. A l'aide d’un schéma, donner les composantes

du champ E associé aux deux dipdles en un point
M du plan (x0y), repéré par les coordonnées
polaires r et o, En déduire que Ponde dans ce
plan est potarisée rectilignement.

b. A l’aide_)d’un schéma, donner les composantes

du champ E associé aux deux dipoles en un point
Pde Vaxe Oz de Porbite. En déduire que I'onde en
Pest polarisée circulairement.

3. Donner la puissaace rayomnée par Pélectron en
mouvement dans le modéle classique de Patome
de Bohr.

4. Donner en fonction de @ et g, I'énergie méca-
nigue %,, de Pélectron.

5. On admet que ® reste constant et que p,
décroit suffissamment lenternent pour que le mouve-

ment reste circulaire sur chaque période T = %m

Monirer que }'énergie mécanique %, décroft sutvant
d%, En

dt T’

ia relation :

Calculer T pour I'hydrogéne, et comparer 4 T
sachant que la longueur d'onde de la radiation
érmise est A = 434,1 nm.

2)
Couche anti-reflet (d'apres ENSY)

L'espace est rapporté & un triddre Oxpz Cet espace
est constitué de trois milieux :

le milieu 1 d'indice 1 pour 2< 0,

le milieu 2 d'indice », pour 0 <z <¢,

le milieu 3 d'indice Npour z > e.

Les indices 1, # et N sont différents.

Toutes les ondes considérées sont planes, progres-
sives, polarisées rectilignement suivant Ox, et de

= Carige o, 235

fréquence v = 2% - Une onde plane, de champ
hed

dlectrique E{ = E,Z,cos(t! - kz) se propage dans

le milieu 1 dans le sens des z croissants, et donne

naissance & quatre ondes (voir ci-dessous) :

1 il N
ER L & -
£ :
L 4 A
"y g
= =
E £

7

5
-~ une onde, de champ électrique EY, se propageant
dans le milieu  dans le sens des z décroissants ;

>
- une onde, de champ électrique £, se propageant
dans le milien 2 dans le sens des z croissants ;

>
~umne onde, de champ électrique &5, se propageant
dans fe milieu 2 dans le sens des z décroissants ;

-~ une onde, de champ électrique f‘;, se propageant
dans le milieu 3 dans le sens des zcroissants.

a, Ecrire le champ &lectrigue et le champ magnéti-
que de chacune de ces cing ondes en notation
complexe e ei, en fonction de z, £ et des ampli-
tades complexes B = By, E, Ey et B

223

6 - Propagation ef rayonnessn’ ;




24

b, En écrivant les relations de continuité des
champs 2 la traversée des plans £ = G, etz =g
déterminer le rapport r de amplitude complexe

£V sur E{ en fonction de g n, N, et Ay = % lon-

gueur d'onde dans le vide de U'onde.

c. Trouver les conditions sur n, Net ¢ pour que le
rapport soit nul. Quelle est Papplication de ce
systéme 7

> Coarrigd po 220

Modes d’'une cavité résonante

(d’aprés ENGEES)

On considére une cavité paraliéiépipédique vide
limitée par des plans métalliques parfaitement
conductemrs: x =0, x=4a, p=0, p=28
z =0, z = d. On cherche une solution station-
naire harmonique dans cetie cavité de la forme :

5
E = (Eycoskxsinkysin k22,
+ Ey,sink,xcos kysink, 22,
+ By sink wsinkycosk 22, ) sin{ of + §).

1. a. Quelle(s) condition(s) doivent vérifier les dif-
férents paramétres pour que le champ vérifie les
équations de Maxwell ?

b. Montrer que £, & et &, sont respectivement
Tiés & trois entiers arbitraires m, net p.

¢ Quelle est en fonction de m, n, #, a, b, 4, ¢
Pexpression de Ja fréquence v, 7

AN ga=b=2cm, ¢ = 10cm.

Quelle est la plus petite fréquence possible {mode
fondamental } 7

d. Pour une cotnbinaison (m, 7, £} donnée, ruel
est le degré de liberté du systéme 2

2. On se place dans Pespace osthonormé 0, &,
k, &
oo

a. Placer, sur une figure, les premiéres valeurs
possibles des grandewss k,, £k, £, matérialisant
ainsi un parallélépipéde élémentaire.

b. Quel est, dans cet espace, Pexpression du
« volume » de ce parallélépipéde ?

c. Quel est le nombre de paraliélépipédes conte-
nus dans le 178 de la sphére de centre O et de
rayon k?

électromagnéﬁsme M, BT, BC, PSE. b Nathun, Classe prepa

d. Monlrer gue, pout une fréquence v donnée, le
nombre total de modes possibles de fréquence infé-
rieure ou égale & v est, pour la cavité définie précé-
Brvil

3t
e. Quelle est la densité specirale de modes possi-

bles, exprimée en nombre de modes par unité de

ononce : LN
volume et de fréquence : Vav

demment de volume V: N =

f. On considére un rayonnement de longueur
d'onde 632 mm, presque mengchromatique

{%Y = 8- 10-%), Exprimer Iordre de grandeur du

volume de la cavité pour avoir ume fonction
mono-mode.

3. La cavité précédente est maintenant ouverte !
seuls les plans réfléchissants 2 = 0 et z = 4 sont
maintenus.

Une bonne approximation du fonctionnemnent peut
étre obtenue en considérant que m et 7 sont alors
trés inférieurs & p dans les résultats précédents.
Quelle est Pexpression approchée de la fréquence
v possible en fonction de ¢ p, m, n. d, get §?

> Carrlgd po 20}

Ondes électromagnétiques dans

un plasma, soumises & un champ
magnétique longitudinal (0 aprés ENSET)
Liionosphére est assimilable & un plasma, dans
lequel on ne tiendra compte que du mouvement
des électrons de densité volumique n.

Les électrons sont soumis :

- d’umz} part 4 Paction dn champ magnétique ter-
restre By supposé constant et uniforme, de direc-
tion parailéle 2 Ozet de méme sens ;

~ d'autre part & Paction des champs d'une onde
électromagnétique transversale se_apmpageant sui-

vant la direction Oz. Scient E(E, E,, 0) et

-
B(B,, B,, 0}, les champs de cette onde.
Dans tout ce qui suit, on négligera encore Uaction

du champ magnétique E de Ponde sur le mouve-
ment des &lectrons, et on considérera que U'ampli-
tude des mouvements de Pélectron est négligeable
devant la longueur d’onde dans le milieu.




a. Ecrire les Squations différentielles donnant les
composantes 17, v, U, de la vitesse & de I'électron.

On pose v" = v, +&iv, avec
=&l j° o= ener” = o+eif,, B m E welE,
et B* = B +¢eiB,.

En déduire la relation do” + Kv* =

df

est une constante 4 déterminer.

Quelle est la signification physique du modute {£]
de K7

Application nurmérique : calculer |K] pour

Br = 10-%T, 7 = 10Y md = 0,9-10-%ke,

LB ou K
m

b, A partir des équations de Maxwell, écrire deux
équations différentielies entre j°, E° et 5*.
On rappelle Pexpression de la pulsation plasma :

@, = ne?
4 ey

En supposant que les grandeurs complexes E¥,
B* et p® sont de la forme X' = Xeitteen  4ip.
blir la relation de dispersion de ce type d'onde :

¥4 .
], olt wy = |Kl.

G.ff[} L

c? ®(@ + £g}

¢ Quelle est la polazisation des ondes se propa-
geant avec Je vecteur d’onde &7, vérifiant cette
équation: de dispersion pour £ = +1 et pour
g=-17?

Etudier Ia variation de la vitesse de phase en fonc-
tion de . Y a-tl propagation quele que soit «@?

o=

d. On considére une lame de plasma limitée par
les plans 2 = 0 et 2= L. On envoie en z = 0

sous incidence nulle une onde électromagnétique
plane progressive de pulsation @ supérieare aux
pulsations de coupure, polarisée rectilignement
suivant Ox. Quelle sera la polarisation de Tonde 2
Le

la sortie, en z =

)

Oades dlectromagnétiques

dans un plasgima soumises

3 un champ magnétique transversal
effet Cotton-Mouton {dap:: 8vP)

On considére un plasma dans lequel une onde se
propage perpendiculairement & yn champ magné-
tique uniforme et constant.

w Corige fro PEZ

On appelle Oz la direction de pmpagatl.on, et le
champ magnétigue est, suivant Oy : .B 313),.
On ne tiendra compte que du mouvement des
électrons de densité volumique »,

On négligera Paction du champ magnétique de
Fonde sur le mouvement de Pélectron, et on
considérera que Pamplitude des mouvements de
Vélectron est négligeable devant la longueur
d'onde dans le milieu.

On cherche une onde dont le champ é&ecirique

E
soit de la forme : E = Ejeitheea,
a. Donner les équations donnant les composantes
) > . -
de la vitesse ¢ des électrons en fonction de celles
S B‘
de B, deegm et =

b, En déduire le systeme satisfait par les cornpo-
Y

santes cactésiennes de j en fonction de celles de
> ne2
E, deg, 0, o etw, = [—.
mey
¢ A Taide de 'une des équations de Maxwell et
de [a loi de conservation de la charge, calculer
EY

fa densité volumique de charge en fonction de 7,

puis en fonction de :E'}, des inconnues précédentes,
de & et des données. En déduire Pexpression de la
composante longitudinale dif’ champ électrique, en
fonction de jz compte tenu de la forme particu-

>
ligre de £ rappelée ci-dessus.

d. Eliminer le champ magnétique de Yonde des
équations de Maxwell, et écrire le systéme d'équa-

5
tions Hant les composantes de £ et de j.

e. Montrer que E, et j, sont solutions d’un sys-
ttrae de deux équations linéaires et homogenes
qui n'a de solution non triviale que si & a une
valeur & solution d'une équation de dispersion
dont on donnera la forme.

f. Montrer que E, est non nul seulement si £ a
une valeur &7 que Pon précisera.

g. On suppose w > @, Donner des expres-
sions approchées de &' et £” {on prendra £ et £*
positifs).

h. Montrer alors que deux ondes de vecteurs
donde K7, et K7, en phase dansle plan 2z = 0
prennent aprés le parcours z une différence de
ghase proportionnelle 2 zet 2 B?. Ce phénoméne
est appelé « effet Coticn—Mouton ».

é -~ Propagation ¢t rayoapeiant
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3 2
Onde TEM dans un cble coaxial
{d'aprés CCP)

1. Onde TEM guidée

i. Les conducteurs (I} et {2) représentés sur la
figure ci-dessous guident les ondes suivant la
direction de Faxe Oz

g

En notation complexe, on écrit le chamyp &lectro-
magnétique & un instant 4 en un point M(x, 3, 2}
de Pespace inter-conducteurs sous la forme

> 3
E(M, 1) = E(x, Pheitonta gt

-3 >
BOM, 1 = Byix, yeror-sa,

-
Le vecteur d’onde £ = k¥, estréel, et k>0,
Or introduit les composantes transversales des
champs :

>

5
Ey, = Eofot By 2, denotme By et
By, = Bydut 8,7

B, = B &+ 5‘)} y, de norme By,

On pose aft, 2) = elo-42, et on donne les relations :

R - EAE
rot(rotd) = grad(div4)-Ad;

+ D ey
div(oed) = adivd + 4 - grado;
— D ey
rot{aed) = arotd— 4 grada.

ey 5
a. Montrer que gradot = ,—}a.@.

b. Donner & partir des équations de Maxwel: et des

relations précédentes les expressions vectorielles de
> —5 2 2 4
div(E) et rot(E) en fonction de w, ¢, £, E, ot B,
Donner de méme les expressions vectorielles de
> —> ¥ 3 3
div(B) et rot(B ) en foncion de », ¢, &, £, et B,

c. On suppose que I'onde est transverse électri-
que {TE}: By, = 0. Montrer, & partir des compo-

-y
santes de rot(E,)), que Pexpression vectorielle de

> EY -
By, en fonction de ©, £ et £, est analogue 3

Electromagnétisme MP, BT, PL, PSL. o Nuban, Gl prar

Afn ) =

ey -
celle qui lie les champs B ef £ pour une onde

plane progressive. En déduire le rapport des nor-

E
mes

Ba[
d. On suppose que l'onde est transverse magnéti-
que (TM} : &, = 0. A partir des composantes de

S . K -3
rot(B,), exprimer vectoriellement £ en fonc-

> -
ton de ®, & et 8. En déduire le rapport des

E
normes =2

Bo
2. On suppose que Ponde est transverse électri-
que et magnétique (TEM): £, = 0 et B = 0.

a. A partir des deux expressions de =¥ trouvées,
exprimer ken fonction de © etec. i

Y
Donner Pexpression vectorielle de B,. Donner

-5
Pexpression vectorielle de gn en fonction de o,
S -k

k, E,
> > —y
b. Morntrer que div(E), div(B,), rot(£}, et
-3
r_(;:;;(go) sont nuls.
€. On choisit comme potentiel vecteur
-»
AM, & = (%, y)d‘“""kfl?z el cormme potentiel
scalaire :
VM, ) = Volx, yieitoria,
+
Exprimer le champ E(M, &) en fonction des
Y
potentiels A(M, t) et V(M ¢).

> ey
En déduire que Eo(x, 3) = ~grad¥,(x, 1),
comme en électrostatique, et que

Velx )
C

Montrer que AV {x, 7) = 0 dans Pespace inter-
conducteurs.

d. En déduire qu'une onde électromagnétique TEM
ne peut pas étre guidée par un seul conducteur.

II. Onde TEM dans un guide coaxial

1. Une ligne électrique est constituée par deux
conducteurs cylindriques de conductivité infinie,
eoaxianx, séparés par un isolant parfait, assimila-
ble au vide,




Le rayor du conducteur intériew {1) est ¢ le conduc-
teur extérieur (2) a pour rayon intérieur 5 et pour
rayon extérieur b+ ¢, Un point M de Pespace inter-
conducteuss sera repéré par ses coordonnés cylindr-

ques, &, z

Le potentiel en un point M de Pespace inter
conductewrs est V(M, £} = Vo(ryei@-4i On rap-
pelle l'expression du laplacien en coordonnsées
cylindriques pour une fonction U(r) ne dépen-
1dr di

e

a. Déterminer I'expression de Vo(r). On posera
vy = Vola}-Vold).

dant que de r: AU(r) =

b. En déduire que %0(1) = Fyir)d, = %{?r et

> y
By(r) = By(r}ey = %«»?e et exprimer K et K en
fonction de v, o bete.

¢. Calculer Pimpédance de 'onde TEM définie
>

par ke rapport 1 = ;LOE-I—E—}%, et vérifier que 1 a bien

ia dimension d'une impédance électrique.

2. a. Calcater la densité volumique d'énergie élec-
tromagnétique w(M, ¢} en un point M de l'espace
inter-conducteurs.

b. Exprimer le vecteur de Poynting I)E(M , ) ence
méme point, en fonction de &g, Ey(r}, 2, £ et 4,.
En déduire la vitesse de propagation de Uénergie
R(M, 1)

w(M, t)

¢. Calculer la puissance moyenne (P} qui tra-
verse une section droite z = Cte du guide, en
fonction de €, 4, &, cet v,

définie par la relation 7 =

3. Les densités linéiques de charges sont A(g, 1)
sur le conducteur central (1) ot Aoz, £) sur la sue-
face interne du conducteur extérienr (2).

a. A partir du théorgme de Gauss, montrer que
(2, 2) est de la forme Agel®-%0 et exprimer
A en fonction de &, 4 bet v,

b. Calculer la densité surfacique de charge asso-
cide & Ay(z, 1), et vérifier que les conditions aux

-
limites sont satisfaites pour le champ £ 4 la sur-
face du conducteur (1.

¢. Préciser la relation qui lie A,(z, &) et Ayfz, ¢}

4. Du fait du passage de Ponde électromagnéti-
que, les surfaces en regard des conduacteurs (1) et
{2) sont parcourues par des courants surfacigues
paralidgies & Oz, d'intensité ij{z, £} et @z, #).
i\(z, & estde la forme {peitwi-to,

a. A partir du théoréme d’Ampére, exprimer i,
en fouction de py, & 4 cet u,. Préciser la refa-
tion qui lie 4, et A,.

b. Aprés avoir calculé la densité surfacique de
courant associée 3 1,(z, ), vérifier que fes condi-

>

tions aux limites sont satisfaites pour le charmp 82
la surface du conducteur {1},

¢ Préciser la relation qui He i,(z, &} et §,(2, £}

d. Exprimer la puissance moyenne {F) transmise
par PPonde ea fonction de v, et 4,

5. Vérifier que {(z, &) et Az ¢) vériflent
Péquation de conservation de la charge.

6. Exprimer la différence de potentie! entre les
conducteurs {1} et (2} & la cote z et & Pinstant ¢
viz, 1Y = ¥ia, 7, H-V(b, 2, £). En déduire la
Az, £

w(g, &)

7. Calculer le flux élémentaire d® = @4z, £dz

de f?(z, t) dans l'espace inter-conducteurs, & tra-
vers une surface située dans un plan axial, de sec-
tion rectangulaire, comprise entre ¥ = g et v = §
et de longueur dz suivant I'axe Oz En déduire
lauto-inductance linéique de ta ligne :

capacité linéique de la ligne C; =

” Dy(z, 8)
b= D
8. Etablir la relation liant Ly, Gy, g, et py. Cab
culer limpédance de la ligne Z, = E-{(—%l} e

fonction de Ly et C,, puis en fonction de 1, aet &

Application numérique : caleuler Ly, Co, 0 et Zg
9nenet ¢ = 2mm.

pour ¢ = 3wmm, & =
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Effet Zeeman

Un atome d'hydrogéne est modélisé par un noyau
fixe de charge +e placé en O, et un électron
mobile en M, de charge —e, soumis de la part du
noyau 4 une force de rappel ~£7, avec

= OM = i, En labsence de champ magnéi-
que, P'électron est en mouvement de rotation cir-
culaire de rayon a autour de son noyau, 4 la
vitesse angulaize wy = 4,34 - 10 rad. st
R ey o,
At=10, OM, = asine?z—acos(-)ey,
30 = @82, eton le soumet & un champ magné-

>

tique uniforme constant By = By,
1. a. Projeter les équations du mouvement de
Vélectron sur les trois axes du triédre Oxyz. On
eBy
Tm
Déterminer 2(¢) pour ¢ > (.
On introduit le nombre complexe Z = x +iy.
b. Déterminer Péquation différentielle vérifige par
Z(.
¢ Pour Q < (@, montrer que !

posera Q& =

Z() = e‘m[({l — ¢cosB) Yoo

En dééuire les fonctions x{Z} et y(£).

d. Déduire de ces résultats que le mouvernent de
Pélectron est la superposition d’wa mouverent
sinusoidal de pulsation y suivant Oz et de deux
mouvements circulaires directs dans le plan 20y
de pulsations w0, = Wy +£2 et @, = 3y

2. On peut admetire que ce mouvement confere &
f'atome un moment dipolaire § = —¢7.

a. Donner les composantes de ce dipole suivant le

trigdre Oxyz.

b. On cbserve le rayonnement de Patome dans la
direction du champ magnétique, en un point de
T'axe Oz. Montrer que I'onde émise en présence de

By est la superposition de deux ondes polarisées
circulairement de fréquence vy +Av et vy—Av
trés voisines. Cest I'effet Zeeman longitudinal.

Donner Uexpression de Av. Calculer Av et %«‘f
v

pour B = 0,1T et une fréquence v, correspon-
8] dant & la radiation Ay = 434,1 nm de I'hydrogéne.

f féfectromagnéﬁsme M2, PT, 2L, PSE. o saan, Clase pregr

{1 + cos@)e].

e. On observe le mouvement dans une direction
perpendicalaire au champ magnétique, ¢est-a-dire
dans le plan 20y Montrer que Ponde émise est
superposition de trois ondes polarisées rectiligne-
ment comportant trois fréquences trés voisines.
Clest I'effet Zeeman transversal.

8%

Lévitation d'une sphere dans un faisceau
faser

> Cnevige p. 246

Llespace est rapporté & un triddre orthonormé
direct Oxyz, de vecteurs unitaires Z., 3}, 2.

Une onde électromagnétique plane monochromati-
que progressive, de pulsation w, polarisée rectili-
d’onde
b4 o s

k = keosié,+ ksinid, se propageant dans le
demi-espace vide x <, est caractérisée par son

gnement suivant Oz, de vecteur

- . 2 2
vecteur champ électrique E, = Egcos{wé~F; - 714,
2
et son. champ magnétique 5, Cette onde incidente
rencontre en ¥ = 0, sous I'incidence  un conduc-
teur métalligue parfait.
1. Caractériser compidternent I'onde incidente en
donnant Pexpression de £ en fonction de o et
-
I'expression compléte de B,

2. Calcaier les composantes du vecteur de Poyn-
ting n de Ponde incidente. Dans quelle direction
se propage Pénergie ? Quelle est alors la puissance
moyenne rayonnée par Ponde incidente i travers
une surface S perpendiculaire & la direction de
propagation ?

" 3. Déterminer la densité volumique d'énergie u;

correspondant & I'onde incidente, ainsi que sa
moyenne temporelle {x).

4. Rappeler les conditions de passage du champ
électromagnétique du vide an métal conducteur
parfait. En déduire Pexistence d'une onde réflé-
chie, plane, monochromatique, de pulsation m,
polarisée suivant Oz, de vecteur d’onde :

B = ~keosi?, + ksmz? Donner Pexpression ciu

champ électrique E et du champ magnétique B
de cette onde.




§. Caractériser 'onde obtenue dans le demi-espace
%< par superposition des ondes incidentes et
>+ 3 >

> 9
réfléchies. Onnotera £ = K.+ £, et B = B+ 8,

3
6. Déterminer B powr x = 0. Ea déduire la

-+ "
valeur de j , densité surfacique du courant sur le
conducteur.

7. On désire calculer la force qui s'exerce sur un
élément de courant :]?,dS. On considérera le
champ § an voisinage de dS comme la superposi-
tion du champ B,, créé par Pélément 7,8 etdu
champ 32 créé par les autres cowrants. En un

point M trés voisin de dS, .-é, peut étre considéré
comme le champ créé par une nappe de courant
plane de densité surfaquae ],dS En déduire le
champ Bﬂ agissant sur ],_)dS Donner I'expression

de la force de Laplace dF s'exercant sur d.5, et en
prégiser le sens. Calculer sa moyenne temporetle

{dF) et en déduire la pression correspondante
sur 4.5, appelée pression de radiation {#,). Expri-
mer {f,) en fonction de {;.

8. A T'onde plane incidente, on peut associer un
faisceau de photons de fréquence v, se propa-
geant dans la direction de £,

2. Quelles sont Pénergie et la quantité de mouve-
ment d'un de ces photons ?

b, A Paide de la densité volumique moyenne
d’énergie électromagnétique {;}, déterminer le
nombre moyen Nde photons par unité de volume
dans fe faisceau incident en fonction de E; et v.

¢ Le faisceau de photons renconire le conducteur
métallique parfait. Llangle entre la direction inci-
dente et la normale an conducteur est £ En suppo-
sant que les chocs des photons sur le conducteur
sont élastiques, calculer la quantité de mouvement
transférée au conducteur par chague photon qui se
réfléchit. En déduire la force, moyenne 2 laquelle
est soumis un &lément d'aire dS du conducteur
pendant le temps d ¢, et retrouver ainsi Pexpyession
de a pression de radiation.

9. Une biile sphérique, de centre 0, de rayon Ret
de masse m, parfaitemnent réfiéchissante, est plon-
gée dans un faisceau laser cylindrique, homogéne,
vertical, se propageant vers le haut, parallélement
& Oz Le rayon du faisceau est supérieur 3 R,

a. Calculer la force totale exercée par le faiscean
sur [z bille. Montrer que Uon peut écrire son

F =l
C

Pintensité du faisceau lumineux (puissance trans-
portée par unité de surface).

module sous la forms: ol [ est

b. Calculer Pintensité minimum [, nécessaire
pour soulever la bille, et la puissance P, qui
arrive alors sur la bille.

¢ Application numérique : calouler [, et P,
sachent que B = 0,1 mm et que la masse volumi-
que de la bille est 1 = 2,7 10%kg. On prendra
Pintensité de la pesanteur g = 9,8 m - s°2,

9%

Onde gaussienne {d'sprés £3A)

» Correge p. 247

Londe électromagnétique émise par un laser de
section w? inférieure & 1 mm” ne pewt étre consi-
dérée comme plane qu'au premier ordre en ke
Dans un modale plus réaliste, on la représente
corme une onde de profil gaussien, dont le
champ électrique en un point M de coordonnées
cylindriques (r, ©, 2} peut étre mis sous la forme :
E n .
E(M, 1) = = ot A
est la longueur d’onde dans le vide. Dans cette
expression, Pamplitude complexe £(r, 2) du
champ électrique dépend de r et zet s’écrit

iZy . 2
E(r,2) = E°z+ia)ex?(—lk2(z+izo))’ oll z, est
upe constante positive appelée distance de Ray-
jeigh, et B, un réel positif. On admet que sous
cette forme, cette expression vérifie Péquation de
propagation.

1. a. Montrer que cette expression vérifie bien
Yéquation de propagatiun si Pon considére que

E(r, peitteenl | avec k =

kE(r, 2) 9 5% >> %‘—f

{On rappel!e que, en coordonnées cylindriques,
L lara '

& = 55 ) 5

b. Quelle composante du champ électrique a été
négligge * Quel est Pordre de grandeur de son
ampiitude par rapport 4 E,?

& ~ Prapagation ot rayoancinrnd
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2. a. Montrer que le carré du module de E(r, 2}
peut se mettre sous la forme :

(B, 2ff = AR exp -

w{z) = wy fl +(§—))2.

b. Déterminer la constante w, {wwy > 0) en fonc-
tion de z, et A, puis montrer que A(Z}w{)= Eowy.

¢. Représenter les graphes des fonctions A(z) et

w{z) pour 2> 0.

d. Représenter es graphes du module gi_E(r, z)]

du champ électrique en fonction de r lorsque
= 0, puis pour une valeur z> 0. Quelle inter-

p rétation physique peut-on donner & w{z)?

3. En pratique, Yamplitude complexe du charmp

¢€lectrique est une fonction lentement variable de ret

z, ce qui signifie qu’a Uéchelle de la longueur d’onde

A, les variations de “{r, z) sont négligeables.

a. justiﬁer que cela revient & écrire

d

E' < HE|
<« K E|.

b. Compte tenu de P'approximation précédente,
montrer & 'aide des équations de Maxwell que le
champ magnétique de I'onde peut se mettre sous

5 E(r, ‘
la forme approchée : B(M, &) = lc——z—)e““z"""?a.

4. a. Calculer la valeur moyenane du vecteur de
Poynting (H} et déterrniner la densité de puis-
sance de cette onde J(r, 2) = i(i’i)}

On étudie la répartition de J(7, 2) dans un plan
perpendiculaire 3 Oz et situé 2 ia, cote z. Soit
Juax(2) 12 valeur maximale de J dans ce plan,

Lerayon R(z) du faisceau laser & la cote z est
défini comme la valeur de r pour laguelle:

j_f

b. Déterminer 'expression de ce rayon en fonc-
tion: de w(z).

Montrer que lorsque z 3> z, le faisceau a la forme
d'un cone de sommet § et de demi-angle aw som-
met 3 qui sera exprimé en fonction de wy -et 2,
puis en fonction de w, et A. Langle  est appelé
divergence du faiscean faser.

Application numérique : dans le cas d'un laser
YAG-Nd*, possddant pour caractéristiques

, ol & est fa base du logarithme népérien.

|

Electromoagnétisme MP, BT, PC, PSI -0 Nan, Giase prpe

wy = 0,50mm et A = 1,00 pm, déterminer z, et
8 en degrés.

Méme cafenl powr un laser 3 COy possédant le
méme wy, mais de longuewr donde A = 10,6 pm.
Conclure.

u{) min

‘ﬂ@? L

Rayonnement d'une antenne
demi-onde (d'aprés Mines-Ponts)

w el po 243

L Un dlyoie €lémentaire variable
dfis) = dp(t)Z,, placé en O, rayonne & grande dis-
tance un chamyp électromagnétique de composante

of, 7
(-3
i ¥ s
4re,c? r
¥ et gy et &, vecteurs unitaires associds

>
Slectrique dE(M, £} = sin62,,

avec OM =

aux coordonnées © et z dp (t - E) représente la
dérivée seconde de dp par rapport au temps retardé

f b

¢
a. Une antenne est constituée d’une tige métalli-
que reciitigne fine, de longueur 21, parcourue par
le courant I(z, £) = [ f{z)coswe, ol la fonction
Fi2) estici quelcongue.
Exprimer dp(f) dérivée temporelle du moment
dipolaire élémentaire associé 3 I'élémemt dz
drantenne placé en P (0P =2), en fonction de
Iz, O etdedz
b. On s'intéresse au champ rayonné & grande dis-
tance par cette antenne, avee notamment » 3> L,
On adopte la notation complexe en e, Montrer
que le déphasage entre le champ élémentaire

dE(M, £) produit en M par le dipole dj placé
—
en F, et le champ dE,(M, £} produit en m par le

dipole placé en O est, 2 I'ordre te plus bas en f,

& = %zcose.

¢ En déduire Fexpression, sous forme d’une inté-

-
grale faisant intervenir f{z), du champ E(M, £}
produit & grande distance par Pantenne entidre.
Identifier ainsi une onde quasi-sphérique.




2. On s’intéresse aux antennes demi-ondes, zinsi
nommées parce que teur longueur 2L est égale dla

demi-longueur d'onde A = 27:5—) du rayonnement

qu'elles émettent. 4

On choisit f(2) = cos{n%) = cos(?—%—z).

a. En quel point de T'antenne a-t-on pris Vorigine
des coordonnées ?

b. Montrer gue, dans ces conditions,

I
LG w sin[c)(r - EJ?{},

2nesC T sin@
<e qui, en notation complexe, 'éerit :

3
E(M, ) =

s
EM, 8 =

cos [EE cos e]
i fy-'-z—mw—%----—_ﬁex [io)(x— IJZ” ]
Ztegcr sin® P O

¢ Rappeler la structure du champ rayonné a
grande distance et justifier de ce fait Ta relation

et 1 > — "
B(M, ty = E?,AE(M, ty, avec OM = re,.

d. Donner Pexpression du vacteur de Poynting.

e. Etablir D'expression de la puissance totale
rayonnée par 'antenne demi-onde :

casS[EmsB}
"Tdmgycla sind Tdngyc

£ Caleuler lintégrale 4 2 partir de Papproxima-

tion: cos [g cose} = (},855in%9,

g Calculer ia réiisiance d’antenne M définie par
| P

P s "2“%] O

h. On note (T, iz valeur moyenne dans le temps

du vecteur de Poynting, et {1}, sa valeur maxi-

male par rapport aux variables angulaires. Le dia-

gramme de rayonnement {on dit aussi indicatrice}

est défini comme le graphe, en coordonnées polai-
{m,

(T smae

Tracer somnmairemert le diagramme de rayonne-

ment de 'antenne demi-onde.

res (p, 8) de la fonction p(8) =

{3 - Pegpagation ob rayoneasas




zazl

Tester ses connaissances

% T a. 1, 2 et 5 vrais. 3 et 4 faux. En notation séelle,

;EX = Eycos{wi-42), £, = —Easin(mtu-kz)._

C'est done une onde plane qui se propage suivant
Oz, transverse, dont les composantes sont de méme
amplitude et déphasées de g Elle est polarisée cir-
culairement droite {voir schéma ci-dessous).

¥

Allention : en notation complexe, expression se pré-
sente sous la forme du produit d'une fenction de 2 el
d'une fonction du temps, mais ce west pas une onde
stationnaire. La partie réelle d'un produit o'est pas
émale au produit des parties réclles,

b. 1 et 3 vrais. 2 faux. Le champ magnétique associé
s'écrit @

By By
B} = «gcos{wt-kz}, B, = —c-sm{mtwlcz),

s0it, en notation complexe :

2 E E i
B = 2, it et = {2, 4 ideitorn, j

2 b. Clest faux pour une source individuelle. Pour

- >
que londe ait la symétrie sphérique, £ ot B
devraient étre des vecteurs de direction radiale, ae

3 X
dépendant que de z B étant un vecteur axial ne peut

- b4

. bY4 2 ‘
ére que nul. Donc tg; = rotB = 0. E ne peut

&tre qu'un champ staticue.

Cependant, sl v a superposition en O de sources
dipolaires incohérentes pointant dans toutes les
directions, on observe une émission isotrope de puis-
sance électromagnétique. Flonde émise, superposi-
tion de toutes les ondes individuelles de direction
aléatoire, et de phase quelconque, est alors une onde

sphérique transverse, non polarisée, dont Famplitude
peut gtre représentée par % ¥i (t - EJ, qui se propage

suivant le rayon vecteur, Clest le cas de la « lumiére
naturetle ». Les champs électriques et magnétiques
sont transverses et ont la méme amplitude dans tou-
tes les directions du plan perpendiculaire au rayon
vecteus.

3
7

ra
o

e

E N

%

La normale au plan définit Maxe Oz, et le plan d'inci-

dence est le plan x0z.

5i fest Pangle d'incidence, le champ incident §'écrit ;

=

Ey = Eyeltor-thindethase (- gin iF, + cosid,).

Le chamyp réfiéchi s'écrit, d'aprés les lois de Descar-
3

tes 1 By = By ellr-tsindnttbaosidal( sinid, + cosid,).

En z = 0, la composante tangentielle £, du champ

résudtant est nulle : By, + By, = 0.

Londe plane réfiéchie s’écrit done :

-3 . . o -3
Ey = — By eiti-isinies(boorhay sini?z-l- cosiz,),
E, = “E_'}_fej(mz-kslnmkcaﬁz)gy
c
On peut remarquer qu'il y aura sur le plan une densité
quer quid y P

surfacique de charge & = ~Zgy By ellot-biniziging et
usnte densité surfacique de courant ;

2 Eop . .
iy = —QEU—;eI(N"*S‘W)?,. On retrouve fa conservation
0
de la charge :
do 94
di  dx
i 5 i) wfm § s E oz .El)f 5 ™
= —2jwey Eyeile-teningin i + 2Jr’csmxﬁ-~éel(”‘“’"‘""’
0

= { puisque @ = ck.

i é&ec&mmagnétisme MP, BT, PC, P88 0 antvn, Sowr pripn




Y
k 4 Laforcs de Lorentz s'écrit: F m\g(E+3 A E?).

Dans le plasma, ﬂféﬁ , avec une vitesse de

phase supérieure & ¢. Dong, si la vitesse des dlectrons
reste petite devant ¢ (non relativistes), la force dori-
gine magnétique est toujours négligeable devant la
foree d'origine électrique.

Les électrons et les ions ont méme charge, et sont
dont soumis 3 des forces &lectriques de méme
module. Les accélérations subies sont alors dans le
rapport inverse de leurs masses : la masse d'un pro-
ton est envicon 1840 fois la masse d’un électron.
Lamplitade du mouvement des ions est donc infé-
rieure 3 1/1840 de amplitude du mouvement des
étectrons. On pewt donc le négliger.

D 5 Dobservateur est placé en O {voir figure ci-des-
sous). Les molécules de 'atmosphare excitées par le
rayonnement golaive forment des dipéles osciflant
perpendiculaires & la direction 08, Si Pobservateur
abserve dans la direction perpendiculaire 2 08, if ne
recevra d'énergle diffusée que des dipoles perpendi-
culaires au plan contenant OF et la direction d’obser-
vation. Le champ électrique qu'ils émetitent est
poiarisé dans le plan conienant O et ces dipdles,
denc perpendicwlairement au plan contenant 05 et
Iz direction d’observation.

Selell

o

o E,
a
1Eyonna par P,

Cet effet est facile & observer avec un simple pola-
riseur. On voit nettement un minimum de lumidre
lorsqu’on tourne le poladsenr en observant le ciel
dans la direction orthogonale 4 la direction du Soleil
un jour de beau temps,

P 6 a. Le caractire transversal des ondes péanes est fié
& Ja nullité de la divergence des charops.
Pour le champ électrique, dans un miliey, [a diver-

.
gence de £ s'obtient i partir de la conservation de
la charge :

ap

wdiv] 7 = 0, soit, d'aprés Péquation de Maxwell-

a}"’]
]’ﬁ}, = {
Dans un plasma, en notation complexe en el

2 2
j = N.—E—E, donc div((Nrf—- vz-é:ﬂio))z‘.‘] =@

Gauss : div(}} + ;5.3

dwE O etle champ est transverse, sauf si

1 peut donc exister une onde lbngitudinile si @ = W,

z (e, g
delaforme: E = Eyelr~i07
Son rotationnel est nul, et donc le champ magaétique
est nul. Cette onde engendre une onde de densité

F_m_.____. canen ncen

volumique de charge [ p = wlks Eqe

={m£ L} (et de
i

densité volumique de courant

i= mso%%'m i, Foet PR,

La valeur de & est quelcongue.
Le vecteur de Poynting est nul, et il o’y & donc pas de
propagation d’énesgie.

-
b. Dans un plasma, les vecteurs } et £ sont en qua-
drature de phase, donc, en régime sinusoidat forcé
aucune énergie n'est absorbée par le plasma
Puisqu'il o'y a pas non plus propagation & travers le
plasma, il y a création d’une onde réfiéchie qui
emportte toute 'énergie incidente,

7 a.lt y a équation de dispersion lassque Fom
recherche une solution ohie plane monochromati-

que progressive. Le champ &lectrique s'écrit alors, en
notation complexe :

R S
E= Eoe‘(“’"""‘"*”"’ = gnei(“"“h?e*'l.

St &7 est du méme signe que k, # y a amplification
de l'amplitode de 'onde dans ka traversée du milieu.
Cest ce que Pon renconire par exemple dans ies
miliewx cptiquement actifs des cavités laser.

Plus frequemmem, & est du signe contraire de &, ce
qui traduit une atténuaticn de l'amplitude sur une dis-

tance caractéristique § = [—3'7,

N
lier des milieux absorbants dans lesquels (} By » 0.

Clest te cas en particu-

wé

1233

ﬁ - ii.ropagaﬁqn eﬁ-rayunnef_.ﬁ




hd
b. (}? cE) = 0, et done it ®'y a pas d’absorption
- -
d’énergie st j et £ sont en quadralure de phase,
c’est-a-dire, en notation complexe, si le facteur de

proportionnalité est imaginaire pur. Iof j représente
Penserabie des courants, libres et liés.

. -
51 (%— -k2) est réel, soit &% réei, (? . Zf.') =

En posam A 4 L’m.{”, cela revient & ,() f = 0 E

f réel, Bi imaginaire pur, ou encore si la partie reellel

' et la partie fmaginaire du vecteur ¥ sont urthogonales

- bcd
5 ' 2 2 " -
RE = %Ql . “{? M sécrit —1 (g  'est le cas pour les ondes évanescentes que lon ren
¢ ciar? uyied c? contre Iorsqu ilya xeﬂexzon talale i
Sa im woars

ke

maximalen z = 0

JFE = Eu(cos(cot k2, —sm{(ud—r’cz}

T Le vecteur d'onde s'éerit B = 22, avee
P <
# = wém(?,, +2,). Le champ électrique sera transverse,
et done dans le plan (&, 7,), avec
Pl
8, = 4ni = B2
(#,7, % forment wn tritdre direct, comme
(@, ? Z,). La polarisation circulsire droite s'écrit,
en z = 0, pour une propagation suivant Oz:
>
£ = Byl coswl?, - sinwd)}, donc
[2 a2 i\ 1
LE = Eo[__«f cos(e)z- "ge (% vt-y))(?y—-?x)
. w2 FERE.
[ ~sm(cu£— —E—-{x+y)Jez}J
L. .
B 7 oale champ électrique de P'onde incidente 'écrit,

Le champ magnétique est

R
1 Bi= 2k = wew?(sin(mt- k2)8,+ cos(wi~ k2)E,},
‘ [ R Y
Le champ réfléchi esttel que,en z = 0, E, 4+ K, = 0

& tout instant

—
E, = ~Ey(cosot + £2)3, - sin{w! + k2)T,).

Elle est polarisée circulairement gauche.
Altention : le vectsur de prevagation es mainienant

. - . . o
suivapt &, {voir ci-aprés).

en choisissant FPorigine des temps quand B, est |

LChreulaire drofte
Prapagation suivan! + O

Clrouiaire gauche
Propagalion sulvent - O

Le champ magnétique est :

: % E——(sm{mt+.’rz)? + cos(@t + E2)E,).

-

b. ,—é‘ m E,--%E'r = Eyl{cos{mt - kz} ~ cos(we + kz)) &,
—(sin(cot—fcz}wsin((ut+kz))?y]

I~ 1
VE = 2E,[sinwtsinkz?, + cosmtsinkz?,-} |

E = E,w??, = %-’[(sin(mr—fczh sin{@t + k&NT,
+ (cos{wt~ kz) + cos{wi + fcz))?,]
7= ggi-[smmtcoskz? + cuscotcoskz?i

é!m:tromagnéﬁsme MP, BT, PC, PSE. & N, Clase préga




- 4
E et B, somme de deux champs perpendiculaires 3
Oz, sont aussi transverses.

E' s | 23 .
== Btagkz. ELes champs E ¢t 8 sont donc colinéaires.

i
Remergue : E et 8 perpeadiculzives et une proprieté
des ondes planes progressives, et non de lewr superpo-
sition,

Il en résuite gue le vecteur de Poynting est nul en
tout point et & tout instant.

3 a. Au premier ordre en 60,

k wk9~(§£) 8o ,ethy =k +(§£) 8o,

b. Les champs électriques des deux cmdes sécrivent
donc, en notation complexe en ¢ :

7 o g LR,

7 = g (S ),

La superposition de ces deux champs s'écrit :

E =K eu%l-kot!?[ [ ( (g;) Z)]” +e“i?{‘ﬁ{§£)”"z):l,

soit
= 250c05[62 (t - ((—i%) z) + g}ei{w‘m*’%]&.

On trouve donc une onde %om se propage 4 la vitesse

k'

une fonction de z—(%} 2, etse propagedoncala
0y

de phase moyenne v, = dont Pamplitude est

d

. _ (dw
vitesse de groupe v, = (EE)%‘
¢ On effectue le méme développement limité pour
exprimer le module £ du vecteur d’onde puisque
fo-od .
@y
dk
Onpose Q = 0o~ wy. k(L) = !qﬁ«ﬂ( ) .
@y

fie, o= mjé_;-‘j:: £loelviade
= %j‘m &y + Q)eiiw—kﬂz}f;ﬂ("(ﬁ}%‘) do.
ot

Avec e changement de variable 2 = @~ mg:

flLo= e""“"“"“"———f By + e s [3“)%)

i

B

" saf i 35
Lintégrale J—-%::r Slmy+ Qe ﬂ(l (dm)olozidﬂ est
0 et

. dk R
une fonction de t-—[awa) z:

o

%f (2= g(z—(g—i)%z}*‘%“’w '

On linterpréte comme une onde plane monochro-

®
matigue de vitesse de phase v, = k_ﬂ dont Pampli-
0
. _ {da
tude se prapage 2 la vitesse de groupe v, = .(-d_fc)m .
4 a, Les dérivations par rapport & zse traduisent par

une multiplication par —ik, celles par rapport & ¢
par une multiplication par t@.

divE = 0 s'ori aai a;;: “ikE, = 0 (1}
k- fg_B < -iod,

Comme aai aai ).

-inB, = %4-%,8’ et -1 A, = —%%wi!cE,.

En dévivant les dquations {1) et {2) par rapport 2 x et
par yapport & ¥, on obtient des relations sur les déri-
vées secondes, qui interviennent dans I'équation de
propagation :
HE, 3 E
TR I By
QTE, 62E
T
*E, B_z_EJ
9% dy ay dy?
RE, &2E, BzE 32E
79;’1-_5;?)( =0, dcmc 3}'2
Les équatioils de propaganon des composdntes xet y

| B, 2E,
T

QE,
lka—x = O

9E,

—Ncay =0, et

De méme —=

du champ £ s'écrivent :

FPE, 3 B, it

s ay w5
@t aE,
5*( ”zf) "t

RE,ANE, w? )
8_x22+”§;§xm 21::’ = —EE" soit -
2 0 _ 1 0F
E,(i: cz] - i

6 - Propagation et rayonnemani:
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—

LA k135 e 1 OE,
=" lwdy @ imdy @7, wh oy’
_______ (+-%)

[ e
sma-!B mw}-@f < |
LT ey, @
: c?
5. l3E 105 w1 ok,
7T o iedr  iods 0, ghox
_ (e-%)
i __i
Lle  i3E &
soit ; "BJ’""(TJT'{_,! s
a2

b. Léquation de propagation de la composanie z
s"écrit de méme :

a?E, 9°E o?
gx—;*--é}-z—f—fczl?a = —-CTEE-C'

¢ F_ esttangent aux plans 0z et aux plans y0z, et
s'annyle donc en x = 0 et x = 2 quel que soit y, et
eny =0 ety = & quel que soit x.

On cherche E, sous la forme d'on produit X(x)¥ (3} :
X{x} __j_} = w?

X(=) Y(y) =

Pour que la somme d'une fonction de « seul et de y
seut soit égale & une constante, il faut et il suffit que
chacune de ces fonctions soit une constante.

X(x) et ¥(y) ne peuvent alors étre que des fonc-
tions sinusoidates, si la constante est négative, ou
exponentielles si la constante est positive. Seules les
fonctions sinusoidales peuvent s'annuler deux fois,
Donc:

Epilt, M) = B sin sm—2 Les autres compo-

santes des champs s'en deduxseﬁt immédiatement 3
partir des expressions trouvées précédemment.
d. Déquation de dispersion s'écit :

e O (mint nlnl
ela
.3

H faut donc que E— > (m.a;c -I-E?gw) pour que ce

mode puisse ekister. Pour que Je guide soit mono-
)
i)

mode, i faut dong zﬁ << ncGz +

2 g
Pour le mode T™M 1 #% = 3)»“1-%
y

Eoolx, ¥} = EosinT%.

3

En reportant dans les équations trouvées en 4 on
trouve ; !
ika i

Eo = —--——Eocos » By = 0, i
By =0, Byo = -——Eocosﬁf 1

En notation réelle : ;

7t i
Ew = ED[%casfsin(mt—-kz)?, i
P
+ sm cns(mt k2)?, ], i j
S i
‘éw " Eocos sm((z)t icz)? l

% a. Dans le vide, en notation complexe, les champs
d'une onde polarisée suivant O et se propageant sui-
vant Ozs'écrivent :

-+ + K
E, = Ejeitorind ot B = =it | avec £ = 2.
w20 x =i ¢ Y ¢

b. Larelation de dispersion dans un plasma s'écrit :
2
®? - & g
B o= e e o avec § rbelsi <o, = |20
52 £ W mey

4 c?
Les champs électrique et mmagnétique s'écrivent donc,
pour une onde polarisée suivant Ox et de vecteur

d'onde suivant Oz E, = ——é?zz

-y . - - i -%
‘EP = Eupe'(m’e 52, gp = _%gﬁpel(m;e a?y
&

= % p correspondrait & une amplification de |
Pamplitude, incompatible avec un plasma occapant
tout le demi-espace £ 0.)

¢. Lionde réfiéchie, polarisée suivant Ox et se propa—
geant dans le vide avec le vectenr donde —ke{, a
pour charaps électrique et magriétique :

- > E
B = B, et et B = _.m‘)_"ei(mmﬁz)g

A Vinterface entre le vide et le plasma, iln’ya pas de
charges surfaciques, donc il y a continuité de E et B
enz = 0:

Byt By = Eyp ct By By = —15E,,

Donc, en éliminant ._l’.fep entre les denx équations :

1+—~
E. =

~Or

Eo, de méme module que B,

503
Junde réfléchie propage donc le méme énergie que
Pende incidente.

.f
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‘d.\'Dans le plasma : B, =

Tk
3
En notation réelle :
-3 2E, -3
Ep = et cos{ait + §)e 7,
HEY _,..S.i...
Sl

® -5
= 22 B cos(mt+ dre 5,
2

2 Ey -
By = 25‘“03;3311(&)!-?‘1?)& ?)‘

Les deux champs sont en quadrature de phase et ne
propagent donc aucune énergie en valeur moyenne,
ce qui explique que toute Pénergie incidente soit
réfiéchie,

e. Les refations de continuité imposent l'identité entre
les composantes tangentielles des vecteurs d’onde des
ondes incidentes, réfléchies et transrmses Dans le

plasma, on aura done kp = ——gé = £ +kp{, avec

[
kp, = Esm:.

7 _Q
E; = Esmz?’—s-;"e:, avec

% .
] — ?cost
TR e

Le champ dans le plasma est de la forme :

E —Eapcos(mt— sm‘y*@!) g?x.

C'est la forme caractéristique d'une onde évanes-
cente.

1i y 2 propagation paraliélement 2 la surface de sépara-
tion avec le vide, avec une amplitude qui diminue
exponentiellement lorsque Pon péndtre dans le plasma.

& . Léquation mécanique du mouvement macrosco-

> PN
ique des électrons s'écrit alors md—- = wgit= - ¢ E.
pq d¢ 3
En notation complexe en el :
p
E B
e E 2 net L
TP A
= 410 w 4 160
z T
v
z_YE~383 £ Y 3
= m%+im 1+iot~

b.

2 :‘? = %Re(v)ia‘%” = IET

I
P = § ‘1+c021:2 iy

Cette puissance est cédée aux charges lors des colli-
sions et se retrouve sous forme de chaleur.

On retrouve que, si o 33> 1, cette puissance tend
vers .

¢ La conservation de la cherge %—? * div? =
s'écrit en notation complexe :

(wn- n{)p-~0 La solution est nulle sauf si

im+1=0,soiamp +i = Q.
€

=+ 1@
T

03"—?-_?—&),, = 0. Sur le comps des complexes,

Péquation a pour racine de pastie réelle positive :

- N '!'“2__}_‘ *Nf“
@ = /mi—#%«é%, p o= Eael( ’ ‘”“)e %, soit,

en notation réelle ;

t
p=pge §;cos(f —E—-—M—cp) S el on

retrouve loscillation 2 la fréquence plasma.
s

Si ol p= pee %, on a Fanalogue diun
conducteur, et on retrouve le temps T de relaxation
du conducteur.

T A estun vecteur axial alors que 7 est un vecteus
polaire. Le plan (011—} T&) sera dmm piat de symé-
trie pour le champ magaétique B et plan d'anti-
symeme pour le champ &lectrique Z. B seradansle

plan, et E luisera perpendiculaire.
La correspondance entre le champ électrique créé
-
par # etle champ magnétique cxéé par M Sécrit en
ique 2 e 5240 soit: peath
électrostatique 4n£0H4ﬂ:M' soit: v

Les champs rayonnés par le dipdle électrique
s’éctivant'

E‘ = smﬁp(twa?g et
B- I%«-‘smep(l——)? ,

les champs rayonnés par le dipole magnétique
s'écriront :

6 -~ Propagation et rayonntmant




[y
B = . sin®.4t
41!

de ce (;ue la structure locale doit étre celle dune

(tmn)? , le signe ~ provenant

onde plane, donc E=cha 7,

de Ponde est donnée par les lois de la réfraction :

le sens de propagation : #, = (cosiy?, + sindy?,}.
"B Le champ électrique aura donc pour direction

dans Je plan d'incidence. Ce sera aussi fa direction
des dipdles excités par ce champ, qui n'émettront
donc pas d’ondes dans cette direction,

nsiniy = sinfy, solt, si Pon appelie x0z le plan !
d'incidence, avec Oz normale au dioptre dmgée dans .

5 B a, Dans le diglectrique, la direction de propagation

— §iig?, + CO8iye, puisquiil est transverse et polarisé
26, 2%z

!
zY
D'aprés tes lois de la réflexion, onde réfléchie a
pour direction # = (~cosi,#,+ sini|Z,). lin'yaura
done pas d'onde réfléchie sit — sinf,d, + cosiy?, est
colinéaire & ¥ : :

sind) sindy — cosé;coséy = ~cos(f, +1y) =0,
c'est-d-dire {| +dy = g {mod w). Couplé avec Ia rela-

tion sind; = nsinfy, on trouve:

Pour une réflexion sur un verre d’mdxce 1,5, Pinci-
dence de Brewster vaut 56°. La lumigre reﬂechle est
alors polarisée perpendiculairement au plan dinck
dence. Cela est facile & mettre en évidence, et consti-
tue une méthode simple pour trouver la direction des
axes d'un polagisenr.

% 1 .1._ LUonde diffusée & grande distance par un dipdle
oscillant a localenent la structure d'une onde plane :

=-?AE— C?A(?A(?Ap))

On simplifie en utlhsant 1e développement du double
produit vectoriel :

?,A(?,A(?,A;)) = »«(?,n;;) : }; mc(? Ap)

Le vecteur de Poynting s’écrit :
> @

-
i = £08. g B, = gy
o
La puissance totale rayonnée est son flux & travers une
sphére centrée en O de rayon r:
i
P
|

p.osm 29,
1672 29 r

il

52
2 Hop
Y] f 2nsin®0de = vy

167c2

2 Silerayondela trajectmre st 7p,
= ~pocoswid, - fysinwid,, aves fy = e,

I
J !ed:mmagnetasme MP, P, PC, PSE. 0 tatian, Clase prépa

>
a. Les deux composanies du champ £ sont orthogona-
les & Z, dans le plan x0y, et sont donc colindaires.

Y
Eipy
lM
- .\\
. ‘
o M '\Ez(py)

Le champ électrique est donc polarisé rectilignement
dans le plan xOy.
La composante suivant Ox rayonne un champ

Z o= ( (___T -
£ = ~—atpycos| af ¢ C))smot(sma?xmcosa?j),




La composante suivarg Oy rayonne un champ

T ——
By = e a?posin| 0 £+ cosar(sinatd; ~ cosed,)

g w z%{nﬁpa sm[ {I - ~) - a)(sinot"é’x- Vcoscs?y}

b. Lacomposante du champ due & ~pcoswt?, vaut :

llo m?pncosm(x—'-z)e INCAN AR

) .

- E—T-r;sz"po cosm(z—- %)e’x,

ile due & - pysinai?, vaut - b2 Laposinaf - £ 2
ceile due & —pysinoid, vau ine P Zir

z

Bl B

E(pyné@

A I

-8

X

La polarisation est donc circulaire gauche. Dans un plan
z = Cte, le champ tourne dans le méme sens que
P'électron.

> +

3. 8i E, et E, sont les champi élect_l;iques des ondes
diffusées par les deux dipéles, et B, et By, leurs champs
magnenques le vecteur de Poynung résultant ’écrit, en

un point : w(E +E2) A (B + E . Les champs ceédds

par les ciemc d;p&les sont en quadrature de phase, donc,
en vaieur moyenne au cours du temps, les produits
E, B, et E,~ B sont nuls. En valeur moyenne au
cours du temps, la pm'sémce rayonnée sera la somme
des puissances moyennes rayonnées par chaque dipsle.
Le vecteur de Poyating de Ponde rayonné par un dipole
mwmm:::cﬁp‘!sinzﬁgr.

Le flux & travers une sphére de rayon r donre fa puis-
sance rayonnée :

-
oscillant 'écrit : I1 = g,c %, =

Qj 2rsin®8do = A3 52,
16n2 Bre?

Donc la puissance moyenne rayonnée par Pélactron en
mouvement est !

E P) = *‘""{(}9:)'?'{}”)})

!-io"-"f’rg} %t
e

N
P
i

4. Lénergie mécanique de ['électron dans le modéle de
I'électron élastiquement lié est

!‘é = it s Lo = migt r = mm*p"- ‘:

i nwr g 3 o

3. En éliminant la variable p(g,:
Hot 2w, 2 ¢ ae
4w Ame?

Py =

el W"""""_.(JJ
"8 dngyme?
En admettant gue le mouvement reste circulaire sur
chaque période :

d%, En 34€‘1t€(,rracd 3 ¢
i T e Sl e sl Py
. 2
ol g = “‘E_“E est fe rayon classique de Pélectron.
4ngyme ’
1 dnggmed " 3%”5012 “B.5. 100
=37 et et "

¥

* £,
. - o) {) ft -k
E,eitt ﬁagﬂ B = - ol z)?}

s

=t ei(mu-k,z)‘g
¢ ¥

i!!dr
i

B i(mr+kz)? ;é" -
= ks o B E

o
I gitat-nkag
¢ ;

2 ‘i 2 P
E) = mgzea(w—nic]ex' Br)“
= ) 3 nky

- ? lab k)
B = é‘é‘el(m:‘bum?m B =~ p gltwtn <=3]

i

it

.

> . E) NE
By = giez(ml-ﬁkz)?x, B ._E'.‘..e.l(ml--Nkz)?.,_

#

b. Les charnps &lectriques sont tangents anx surfaces de
séparation, et donc continus. Le champ magnétique est
aussi contiru. En z = 0, les relations de continuité
fourstissent les deux relations :

Bo+ B = Ej« BY et By - £ = B~ ).
En z = ¢, les relations de continuité fournissent les
relations :
i_ije““""‘—b %ehzkt = %e—il\"h, et
n@éewjuke - n{.‘,’,’e“’*‘ = N%ywm.
If suffit &éliminer les inconnues ), E et & entre ces
quatre équations linéaires et homogénes pour trouver le
rapport entre £y et Ey:
Efetvke( N+ m) = Ege~tehe(n- N}
(n+ D Es+{n-DE = 2k
(- D Ey+(n+ BE = 2aE)
donc : [(n~1)Eg+{n+ 1} E[1e** (N +n)

= [(n+ 1) Eg+ {n §)E] Je~M¥(n~ N) .
1239
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{(r~ 1N+ m)e¥m £ (n4 1N - )] E,
= [fn- 1N~ (2+ )N + n)edint 57

+(n+1)(N-n)];

l"——"n‘:
;:(nw 1N+ me

\'iﬁnt H
[(rz-:— 1M N +nye M (e 1)(N-rz}] '

. . i?rlt
Pour annuler le munérateur, it faut que e ™

s0it réei ¢
'ﬂrlt
st o i, s0it ¢ = }3 (modln)
n
(= IM{N+n) = (n+ 1)(n~N), soit: 2a(N-1) = C,

solution exclue par 'énoneé.

'ﬂr.-:
et o -1, soxt[:= %- (mod%)}
(= 1{N+n) = (n+ 1}{N-n), soit: n = JN

Lensemble de ces deux conditions permet d'obtenir
une absence de réflexion pour la longueur d'onde Ay,
Clest le prin¢ipe de traitement des verres anti-reflets. La
longueur d'onde choisie est alors dans le jaune, ce qui
fait que la humitre reflétée est mauve-vert. Bn fait, il faut
effectuer un traiternent multi-couche, car il n'existe pas
de matérian ayant le bon indice : n= /1,5 = 1,22,

Y

3 L a. Le champ doit vérifier les &quations divE = 0
-

1k
N c? g’
divE = 0 séerit : ~(k By, + Ky + £,8,) = 0. Les
sinusoides formant une famille If re, cette équation
impose que les fonctions sinusoidales de x, y et z des dif-
férentes composantes fassent fntervenir les mémes vec-

teurs d’onde.
Cela justifie la forme de solution recherchée.

o a!f enteaine & + .’c2+fc2 (:;

On retrouve la méme condition pour vérifier I'équation
de propagation des deux antres composantes.

Cela impose que les composantes aient la méme pulsation.
b. Les plans étant des conducteurs parlaits, les compo-
santes tangentielles du champ doivent sannuler & leur
voisinage.

Enx=0etxw=q los composantes E et £, sannu-
ient. Cela justifie la dépendance en sm.‘c # de ces deux
commposantes.

1l faut de phzs que k.2 = mu avec mentier.

De métne, les conditions sur les plans y = 0 et y =
entrainent k6 = nm, et celles sur Jes plans z = 0 et
z=d kd = pr,

v
AE = s0it quatre équations.

AR, =

Elech’omagnétisme MR, BT, PC, B8 o Matan, Classe prpe

2 g a0
€ Al 4k = ) s'écrit dane

Bl 2 2 e
M nﬁ+9?tm

pe 72

d. Une fois donnees ies amplitedes Ey, et Ey, pour un
mode donaé, la condition (& £y, + & Eg, + £, oy} =
impose Pamplitede 5,,. I y a donc deux degrés de
liberté pour an mode donné. On peut décomposer cha-
que mode en un mode avec £y, nui et un mode avec
Ly, nul, par exemple,

2. a

Y
f
i
!

NN

N

QR
=

4
FegtV = E—b',i

nus dans lel/8* de sphére (£,, ky et &, sont posidfs),
¢. Pour une fréquence maximom v donnée, il faut comp-
ter le nombre de triplets (m, #, #) permettant d’obtenir

2 mt ot 4n9v2 2
"cmnp = ( 52 T 3_} e < kﬂ' i
!

3

nky
d. Si T est trés supérieur au volume b v occupé par
un mode, c’est le nombre de parallélépipades élémen-
3
taires dans le volume %kﬂ calculé précédemment :
(Q’C‘V) abd |
4my iy

[
Pour chaque triplet (m, 7, ), ily a deux modes possibles
correspondart aux deux degrés de liberté du systéme.




f. Le nombre de modes par unité de volume est

v2 . ", .
S‘EE-:;AV. Pour avoir une cavité mono-mode, il faudra

vi .
que Smgz&vff = 1, 50it:
_ v My
= §nviav | BmAv
On teouve des dimensions de Pordre de 15 pm, large-
ment supérieures & la longueur d'ende.

= 3,35+ 10~ m-%,

cirmd | a2
3. "mp [

-t—b2

= f’ﬁr’ ce qui correspond & des ondes stationnaires

*{-’—2] se simpliie alors en

b
entre les deux plans. divE = 0 entraine alors que fa
composante z du champ est nulle :

E= (B2 + E,,ﬁ,)sin%sin(ﬁgi + }

) 4 a. On écrit e principe fondamental de fa dynamique

appliqué aux électrons -
< 4

m%w; =—eB-eBA Br, eton le projette sur les trols axes :

d
m—afi- = ~eE ~ev, By,
dvz

i
; 1 ;
En posant v* = v, +€iy,, —— = ig

~1£
"
de

dv,
maf = ~eB, +ev By,

w 0,

= —eL" - elv,~igv By = —~e(£' ~iev" By}, ’

soit| =2 - ——p" w = E

el
K= —ie—m—T = ~tewy Son module est la pulsaton

synchrotron.

Numériquement |K} = @p = 1,8- 10 rad -5~
& o g2 |
dr + K" = — PO

i

b. j* = —nev’, donc:

5
— an aF

rot8 = ? - aa? = uﬂ(j Paﬂat} soit :

38 2E 3B, JdE,
Cs = i o § 2 m i oo
az ﬁo(ﬁy*'se a1 )' et 3z yO(fx"'EG PY] )s
s0it

Pé%‘ = po[j’wisjﬁ *‘anat zeos 3 ) :—ieuu[j'-z- so%:)

Si P'on cherche des solutions en el @9, les équations
différentielles se transforment en équadons lindatres sur

les amplitudes : {(~igw,—iw)f” = w:anﬁ‘, s0it

2
, » i .
7= eyt S RBY = eyt ~itae, B¥),

soit, en diminant j°:
' ' io?
* b <o 3 | B
B Eunﬁo((m-ﬁsmﬂ) :m]
__ gl e )
CQ[((”‘{"GQ)B) :m]E

N
o2, 9B JAE* 98"
1otE = Y s'écrit de méme : —gz«—lsat,

= —ie%B“.

Pour avoir une solution non nulle, 1 faut dunc que :

~u—:m( e)[m ia)]

o o2
= 2 e il
c? ©{a + Edtg)

¢ Pour une onde monochromatique plane progressive
de po[mahon quelconque, c’est £ = £, +1F, et

BY = E,~iE, qui se propagent avec les vecteurs
d'onde k, = i(s 1) et k= &g = -1).
E = J(EI4E et By = -B- B sont donc la
superposition de deux ondes planes de vectewrs d'onde
différents, sauf st E; ou £ sontauls:
By =0, B, = -iE’, soit:si B, = Eycosd,
E, = +E,sineot, etla polarisation est circulaire gauche.

ikE* = ig{~iw) B*, soit E*

K

#

+ Pour une onde polarisée circulsirement droite, le |
champ se propage alors uniguement avec le vecteur |
donde k&, = ke = +1).

* De méme pour une onde polarisée circulairement |
gauche, la propagation se fera avec le vecteur d'onde |
ko= Kew=-1). !

La vitesse de phase v, = %" vérifie :
9 o . .
) = e O Tetrouve qu'elle est toujours
o
" oo+ sog)

supérieure 2 ¢ vers laquelle elle tend 2 trés haute fré-
‘Yuence, et qu'elte tend vers linfini pour une fréquence
de coupure dépendant de @p.
1l n'y aura propagation que si £ est réel, donc si © est
supérieure 2 la fréquence de coupure :
3

P, SN g@®y-0- > 0. Il faut que ®

oo+ £0y) !
soit supérieure & la racine pesitive de Péguation asso-
ciée, qui sera la nonvelle palsation de coupure @, :

41
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.3
g0+ JAOp 4+ @ @
B AT TR 3, en tenant comipte

@ 5 aa
de la faible valeur de la pulsation synchrotron devant
celle de la pulsation plasma.

Wy

o]
Pour une pulsation comprise entre wp— g et w,gﬁ‘

on réalise un polariseur circulaire : seule la composante
circulaire droite est ransmise.

d. On décompose onde incidente en ses deux compo-
santes circulaires :

2 . Ey . .
Ez=0) = B3, = %e"'“"[(?x-&l?}} +(Z,—i8)].
La premiére, ng-’(?,-i- ic?).}. se propage avec le vecteur

d’onde k. et fa seconde, %9{22 —i?,), avee le vecteur

d'onde £,.
A Ia sortie, les deux composantes seront déphasées de
(ko -k)L = ¢.

Ee=1) = %—’e-iwg(a’ﬁ;Z,}ewiw(?,wz?y)}

=i mu-g
= %-)e { 2)[2cosg?x+25ing?y]

2w 00s8? wsindd -
En posant # = cosge, + smﬁ?j :

E(Z @ L) E‘(z = L) = Eoe_}(m”g}ii. A la sortie de la
lame, Ponde est polarisée rectilignement, sa direction de
{k, - k)L
e

polarisation ayant tourné de + : la couche

de plasma présente un pouvoir rotatoire.

?’ 3 a Déquation mécanique s'écrit :

z4zl

i
m%—? = “‘e(E,?x + E’?)."I- Ez-e)n} m 83 " BI?J” soft :

-iwmy, = ¢, +ev, B, ~iomy, = -eE,,

~iymy, = weE ~ev B, soit:

b
divE = éE = ikE,. La conservation de la charge ¥écrit :
%% +div_}? = 0, soit: ~iwp +ikf, = 0.

En éliminant 9 entre les deux équations :

ek, el i3]
. @,
bl OO i O Y

vo= i B 15 v, e v,
= am 7 e T T am Y em @ f

+ e g gt
b. j sen déduit immédiatement :

2

P
o o, .
(4} j, = "E)'E%Ex‘“a‘:]z: @ g, = 1?;)389&3

2
s @,
{3) Je = l;faﬂE-:"ia:]x

¢, Léquation de Maxwell-Gauss s'éerit :

Electromagnétisme MP, PT, PC, P51 & Maban, Clue prspa

Y
=
ToLB = pﬂ[}%eo%}‘@) Secrit: ~1kB, = ua,f,-igﬁ; et

kB, = fof, - ig%E),, soit ;

1 - 1
B = pgdf + = E, | et
17y Ko k} =T ket i

. >
Pélimination des composantes de 5 entre ces quatre
équations donne les relations :

i, o
Bz = —]J.ay’, - ,’{c"zEy

i, ® & . i Me®
#oyﬁ"&z y = E}E” soit : E?='"!m2 k{f’

i ke o e
et l-luijﬂ-}%kx = EE"' 503t : E‘=.-1....___.in
!

e. En éliminant les composant;‘s E, et j, entre les
équations (1}, (3) et {4), on obtient une seconde relation
entre j, et £,:
g
@ ),
Je = i?DEEQEzwi-dfj, et j, = imepk,, donc:

]

] ! 7 2 |
i[1-20) <oi26et] 701w () et = 080, B
.f-t(l mu) e et! Jxlk ((.D e lmeoExg
| 1-—£ ‘

i @ i

i |

Le couple (f,, E,) est solution d’un systéme de deux

équations linéaires homogénes. Pour avoir une solution:
non zuile, il faut qulelles ne soient pas linéairement

2 2
@
indépendantes, donc que : [ 1w @ 3l = -agf 21 s
o ewy] € E’% 2
c
et done que ksoit égal A & tel que :
i )
| 2 = @? . @, 1 !
! el wt 2 1 i
| Lo 31
: ? - o, ]




f. De méme, le couple Gy E’) est solution d’un sys-
teme de deux équations linéaires homogenes :

3
. _ e _ B
Iy= tfeﬁﬁy et B, = i

w .

[+
Pour avoir une solution non nuile, il faut alors que & soit

égald B tel que {4 = ___.._J_’% ie champ magnéti-

que n'influe pas sur la composante du champ qui lai est
paraligle.

Donc une onde plane monochromatique progressive
dans le miliew, 2 la pulsation & sera en général la super-
position de deux ondes de vecteur d'onde différents ;
~une de vecteur d'onde £°¢,, transverse, polatisée rec-
tilignement paralltlemert an champ magnétique, les

composantes de .?:f suivant x ef 7 étant nulles,

-une de vecteur d’onde £'Z,, dontla composante de £
stivant Oy est nulle. Cette onde a une compasante longi-
tudinale E, non naulle, mais est transverse magnétique.

Y
Remargue : dans ce cas, la vefation entee j et £ est
linéaire, mais w'est pas une relation de proporiionna-
Bié, Le champ o'est pas alors nécessairement waos-
verse, car il peut exister une onde de densité de charge
volumique dans le plasa.

2
i =9 L
g |Sioa, & c(i 2{,)1)' et

2 2
Ko @(1 - ..G_)L)(l + E’_)
< 2e? 20
h. Le déphasage entre les composantes x et y d'une
onde 4 la pulsation @ apds le parcours 2, sera égal 3

2 2
(k' ~k"z = %z , proportionnel

a mf, done ai careé du champ magnétique.

$E)-0(E,) =

p 6 1L 1. a. grad(erontd) = —jheite-t], = —jok.
b. ciiv% = {

> e 3 - 2
divE(M, ) = div(E o) = adivE ~jok-E, = 0

-3 3B
1otE = 5

- —3 > -3
rotg(M, £ =rot(§oa) = cxmti_i‘0 + gﬂ A]'CC.?= mjmg_?ou

B d Z -+ .\ =
wtE = jEAE ~job,

e ' - )
divB = { s'écrit de méme :;divgo = j?’ée
i | R S —
2 dE
rotf = gﬁ“é"?

-3 s 2 >
<. _E_O est transverse, rat§0 = fha By - joB,

R d
Ey = Eylx, »E, + By, y)? , donc

9E,, 9E
;);t.gio = ( a‘ °")? k’AE est orthogonal 4 2,.
Si l'on note Bo, la composante transverse de Bﬂ,
Loy E = :
!Em :-E{;A gu;

Fet E = E sont orthoganaux, doz:c;le = EEQ,

2 P 'MTZ?"W-
d. B est transverse; rotﬁa =jE~ B, +Jc—2.§u. Le

-
o . PN . C
méme raisonnement conduit 3 :; By, = w&mﬁo,.

2. a. Pour avair 2 la fois ces deux relations, il faut :

Ca_ @t
Ekg o |
) > 4 E— R
b. 3 = §o‘ = aAE , done rot,é'0 = Jl?m_lj.‘n—]mgo
entraine rotE = 0.

De méme
>
rotB »]fAB +]—E —]El\(k’/\ 0) J%é‘ =0
s;ga-)?:U etk2=§.
+ -+ 3 -
divE = jf‘ E et divB = iR B sont nuls siles
deux champs sont ransverses.

aA(M e,

3 —_—
o B(M, )= - gradV (M, ), solt

2
£ (x o = —]ma.ﬁﬁz-&]af{/&—agradf_fo(x, ¥

> 2
Si '50 est transverse : —foctd,Z, +j0tzfo = 0, soit

Valx, 1)
Ao(x, ¥ = £ G(x’ n= :9_‘:_')’_-

= -5radf’/o(x, y)
Comme de plus d:\rE = 0,
oy -
div{gradl,) = AV {x, 3} = O dens Vespace intercon-
ducteurs.

6 ~ Propagation ef rayonny




-

d. 8l y a un seul conducteur, I'équation de Laplace a
dewx dimensions ayant pour conditions oux Hmites
= Cte sur le conducteur 4 z et ¢ donnés, la sojution
unigue est la solution triviale ¥y(x, 9} = Cte pour tout
-
point intérieur, et donc £ et By auls. Il a'y a pas
d'onde TEM & Pintérieur d’un conducteur creux unigue.
d¥y
dr
TEM. Done Vp{r) estde laforme:
Va(r) = dinr+ 8, soit:

11 Loa. AVy(r) = —-—[ :] = { puisque Ponde est

: b
; B nZ:
Vo) = V(b + S-"pﬁi2---3’}-}-(--@*2]:1 L. Volb) + uo-_?ni
A b r )
i in- nai
a a

o
b' ‘_E): = _gradVD vﬂb ?r ’ et

: rln(;} i

€

Ce rapport a pour dimension la

racine carrée du rapport d'une inductanee sur ure capa-
cité, donc d'une impédance Lw sur une admittance Ceo.
C’est donc une impédance.

2. a. La densité volumique d'énergie s'écrit

i 2 2 i
fw = EOE—+§‘§W = aoﬁg(r)cosz(mtmkz)_}
i g ;

2

h. Le vecteur de Poynting au méme point vaut :

P

= gycEqoost(wt— kD)7, i

=
b

A
Mg

-

{a vitesse de propagation de I'énergie dans le
cible est done ¢ comme pour les ondes planes dans le
vide,

¢. La puissance moyenne gqui traverse une section
droite du conducteur est la valeur moyenne du flux du
vecteur de Poyniing 3 travers la section :

bgoc o b 2
(P = L —9—%9—@21:1«17':7‘:50(:_{ 2 %’—', soit ¢

. ;n(i’)
a
2
)
b
()

(P} = neye

Electromagnétisme MP, PT, PC, PSE. 1 Navan, Grse prepa

3. a. On applique le théoréme de Gauss & un cylindre
de rayon rcompris entre @ et b, et de hauteur dz:

A
nrdzfy(noa = »e-»!-dz, s0it ;
0
2 21):20119 . ‘ .
Dz, ) Dtk
1 (5
ol 2
a
b. La densité surfacique est — My 3 Fopl . Alasur
Ina I3
&]ﬂ(a)
face du conducteur intérieur, 1@ champ vaut
)
Eo) = .. On vérifie donc E(a+) = —T
£p

aEn(z)

€. Silen applique le théordme de Gauss & un cylindre de
rayon b < r < b+ ¢, dehanteur dz, 13 ottle cha.mp est nui,

?\.(z :)+x(z ) =0|

on trouve immédiatement :

4. a. On applique le théoréme d’Ampére 3 un cercle
de rayon rcompris entre et 4, orienté suivant 2, :

AnrBy(ryo = peiilz, ) = 2na , Soit:
cin -)
z
R Yo
(2 £) = Wg“%z*ai
i pocln(t—l) '

A la traversée de la surface it doit avoir :

E(a) = Yoty =

r= a,

ody, ce qui est bien vérifié,

calal -
2

€. Lappiication du théoréme J'Ampére a une circonfé-
rence de rayon &< r<f+e entraine que i) +4, = 0
les deux courants ont mérne intensité & chaque instant awux
points de méme cote, mais cizeulent en sens inverse.

PSPSI I SN B
“ En(g) Quacln(g}




§. La conservation de la charge, sommée sur la circon-
férence de myon a, s"éerit ;

G UL O U Y G VGO pY

aal afz oY _
E}t ,Z (_]fnlu jkl(})o'. -_](na(l c) —0
211:&:01;9
6. vz, £) = vy, et h, = o, done
ln(é
a
C ame, |
0 =

m@

*Luca = ggily = -%-; (Dexpression est homogene,

Lot rm s s s

puisque Ly et Co "sont une inductance e une capacité
par tnité de longueur.)

AN L = 2,20- 16~ H-m-!,
Oy = 5,06-10-0 F.m-l, 1 = 377 Q. Z, = 659 £.

i 7 L. a. Le principe fondamental de la dynamique s'écrit ©
47

my; = ~kF 6B A ByZ,.

En 'absence de champ magnétique, la vitesse angulaire
e

de rotation est w,, donc —'Ei wj. On pose ) = -Z—ﬂ-': .

d#

d’; = —(uo?? 2 A Q?

En projection sur les trois axes: &+ mgx = ~204%,

j+aly = 204, Fewpz= 0.

A partic des conditions initiales, on déduit que
= asind costgl,

b. On mulhphe la seconde équation par i et on fait la

somme: &+ t:)oZ = 2iQZ

c. Le polynéme caractéristique s'écrit :
~2iQr+wl = 0, de solutions: i & iJal+ Q2
c’est—&-dire, st < g i{Q X wy)

La solution est donc de la forme ei@] 4e!¥f & B i)
Les constantes complexes 4 et B ge déterminent & partir
des conditions initiales : 4+ 8 = —izcos8, st
i€+ pd+ (2~ wy) B] = iwD{A By = wya,

soit ¢ A B = ~ia. Donc: 4 = —-—(i + cosf) et
{1 - c0sH).

Z(t) = —e""[(l - cnsﬁ}e”“"" .—{1 + cose)e"""‘]

x(x) ent est la pa.rﬁe reelle PR

x(!) = »-[{1 - cos@}sm(mo - {0t
: + (E+ cose}sm(wo +Q)t§ |

et y(:] iapam i

)’(3) -[(f - cosB)cos{cuo Q)t
- (1 + cos®) cos(w, + Q.)t} |

d. Cext I superpositon d'un mouvernent oscslia.toue
z = asinBcosmyf suivant Oz et, dans le plan £0y, d'un
mouvement circulaire de rayon g( 1-cos8), de pulsa-
tion g = @y~ dans le sens indirect, et d'un mouve-

ment circulaire de rayon g(l +¢0s8), de pulsation

) = g+ £ dans le sens direct.
2. a..ﬁ = Mer‘ done :

fp, w »»~e~[(1 cos) sta(wy, - $2)¢ :

! + {1+ cosB)sin{m, + £23¢]

w »-e«g[(l — cosf)cos{wg ~ L)
! - {1 + cosB)costig + Q2)¢]

g
:

b. En un point de I'axe Og, le dipsle p, n'émet aucun
1ayonstement.
Le dipdle p, éroet une onde dont le champ électrique est

proportionnel 4 §, et est suivant la direction ~§2,.

Le dipdte p, émet une onde dont le champ électrique est
proportionnel 3 f, et est suivant la direction ~§2,.

Ity aura donc une onde de charmp damplitude proportion-
nelle & ~(w, - Q)%%(l ~ cosB) sin(o, — )¢ suivant Oxet
(@~ Q)“eg( i~ cos) cosfmg ~ Q)¢ suivant Oy, donc
polarisée circulairermnent droite, et une onde d'amplitude
proportionnelle & —{ow + Q)aeg(i + cosB}sin (wy + )¢
suivant Ox et +(mg + Q)ﬂeg{l + cos8) cos{wy + €24 sui-
vant Oy, dong polarisée circulairement gauche.

Eécart de fréquence est Av = 59‘ = 1,4-10° Hz pour
01T "

6 ~ Propagation et rayennnore:




= == = (6,04~ 10M Hz.,donc = 2.0 101,
J\.o vo
Lleffet est observable en utilisant un interféromeétre de
Fabuy-Pérot.

¢. Dans le plan x0y, les dipéles suivant Ox et Oy rayon-
nent des champs électriques orthogonaux 2 la direction
de diffusion dans le plan %0y, et donc de méme direc-
tion. Leur superposition donne doac deux ondes polari-
sées rectilignement dans ce plan, Pune 2 la pulsation o,
et Pautre & la pulsation w,.

Le dipble suivant Oz rayonne en un point du plan une
onde polarisée rectifignement suivant Oz, donc perpen-
diculairement aux deux autres, et de pulsation .

?5 & 1. Pour une onde §lectromagnétique plane progres-
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sive harmonique dans le vide, Péquation de propagation
implique que £ = ? La relation entre le champ électi-
3

> -
que et le champ magnétique est: B = ﬁ A E, donc

!?3; = é(sim‘?x-« cosi?,) Epcos(@t - (% 7)) %
{ 375
2. Jh'%r E’:B = gockio(cosid, +smz?)cosﬂ(m£ f .
2

Liénergie se propage dans la direcon du vecteur
d’onde

La puissance moyenne rayonnée & iravers une surface §
perpendiculaire 2 lz direction de propagation est la
moyenne du flux de fi; & travers cette surface, soit :

(Py m ()8 = chLjs

2
B R
3w =g gt = EGE2 = GOEgcosﬁ(wz-«ki-?) et
2 21,
!
sa valeur moyenne est : | (¢} = 99%_5 !
[

4. Dans le métal conducteur parfait, les champ électri-
que et magnétique de Ponde sont nuls. Done fa compo-
sante tangentielle du champ électrique et la composatte
normale du champ magnétique s'annulenten x = 0.

E en résulte que, pour vérifier ces conditions aux Himi-
tes, il est nécessaire qu'id y ait une onde réféchie telie
que E, {x=0)+E(x=0} = 0,

et B (x = 0)+ B, (x=0} = 0 quels que scient 3, zet &
Llonde réfléchie est done une onde plane de méme put-
sation, et donc de méme valeur de & que Ponde inci-
dente, de méme valeur de ky, et done de vecteur

Londe : % = £(- cosid, + sinid,).

3
E, = ~Eycos(mé + keosix — !csiniy)?i, et

électromagnétisme P, PT, PC, PSE. © Nathen, Olase prepa

2 E
B = wzg(sini?x + cosig)) cos(wé + kcosix - ksiniy)

5.

E Eyf cos{mt — kcosiz— ksindy) =
~cos(@t + keosix - ksiniy) 12, |
= -2 E,sin{ws - ksiniy) sin{kcosiz)?,

fi = %«’[(sinz‘?x— cosi?),)cos{{ot— kcosix — ksiniy)
- (siniZ, + cosid,) cos{wt + keosix ~ ksiniy)]
B = ?{Qsz?xtsm(mt—ksm:y) sinékcosix)}
'—'2 cos i?}, cos{e! - ksinrly) cos (-k cosix)}
6. Epx=0:
- E,
B0, y, & = mﬁksgcosi?ycos(ws—ksiniy}.

Les relations de continuité pour le charnp magnétique
s"écrivent :

g(x =0} = Uo}?: al-%) = -2-E€9cosi?ycos(mt ~ ksingy),

soit, puisque }?, est dans le plan du conducteur :

Je= %—%cosieos(m - ksiniy)Z,

5
7. B se calcule par le théoréme d’Ampére appliqué &
un rectangle parzlléle au plan 20y, orienté dans le sens
positif autour de Gz :

-
B = —uazij = -——cos:cos(e)t ksmzy)?

3 4 ¥ E,
Donc| By = B-B1 = w?ocosz‘cos{wt»«ksmz‘y}?,,

2
dF = deSAEz = !%coszicosz(mhksmiy}ds’?,
o

Cette force est une force pressante qui repousse le con-
ducteur

2

Ey
E(p, = -——-ms?z = goEpcosti = 2{u)cns

8. a. Chaque photon a pour énergie Av = hia, etpour

quantité de mouvernent T'TGJE = ki,

o B
= ®o3hy

¢, Chaque photon qui se réfléchit a sa quantité de mou-

E
b. Nkv = (u) = 20—29, soit 1|

vement qui passe de }lc\f(cosz'?‘ + sini?y} a




h—“'(«« casi¥, + sini ), et cide donc au plan métallique
la quantité de mouvernent : 91’—1‘- cosi ?,.

Les photons incidents qui atte:gnent lz surface cl 5 du
plan métallique entre les instants ¢et £+ d4sons, & l'ins-
tant ¢4 Dintérieur du cyhndre de base d §et de génératri-
ces paralléles & cosi#, + sini¥,, et de longueur cdt,

Ce volume vaut ccosid §d¢ et contient done

£,
Necosid Sdt = agﬁo\’ccmfd Sdt photons.
La force moyenne a laquelie est soumis 'élément d'aire

45 est dane : s{,Eﬂ cusﬂtdS On retrouve I'expression

SDEf,coszz' de la pression de rad!auon.

9. a. La projection de la farce de pression s'exergant
sur 'élément de surface d§ = 2mR¥sinidd sur lequel
Pangle d'incidence du faiscean est ¢ est P(i}dScosi.
Eincidence variede 0 2 ?2-[

Dene:

F = EZI 9m R¥sind cogdidi = EQE&M = (uyn K2 §

t
t
'
'
.
L
§
H

CF o= @ER"’
<

i

=£rcR’*’§
e

b, Pour soulever la bille, i faut F = mg, soit :

¥
4
{[m = cﬁ% = §cugR.

Lz puissance qui arrive sur la biile est le fux du vecteur
de Poynting & travers la projection de fa bille perpendi-

culairement au faisceau : [E’I‘— = cm-g_._é

Numériquement : f,, = 1,06 100 W . m2.
P, = 332 W. I! faut utiliser un faisceau laser rds &tzoit
pour avoir une intensité trés grande localement.

3 >
/» 9 l.a. E = g(r, z}eﬂkz—m!)?:‘
Lléquation: de propagation s’éerit :
2
A(E(r, 3)&“""‘“’")4-%,_'3_,‘(1-, Zeltkeott =

2
éa—zz(g(r, Zesthe-on)

A8, 2) 92 E(r, 2)
2 = i(ke—cty
[ B2 E(r, 2) + 21k 3z + 37 ]e 5
JE(r, 2y

(375+ sy s vt = L[y St

Done, ¢n ne gardant gue les termes d'ordre 0 en }}%,
w?

Péguation de propagation g'écrit : £ = =

Cela correspond 2 la modélisation du faiscean laser par
tne onde plane.

) . 1
A Pordre suivant en 7N

202, 13O o,
2ika§f}2 2

Léquation de propagation est done vérifide & un terme

du second crdre en i( prés.

b. divE = 0 ne peut tre vérifié par un tel champ, car
sa dépendance en x n'est pas nuile. La composante zdu
champ a donc été considdrée comme négligeable devant
la composante x.
AE, 40E, kzyx 2
=X Zo=T P TN PN ¢ > Y
((z+ :zo}a)f"“mp( e ize))e )

Bx For
3L, .
= _?z_n_lkgz

- Grigntooee( ey 3)et0-on, de Tordre de

gﬁ(f, Pekk-en, dong en L lcarxcas [R

JEz k
2. a |E(r, 2 = E é{gexp[-—ikr2(z~iz")}

222+ 5)
exp(+ikr2~mw~m(z+ izg}]
2(% + 25}
) 2
= £3 i 2e;-:p[-—l: i %)2 ]
Fazy (2% + )

Soit : |E(r, 2)|? = Aﬂ{z)exp(

2
A?(z) = Eg % 5
2+

b, wi(z) =

S =i (9))
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w{z) =

f b f T
wy 1+(i) , AVeC Wy = 2% = l’:—{-—

2
Aty = 282
£+

Le produit

at est done une constante.

& Wi
26 e
2,4
224
2
18
16
14

1.2 //
1

0 02040608 1 1,2141618 222

e

-

2

481
084
0.7 4+
0.6
3
0.4

0 02040608 1 121,416 1,8 22224

A

Eft, a6y
\z= Q
2
06 3\

oy

.

0.8

0.4

9.2
T iy

{ 1 2 3 4

w(z) représente le rayon caractéristique du faisceau
laser.

3. a. Les varations de E(r, 2) avec rsont négligeables
i Péchelle de Ia longueur d'onde st

85 g& i 12 18 _ 1A

] EHA << 1, soit: 4 w2 = fLTL

E Eﬁ dr sl |aﬁ o an
De méme %‘1 Lot 12 . fc!fﬂ
9z Y P

|

é!ec&mmagnéb‘sme MB, PT, PC, PSE. © dattan, Classs pripn.

+
iwB. Onne considere que les varia-

>
)
b. rctE——W_

bl
tions de £ dues au terme en gitfeon,
damplitude étant négligeables devant efles :

les vartations

%mmﬁ = @B, s soit 2
Q(M, )= a‘){g(M, t)e”k"“’“?y = éE(M, t)e“k"‘“)?’,

4. a. La valeur moyenﬂe du veeteur de Poynting s’écrit

ators : {T) = TR@.E;\B" = a0, 2%,

1 gocdl |
! - aCA{z) B ar?
;J{r. 2) = i eX ( wgw) E
' 2 2 !
{ s s0efs % 2exp(-k rz)
! ey | (e !
L

= 2, soit R(2) = wiz).

b. Ri{z) esttelque 2 T }

Siz = w(z) = w l+(£) = ,etlefaxscea,ua
Z 20, (2) OJ—- % ozo

la. forme d'an conre de révolntion de demi-angle au som-
. A
J;o puisque w, = J%—

Pour le laserYAG—i\i'{Zla‘r = w”i\, =0,74m, et $ =23
dangle.

Pour te laser 4 COy, 25 est dix fois plus petit, et Pangle
B dix fois plus grand : 237 d’angle.

Lavantage du laser YAG-Nd™, de plus faible fongueur
d'onde, est que la divergence du faisceau est faible, et
que Pénergie qu'il transporte se trouve ainsi concentrée
sur une surface petite sur une longueur de faiscean de
plusieurs métres.

met B tel que

10 1. a. Délément de longueus dz de Pantenne contri-
bue au potentiel vecteur proportionnellement & /dz.
On peut donc utiliser le raisonnement fait en cours, en

'i:emplag‘ant ﬁ{t} par [ {z, t)éz, et en sommant ensuite

b. dEP(M ¢) varie en

oH-P.

i l--—— im &=
2 ){ M) n{ Le déphasage entre
ies conrnhunons au champ des elémenrs en Qeten zest

donc Oz} = w(OM PM) - »wzcuse

U fae et z)ei(m(lﬂé}}sinaé"e

[E(M 7= 4Tss c2r




Cette onde se propage &
vecteur, et & localement la structure d'une onde plane,
mais son amplitude dépend de 'angle B entre la divec-
tion de P'antenne et fa direction d’observation.

4 la vitesse ¢ le long du rayon

2. a. Uantenne étant dans P'air, Pintensité du courant
doit Sannuler 2 Pextrémité supérieurs de Pantenne.
Llorigine est donc peise au milien de antenne :
~L<z< L, f(2) sannule aux deux extrémités de
'antenne.

b. Si f(a) = cos( AL) = cos(%‘z),

2 i L] ; ei?{‘c- eni%z i%2c008
({1 - r l;:- CO3!
f flmes" dz= L’f[wﬁ )e dz

Qsia(g{l + cos&)) Rcos(E cose)

= w4
1=z i=zcosd
J-‘le gt dz =

2
o -
—E(i+cas9)

®
-E{l + eosh)

.1
2cos —cosa)

7 ~i%z i%’zmaa (2
L8 ce [
J - %(1 « cos0)

2 @ sinif

s
Loy ¥ ¢ cos(— cose)
F{a'e e ) i2hemn 9¢ \2
}rk glre e ™ e w

4

iZ, cos(gcose) 1(m(:—-})

“»
LM, = Qmweycr sing

T,

de pagtie réelle :

5
B{M, =~

Iy i@sin(@(‘"é))&“

Engger  sind

¢. Le champ rayonné 4 grande distance a Jocalement la
structure dune onde plane :

% " gA?f(M, £ %?,A%{M, 13}

T3 o
aift = £28 _ o By, 02, |
J Ho i
] 2 cosz(gcose) :
P Iy 2 9 r |
11 " 4nlgeert  sin? s (w(t—- EDE” i

e. La pulssance totale rayonnée est le flax du vecteur de
Poyniting & travers une sphére de rayon rcentrée en 0:

o of &
. I cos( cose]

i

P et LD (-me‘E
|
‘ 2f & :
B L C08 (2 cose)de

a v

cos'l(g cos@) -
£ A= [ﬂ ——— 6 (095 )ujo 5ind6do
4
3(0 95 = 1,20
S R
g.immﬂm =72 Q [

h. Le développement limité de cos(g cos G) au voisinage

= 0 eerit: cos| & N L
de 8 = 0 s'éerit: cos(gcose) cos(z(l 2)) L

L fonction tend done vers 0 quand @ tend vers 0.

i
Pour § = 5. cos(wﬁcosﬂ) =
T
cos2(— cose)
6) = v
09} sin?8
‘/L: "~ p{0}
L2
i 4
jost
el
02l
R e
02 0% | .02
PR
0.4 i
ko6 |
0.8
\LL _,/

l2d9
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g Expression des opérateurs différentiels dans différents

systémes de coordonnées
L1 Cosrdonnéss carbésiennes

On considére le champ de scalaives U/(x, ¥, £) et le champ de vecteurs A{x, y, 2}

BU? . % LU

e
* gTadU = ey Mgz
BA BA
-dwgw_—- ay+az
24, 45, (04, 4y, (dd, 04
T{)t;} ( az )(:’x + {“g; s *g;)? [&x ay }?
BZU R} T

EXd

A4 = 042, + 847, 4 A2, soit

* AU = ——?-i-g}-';).-i-

> 024, 9%4, a A, 324, 34, au %4, 9%4, 94,
2t .
PAd = [ax2 E 82] +[8x3+8 32:’?‘}-[6:‘:2_+ azﬂ}’*’-

1.2, Coordonnées cylindrigues

On considére le champ de scalaires U(r, 8, 2} et le champ de vecteurs Z(r, 8, 2.

oy , Loty 3_5_’32

dlf =
gra 574
18A9

19 Nfrl
?37(5;) *y 7 39
vy aAg)é, . (BA, . 3_/15)39 R é(a,;fg - %_*;r)gz ;
T r

- divd = 8/1

—

. [N St el

rotd ‘( 36 "o, 3% " ar
. g 12U
AU = rar( BU} S ETT AN

Ces formules sont systématiquement données dans les énorcés de problémaes.

E!echomagﬂéﬁsme MR, BT, PC, P81 o tatmn, Gl pripe



1.3, Ceordonnées sphérigues
On considere le champ de scalaires U(p, 8, ¢} et le champ de vecteurs dip, 0, 9.

al 18/ 1 ol ;
: U oy i
‘ grad dp St pae“" |:vsine<'iq>z?tP !

'div2=~1§a(p AP)+ L a(sineAe)+ ! a4,
p? dp psind 08 psind do

E Bty 9 pszne(a(sine‘{w) 8.49) l(wh%“apA) L (apAB BA )z’
7

% Te sin89¢ " "dp dp b
) 1200, 1 2U '
al = p ap? pﬁsmeae( UJ pis:n?ﬁ)aq;2

Ces formules sont systemanquement données dans les énoncés de pmblémes :

y . Action des opérateurs sur des combmazsons de champs
On considére les champs de scalaires U(F) et V{7 etles champs de vecteurs Z{r} &t §

. gradUV = ng‘adV+VgradU

« divUAd = UdivA+ 1 - gradt
«div(AnB) = B-rotd- 4. 7otB
<o) = Urotd + gradt/ n 4

-3;17:1)(3—3‘) = (Z-g_r;i)§+(§.gm)2+3A;n_>t§+§A;§Z
cot@nBy = Advd - Baivd+ (B grad) A (4 grac) B

% Exemples d’applications

4 N
E 3.1. Calcul du champ d’un moment magnétigue M a partir
| de son potentiel vecteur

|
| AN oM X v
: ) .
E B= th = [0‘{./%/\ OMa) (.M di VOM3 - (M ad}0M3] puisque M est un vec
! teur constant.

! s

: oM -

3

wnnd
Ny A ) () S ey oM
De mée, gmct(m-aﬁ—a} = (M- grad) OM3+MAmtO—M3

Annoue :
i




OM propurtionnel au champ d'une charge élémentaire placée en O. Done soa rotation-
oM
nei est partout nul, et sa divergence est nulie sauf en O.

F A v A /. Bo =il = GM
Bonc B = rotd = ﬁrot(MAOMB} 4Egrad(ﬂ'£ OMa]

Ce champ est donc formellement identique & celui d’un moment dipolaire dlectrique.

3.2, Application des opérateurs & quelques champs simples

o R -1
divk = 3 gradr = 2, grad(v®) = areiZ,
-3
Soit A un vecteur fixe :
oy =

s T -3
grad.fv[. = M rot{MATF) = 2M

3.3. Actiom des opérateurs sur une onde plane en représentation
complexe

Les opérateuss étant linéaires, leur action sur une onde décompesable en superposition d'ondes
pfanes monochromaﬂques est la superposition. de leur action sur chacune des composantes.

Si § = Eoexpl(e)t-— i ), oil )4 peut étre réel ou complexe.

- > 3 =» -3 - -
V=if divE=-if B roth = 4BnE AE = -BE

4 Formules utiles 3 connaitre

4.1, Double produit vectoriel
A nd) = B@ - D-2@-D
4.2. Expressions & reconnaitre
-, - By 2 >
* En coordonnées polaires sphériques : rotmé =0 et div(M A —;) =0 partout, M un vecteur fixe,

* £n coordonnées polaires sphériques ! Al =0, Alrcos®) = 0, ACOSQ o,

(?‘_ﬁ?ﬁﬁ_@:_l] = 0, sir différent de 0.
* En coordonnées polaires cylindriques : A[n - =0, A(rcos®) = 0, acos@ = 0, si rdiffé-

rent de 0.
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PM 0M PM 2 OM

. n : &

stOM <a _HLphere md'ﬁp = "“‘é’“‘", siOM>a J'_”.ephere }3—-3({1'0 = -g—b—lm
de rayos 4 de rayon g

4.3. Quelgues intégrales rencontrées fréquemment

f “in?0d0 = [ c0s0d8 = 7

o 0 2

(sin20) = (cos20) = %
A a4

Jo 5in30d0 = 3

= 1
Io aexp(—- 'T:)dt = T4

4.4. Formules trigonométrigues

Elles se déduisent simplement des expressions :
« cos{a+b) = cosacosh—singsink e sin(a+b) = singcosb + cosasinb.

* cosp+ COSE = QCOS%jcos 5 * cosacosh = é{cos(a«!—b) + cos{a-5})
* Cosp— cosg = —QSin%‘gsin%g + gingsing = —é[cos(a+b}~v cos{a— )]
- sing +sing = QSin%gcos 5 + sinacosh = é[sin(a+ &)+ sin(a -~ b}]
* sinp - sing = Qcos%gsing‘%g *+ cosgsind = %[siu{a-l— B~ sin{z - 8)]

% Utilisation de la notation complexe

5.1, Notation complexe

Lorsqu'une expression est une fonction sinusoidale du temps ou de Uespace, on peut Tui asso-
cier une expression complexe dont elle est la partie réelle.

Exemples

A f(2) = acos(+¢), on associe f(f) = ael®ei® = el (notation en e'¥} ou encore
f(8) = ae¥eTie? = gemivt {notation en e-int),

A g(2) = acos(hkz+ ¢), on associe g(z) = aeltele = ge¥e,

A Kz, ) = acoswtcoskz, on associe hi(z, ) = aei®coskz ou kyle, 1) = ac®cosw!

h(z, £) = aeivel serait Pexpression complexe de la fonction acos{at + £2).

On peut méme généraliser avec des pulsations complexes :
F(8) = aeto+o egt Pexpression complexe de la fonction f(£) = acos(w’t+ dled,

Ay
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5.2, Lftilisation de la notaiion complexe

Toutes les transformations linéaives {dérivations, opérateurs différentiels, intégrations, com-
binaisons lindaires) que doit subir la fonction réelie peuvent étre effectuées sur Pexpression
complexe, Il suffit ensuite de prendre iz partie réelle du résultat trouvé pour cbtenir le résultat
de ces transformations. C'est particuligrement adapté aux dérivations et aux intégrations : les
équations différentielles linéaires se réduisent alors & de simples équations linéaires sur les
amplitudes complexes,

LENTCN
el

Atlendion e choix de lanoution en e vu ¢ ™ doie évidemment e b méme dans towd e probld
et fu dérivation donne slors va faciewr muldplicatif 1oy ou ~iw. Cela est valable ausst pour des g
dews o complexes,

5.3, Produit de deux expressions

On ne doit jamais faire le produit des expressions en notation complexe, car la partie réelle
d'un produit n'est pas le produit des parties réelles,

Cependant, si Pon ne sintéresse qu'a Iz valéur moyenne au cours'du temps (sur une période,
ox sur un temps long devant la période) du produit, on peut utiliser les résultats saivants :

~ si les deux pulsations @, et @, sont différentes : ia valenr moyenne du produit sur un temps

long devant 2R o toujours nul ;
|2 — o]

~ si les deux pulsations sont identiques : (a()&(£)) = éRe(ﬁ_zé*). En particulier, si les deux

expressions sont déphasées de 3, la valeur moyenne du produit est nulle.

5.4. Notation complexe et consttuction de Fresnel

Résoudre une équation différentielle linéaire en cherchant une solution sinusoidale se raméne
& résoudre une équation linéaire pour 'amplitude complexe.

La construction de Fresnel consiste 4 la résondre graphiquernent dans le plan complexs.
Exemple

Pour résoudre en régime sinusoidal foreé : u + RC"{E + LC

on cherche une solution sous la forme zcos{wé+ ¢). En notatmn complexe : gelo?
w(l+iRCH - LOw¥y-= K
Graphiquement : une dérivation correspond i une rota- LGty

d = E,cosmt,

tion de & 5 dans le sens trigonométrique, une intégration 55\ Ao

4 une rotation de ~ g

On it directement: o = £ s {
JO1 - LCwh? + (RCw)? j.e
~RCo L
tand = o 1,5 avec sing < 0, soit ~m < § <9, ce ¥

qui correspond A T'analyse de la sofution complexe écrite précédemment,

Re‘mczrgue la donmée de Pexpression de la tangente et du signe du cosinus ou du sinus suffit
& déterminer entidrement le déphasage.
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