
Sous-espaces engendrés par une intersection et une union 

Soient 𝐴 et 𝐵deux sous-ensembles d’un espace vectoriel 𝐸sur un corps 𝐾. 

Rappels de définitions 

1) Sous-espace engendré Vect(𝑆) 

Pour 𝑆 ⊂ 𝐸, Vect(𝑆) = ∑ 𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑠𝑖| n ∈ ℕ, 𝑠𝑖 ∈ 𝑆, 𝜆𝑖 ∈ 𝐾 

C’est le plus petit sous-espace vectoriel de 𝐸 qui contient 𝑆. 

2) Somme de deux sous-espaces 𝑈 + 𝑉 

Si 𝑈, 𝑉sont des sous-espaces de 𝐸, 𝑈 + 𝑉 = 𝑢 + 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑉 

 

1. Comparer Vect(𝐴 ∩ 𝐵)et Vect(𝐴) ∩ Vect(𝐵). 

Étape 1 — Utiliser les inclusions évidentes 

On a toujours : 𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐴et𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐵. 

Étape 2 — Appliquer la propriété : 𝑿 ⊂ 𝒀 ⇒ 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝑿) ⊂ 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝒀) 

Donc : Vect(𝐴 ∩ 𝐵) ⊂ Vect(𝐴)etVect(𝐴 ∩ 𝐵) ⊂ Vect(𝐵). 

Étape 3 — Conclure par définition de l’intersection 

Si un ensemble 𝑋est inclus dans 𝑌et dans 𝑍, alors 𝑋 ⊂ 𝑌 ∩ 𝑍. 

Ainsi : Vect(𝐴 ∩ 𝐵) ⊂ Vect(𝐴) ∩ Vect(𝐵).  

Remarque (important) : l’égalité n’est pas toujours vraie 

L’inclusion peut être stricte. 

Exemple : dans 𝐸 = ℝ2, 𝐴 = {(1,0), (0,1)}, 𝐵 = {(1,1)}. 

Alors : 

• 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, donc Vect(𝐴 ∩ 𝐵) = {0}, 

• Vect(𝐴) = ℝ2, 

• Vect(𝐵) = {𝑡(1,1) ∣ 𝑡 ∈ ℝ}, 

• donc Vect(𝐴) ∩ Vect(𝐵) = Vect(𝐵) ≠ {0}. 

Donc ici : Vect(𝐴 ∩ 𝐵) ⊊ Vect(𝐴) ∩ Vect(𝐵). 

 

2. Montrer que Vect(𝐴 ∪ 𝐵) = Vect(𝐴) + Vect(𝐵). 

On fait une preuve par double inclusion. 

Inclusion (i) : 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝑨 ∪ 𝑩) ⊂ 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝑨) + 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝑩) 

Étape 1 — Prendre 𝒙 ∈ 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝑨 ∪ 𝑩) 

Soit 𝑥 ∈ Vect(𝐴 ∪ 𝐵). 

Étape 2 — Définition de 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝑨 ∪ 𝑩) 



Il existe 𝑛 ∈ ℕ, des 𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ 𝐾et des 𝑢1, … , 𝑢𝑛 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵tels que ∶  𝑥 = ∑ 𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑢𝑖. 

Étape 3 — Séparer les termes venant de 𝑨et ceux venant de 𝑩 

Parmi les 𝑢𝑖, certains appartiennent à 𝐴et d’autres à 𝐵. On regroupe ∶ 𝑥 = ∑ 𝜆𝑖

𝑢𝑖∈𝐴

𝑢𝑖

⏟

=:𝑎

+ ∑ 𝜆𝑖

𝑢𝑖∈𝐵

𝑢𝑖

⏟

=:𝑏

. 

Étape 4 — Identifier 𝒂et 𝒃 

• 𝑎est combinaison linéaire d’éléments de 𝐴, donc 𝑎 ∈ Vect(𝐴). 

• 𝑏est combinaison linéaire d’éléments de 𝐵, donc 𝑏 ∈ Vect(𝐵). 

Étape 5 — Conclure 

Comme 𝑥 = 𝑎 + 𝑏avec 𝑎 ∈ Vect(𝐴)et 𝑏 ∈ Vect(𝐵), on a : 𝑥 ∈ Vect(𝐴) + Vect(𝐵). 

Donc : Vect(𝐴 ∪ 𝐵) ⊂ Vect(𝐴) + Vect(𝐵).  

 

Inclusion (ii) : 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝑨) + 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝑩) ⊂ 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝑨 ∪ 𝑩) 

Étape 1 — Prendre 𝒙 ∈ 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝑨) + 𝐕𝐞𝐜𝐭(𝑩) 

Soit 𝑥 ∈ Vect(𝐴) + Vect(𝐵). 

Alors il existe 𝑎 ∈ Vect(𝐴)et 𝑏 ∈ Vect(𝐵)tels que : 𝑥 = 𝑎 + 𝑏. 

Étape 2 — Écrire 𝒂et 𝒃comme combinaisons linéaires 

• Comme 𝑎 ∈ Vect(𝐴), il existe 𝑝, 𝛼1, … , 𝛼𝑝 ∈ 𝐾et 𝑎1, … , 𝑎𝑝 ∈ 𝐴tels que ∶ 𝑎 = ∑ 𝛼𝑗

𝑝

𝑗=1
𝑎𝑗. 

• Comme 𝑏 ∈ Vect(𝐵), il existe 𝑞, 𝛽1, … , 𝛽𝑞 ∈ 𝐾et 𝑏1, … , 𝑏𝑞 ∈ 𝐵tels que ∶ 𝑏 = ∑ 𝛽𝑘
𝑞
𝑘=1 𝑏𝑘 . 

 

Étape 3 — Additionner : 𝑥 = 𝑎 + 𝑏 = ∑ 𝛼𝑗

𝑝

𝑗=1
𝑎𝑗 + ∑ 𝛽𝑘

𝑞
𝑘=1 𝑏𝑘 . 

Étape 4 — Observer que tous les vecteurs sont dans 𝑨 ∪ 𝑩 

• 𝑎𝑗 ∈ 𝐴 ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵, 

• 𝑏𝑘 ∈ 𝐵 ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵. 

Donc 𝑥est une combinaison linéaire d’éléments de 𝐴 ∪ 𝐵. 

Étape 5 — Conclure 

Par définition de Vect(𝐴 ∪ 𝐵), 𝑥 ∈ Vect(𝐴 ∪ 𝐵). 

Donc : Vect(𝐴) + Vect(𝐵) ⊂ Vect(𝐴 ∪ 𝐵).  

 

Conclusion (double inclusion) 

Les deux inclusions donnent : Vect(𝐴 ∪ 𝐵) = Vect(𝐴) + Vect(𝐵).  

 



Résultats finaux 

1. Intersection : Vect(A ∩ B) ⊂ Vect(A) ∩ Vect(B) (et ce n’est pas forcément une égalité) 

2. Union : Vect(A ∪ B) = Vect(A) + Vect(B) 

 

 


