
Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs 

Soit (𝐸,⊕,⊗) un espace vectoriel sur ℝ et (𝑢1, … , 𝑢𝑛) une famille de vecteurs de 𝐸. 

Montrer que 𝐹 = Vect(𝑢1, … , 𝑢𝑛) est un sous-espace vectoriel de 𝐸. 

 

Vect(𝑢1, … , 𝑢𝑛) est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs 𝑢1, … , 𝑢𝑛. 

𝐹 = 𝜆1 ⊗ 𝑢1 ⊕ 𝜆2 ⊗ 𝑢2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝜆𝑛 ⊗ 𝑢𝑛   𝑎𝑣𝑒𝑐  (𝜆1, … , 𝜆𝑛) ∈ ℝ𝑛. 

Pour prouver que 𝐹 ⊂ 𝐸 est un sous-espace vectoriel, on doit vérifier : 

1. 𝐹 n’est pas vide 

2. 𝐹 est stable par addition : si 𝑥 ∈ 𝐹 et 𝑦 ∈ 𝐹, alors 𝑥 ⊕ 𝑦 ∈ 𝐹 

3. 𝐹 est stable par multiplication scalaire : si 𝑥 ∈ 𝐹 et 𝛼 ∈ ℝ, alors 𝛼 ⊗ 𝑥 ∈ 𝐹 

 

Montrer que 𝟎𝑬 ∈ 𝑭 (𝑭 ≠ ∅) 

𝐸est un espace vectoriel, possède un vecteur nul, noté 0𝐸. 

On considère les scalaires : 𝜆1 = 0,  𝜆2 = 0,  … ,  𝜆𝑛 = 0. 

La combinaison linéaire 0 ⊗ 𝑢1 ⊕ 0 ⊗ 𝑢2 ⊕ … ⊕ 0 ⊗ 𝑢𝑛 = 0𝐸 

Donc : 0𝐸 ∈ 𝐹 et  𝐹 ≠ ∅. 

 

Stabilité de 𝑭 par addition 

On doit montrer : Si 𝑥 ∈ 𝐹 et 𝑦 ∈ 𝐹, alors 𝑥 ⊕ 𝑦 ∈ 𝐹. 

Soient 𝑥 ∈ 𝐹 et 𝑦 ∈ 𝐹. 

Comme 𝑥 ∈ 𝐹, il existe des réels 𝜆1, … , 𝜆𝑛 tels que : 𝑥 = 𝜆1 ⊗ 𝑢1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝜆𝑛 ⊗ 𝑢𝑛. 

Comme 𝑦 ∈ 𝐹, il existe des réels 𝜇1, … , 𝜇𝑛 tels que : 𝑦 = 𝜇1 ⊗ 𝑢1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝜇𝑛 ⊗ 𝑢𝑛. 

𝑥 ⊕ 𝑦 = (𝜆1 ⊗ 𝑢1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝜆𝑛 ⊗ 𝑢𝑛)   ⊕    (𝜇1 ⊗ 𝑢1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝜇𝑛 ⊗ 𝑢𝑛). 

𝑥 ⊕ 𝑦 = (𝜆1 ⊗ 𝑢1 ⊕ 𝜇1 ⊗ 𝑢1) ⊕ (𝜆2 ⊗ 𝑢2 ⊕ 𝜇2 ⊗ 𝑢2) ⊕ ⋯ ⊕ (𝜆𝑛 ⊗ 𝑢𝑛 ⊕ 𝜇𝑛 ⊗ 𝑢𝑛). 

𝑥 ⊕ 𝑦 = (𝜆1 + 𝜇1) ⊗ 𝑢1 ⊕ (𝜆2 + 𝜇2) ⊗ 𝑢2 ⊕ ⋯ ⊕ (𝜆𝑛 + 𝜇𝑛) ⊗ 𝑢𝑛. 

On pose avec 𝜈𝑖 = 𝜆𝑖 + 𝜇𝑖 ∈ ℝ. : 𝑥 ⊕ 𝑦 = 𝜈1 ⊗ 𝑢1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝜈𝑛 ⊗ 𝑢𝑛 

Donc, par définition de 𝐹: 𝑥 ⊕ 𝑦 ∈ 𝐹. 

𝑭 est stable par addition. 

 

Stabilité de 𝑭 par multiplication scalaire 

On doit montrer : Si 𝑥 ∈ 𝐹 et 𝛼 ∈ ℝ, alors 𝛼 ⊗ 𝑥 ∈ 𝐹. 

Soit 𝑥 ∈ 𝐹. 

Il existe 𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ ℝ tels que : 𝑥 = 𝜆1 ⊗ 𝑢1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝜆𝑛 ⊗ 𝑢𝑛 . 

Soit 𝛼 ∈ ℝ. On calcule : 𝛼 ⊗ 𝑥 = 𝛼 ⊗ (𝜆1 ⊗ 𝑢1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝜆𝑛 ⊗ 𝑢𝑛). 



𝛼 ⊗ 𝑥 = (𝛼 ⊗ (𝜆1 ⊗ 𝑢1)) ⊕ ⋯ ⊕ (𝛼 ⊗ (𝜆𝑛 ⊗ 𝑢𝑛)). 

𝛼 ⊗ 𝑥 = (𝛼𝜆1) ⊗ 𝑢1 ⊕ ⋯ ⊕ (𝛼𝜆𝑛) ⊗ 𝑢𝑛. , 𝜶𝝀𝒊 ∈ ℝ 

C’est une combinaison linéaire des 𝑢𝑖. 

Donc, par définition : 𝜶 ⊗ 𝒙 ∈ 𝑭. 

𝑭est stable par multiplication scalaire. 

Donc 𝐹est un sous-espace vectoriel de 𝐸. 

𝐕𝐞𝐜𝐭(𝒖𝟏, … , 𝒖𝒏) est un sous-espace vectoriel de 𝑬 

 

 


