Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs
Soit (E,®,®) un espace vectoriel sur R et (uq, ..., u,) une famille de vecteurs de E.

Montrer que F = Vect(uy, ..., Uy ) est un sous-espace vectoriel de E.

Vect(uy, ..., uy) est I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs uy, ..., Uy,.
F=2LQu®PL Qu, & D1, ®u, avec (44, ..., 4,) € R™
Pour prouver que F C E est un sous-espace vectoriel, on doit vérifier :
1. F n’estpas vide
2. F eststable par addition:six € Fety € F,alorsx @y € F

3. F est stable par multiplication scalaire : six € Feta € R,alorsa @ x € F

Montrer que O € F (F # Q)

Eest un espace vectoriel, posséde un vecteur nul, noté 0.

On consideére les scalaires : 44 = 0,1, =0, ..., 4, = 0.

La combinaison linéaire 0 @ u; Y0 Qu, @ ... 0 ® u, = 0g

Donc: 0;p € Fet F # Q.

Stabilité de F par addition

On doit montrer: Six € Fety € F,alorsx @y € F.

Soientx € Fety € F.

Comme x € F, il existe des réels A4, ..., A telsque : x =1, Qu; - P 1, @ uy,.
Comme y € F, il existe des réels yq, ..., up telsque:y =p; Qu; @ - P u,, Q@ uyy.
x@y=LO0ud B, Qu,) & (W Qu; @D pn uy).

x@y=0LQu S Qu) B L Ou B u Qu) DD (1, ® up O pn & uy).
x@y=UM+u)Qu; @A +12) Qua @ - D (A + 1tn) ® Uy

Onposeavecv; =4+, ER.:x DBy =v Qu; - D v, Qu,

Donc, par définitionde F: x @ y € F.

F est stable par addition.

Stabilité de F par multiplication scalaire

On doitmontrer: Six € Feta € R, alorsa @ x € F.

Soit x € F.

Il existe A4, ..., 4, ERtelsque:x =4, Qu; PP 1, Q u,.

Soita ER.Oncalcule:a @x=a Q@ (4 Qu; P - D 14,, ® uy).



a®@x=(a®@ L Ou))® - ®(a® A, ®uy)).
a®x=(al;) Qus @ - D (ady) @ uy,.,ald; ER
C’est une combinaison linéaire des u;.

Donc, par définition : ¢ @ x € F.

Fest stable par multiplication scalaire.

Donc Fest un sous-espace vectoriel de E.



