
𝐄𝐱𝐞𝐫𝐜𝐢𝐜𝐞𝐬 𝐝𝐞 𝐦𝐚𝐭𝐡é𝐦𝐚𝐭𝐢𝐪𝐮𝐞𝐬  𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞𝐬 𝐞𝐭 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 

𝐄𝐱𝐞𝐫𝐜𝐢𝐜𝐞 ∶  𝐎𝐧 𝐚𝐝𝐦𝐞𝐭 𝐪𝐮𝐞 ∀ 𝐧 ∈ ℕ∗, 𝐥’é𝐪𝐮𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶  ∑ 𝐱ᵏ

𝐤=𝐧

𝐤=𝟏

= 𝟏, 𝐚𝐝𝐦𝐞𝐭 𝐮𝐧𝐞 𝐮𝐧𝐢𝐪𝐮𝐞 𝐬𝐨𝐥𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝𝐚𝐧𝐬 [𝟎, 𝟏].  

𝐎𝐧 𝐧𝐨𝐭𝐞 𝐜𝐞𝐭𝐭𝐞 𝐬𝐨𝐥𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐱ₙ. 

∑ xᵏ

k=n

k=1

= 1 donc x + x2 + x3 + ⋯ + xn = 1                            x + x2 − 1 = 0 

∑ xᵏ

k=n+1

k=1

= 1 donc x + x2 + x3 + ⋯ + xn + xn+1 = 1                   x + x2 + x3 − 1 = 0 

 

𝟏. 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝐱ₙ) 𝐞𝐬𝐭 𝐝é𝐜𝐫𝐨𝐢𝐬𝐬𝐚𝐧𝐭𝐞 𝐞𝐭 𝐛𝐨𝐫𝐧é𝐞 𝐢𝐧𝐟é𝐫𝐢𝐞𝐮𝐫𝐞𝐦𝐞𝐧𝐭 𝐩𝐚𝐫 𝟎. 

  On note fn(x) = ∑ xk

n

k=1

, x ∈ [0,1] 

Par hypothèse, ∀ 𝐧 ∈ ℕ∗, ∃ !  𝐱𝐧 ∈ [𝟎, 𝟏] / 𝐟𝐧(𝐱𝐧) = 𝟏. 

 

∀ k ≥ 1 et ∀ x ∈ [0,1], xk est croissant car (xk)
′

= kxk−1 ≥ 0 

Donc fn est strictement croissante sur [0,1] car fn est la somme de plusieurs fonctions croissantes . 

 

𝐃𝐞 𝐩𝐥𝐮𝐬, 𝐟𝐧+𝟏(𝐱) = 𝐟𝐧(𝐱) + 𝐱 𝐧+𝟏 

Ainsi, ∀ x ∈ [0,1], on a fn+1(x) ≥ fn(x). 

 

Cas particulier pour x = xn, ∀ n ∈ ℕ∗ , fn+1(xn) = 𝐟𝐧(𝐱𝐧) + xn
 n+1 = 𝟏 + xn

 n+1 > 1 

 Comme fn+1est strictement croissante et que 𝐟𝐧+𝟏(𝐱𝐧+𝟏) = 𝟏 alors si fn+1(xn) > 1 alors xn+1

< xn donc (xn) est décroissante. 

(xn)  est strictement décroissante et comme xn ∈ [0,1], elle est en plus bornée inférieurement par 0.  

 

𝟐. 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝐱ₙ) 𝐜𝐨𝐧𝐯𝐞𝐫𝐠𝐞 𝐯𝐞𝐫𝐬 
𝟏

𝟐
 

∑ xᵏ

k=n

k=1

= 1 donc x + x2 + x3 + ⋯ + xn = 1 

 

On a une somme géométrique avec ∶  u1 = x et q = x et nombre de termes =  n. 

Sn     = 𝐱 + x2 + x3 + ⋯ + xn 

x. Sn =         x2 + x3 + ⋯ + xn + 𝐱𝐧+𝟏 

𝐒𝐧 − 𝐱𝐒𝐧 = 𝐱 − 𝐱𝐧+𝟏 donc (1 − x)Sn = x − xn+1donc 𝐒𝐧 = 𝐱
(𝟏 − 𝐱𝐧)

(𝟏 − 𝐱)
= u1

(1 − qn)

(1 − q)
 

Sn = ∑ xᵏ

k=n

k=1

= x
1 − xn

1 − x
= 1 



  On a fn(x) = ∑ xk

n

k=1

=
𝐱(𝟏 − 𝐱𝐧)

𝟏 − 𝐱
, x ∈ [0,1] et ∃ ! xn ∈ [0,1] tel que fn(xn) = 1  

Pour x =
1

2
, on obtient fn (

1

2
)   = 1 − (

1

2
)

n

< 1  or si je veux fn(xn) = 1 alors xn >
1

2
   

La suite (xn) est décroissante et minorée par 
1

2
, elle converge donc vers une limite 𝓵 ≥

1

2
 

Pour x >
1

2
, on a lim 

n→∞
fn(x) =

x

1 − x
> 1 

Ainsi, à partir d’un certain rang, fn(x) > 1 et donc xn < x. 

En choisissant x =
1

2
+ ε, on obtient 

1

2
< xn <

1

2
+ ε. 

Par encadrement, quand ε tend vers 0, 𝓵 =
𝟏

𝟐
, donc lim 

n→∞
xn =

1

2
. 

 

𝐄𝐱𝐞𝐫𝐜𝐢𝐜𝐞 ∶  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐟 ∶  𝐱 ↦  𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(𝟏 −  𝟐𝐜𝐨𝐬⁴(𝐱)). 

𝟏. 𝐐𝐮𝐞𝐥 𝐞𝐬𝐭 𝐥𝐞 𝐝𝐨𝐦𝐚𝐢𝐧𝐞 𝐝𝐞 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝𝐞 𝐟 ?  

 Domaine de définition. 

∀x ∈  ℝ, cos(x)  ∈  [−1,1]  ⟹ cos4(x)  ∈   [0,1] 

Donc −  2cos4(x)   ∈  [−2,0] ⟹ 1 − 2cos4(x)  ∈  [−1,1]  

Or ∀x ∈  ℝ, arcsin(x) est définie sur [−1,1] 

Conclusion ∶  𝐃(𝐟)  =  ℝ 

 

𝐟 𝐞𝐬𝐭 − 𝐞𝐥𝐥𝐞 𝐜𝐨𝐧𝐭𝐢𝐧𝐮𝐞 𝐬𝐮𝐫 𝐬𝐨𝐧 𝐝𝐨𝐦𝐚𝐢𝐧𝐞 ? 

∀x ∈  ℝ, cos(x) est continue sur ℝ, 1 − 2cos4(x) est continue sur ℝ et arcsin(x) est continue sur [−1,1]. 

Comme 1 − 2 cos(x)4 reste dans [−1,1] pour tout x ∈ ℝ, la composée est continue. 

Conclusion ∶  𝐟 𝐞𝐬𝐭 𝐜𝐨𝐧𝐭𝐢𝐧𝐮𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℝ. 

 

𝟐. 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝐟 𝐞𝐬𝐭 𝐩é𝐫𝐢𝐨𝐝𝐢𝐪𝐮𝐞. 𝐐𝐮𝐞𝐥𝐥𝐞 𝐞𝐬𝐭 𝐥𝐚 𝐩𝐚𝐫𝐢𝐭é 𝐝𝐞 𝐟 ?  

𝐶𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝜋) = − cos(𝑥) , 𝑜𝑛 𝑎 cos4(x + 𝜋) = cos4(x) 𝑑𝑜𝑛𝑐 1 − 2cos4(x + 𝜋)  = 1 − 2cos4(x)  

𝐴𝑖𝑛𝑠𝑖 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 1 − 2cos4(x)  𝑒𝑠𝑡 𝜋 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑞𝑢𝑒. On note g(x) =  1 − 2cos4(x)    

 

arcsin 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑠𝑢𝑟 [−1,1] 

 𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑔(𝑥 + 𝑇)) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑇) 

1 − 2cos4(x + 𝑇)  = 1 − 2cos4(𝑇) 

cos4(x + 𝑇)  = cos4(𝑇) 

𝑂𝑛 𝑎 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑐𝑎𝑠 ∶  𝑐𝑜𝑠(x + 𝑇)  = ±𝑐𝑜𝑠(𝑇) 

𝑐𝑜𝑠(x + 𝑇)  = 𝑐𝑜𝑠(𝑇) 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑇 = 2𝜋 

𝑐𝑜𝑠(x + 𝑇)  = −𝑐𝑜𝑠(𝑇)  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑇 = 𝜋 

𝐷𝑜𝑛𝑐 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝜋 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑞𝑢𝑒. 



𝐃é𝐭𝐞𝐫𝐦𝐢𝐧𝐞𝐫 𝐮𝐧 𝐢𝐧𝐭𝐞𝐫𝐯𝐚𝐥𝐥𝐞 𝐦𝐢𝐧𝐢𝐦𝐚𝐥 𝐈 𝐬𝐮𝐫 𝐥𝐞𝐪𝐮𝐞𝐥 é𝐭𝐮𝐝𝐢𝐞𝐫 𝐟. 

𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑇 > 0 𝑢𝑛𝑒 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑒 𝑑𝑒 𝑓. 𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠  ∀x ∈  ℝ, 1 − 2cos4(x + T) =  1 − 2cos4(x) 𝑑𝑜𝑛𝑐  cos4(x + T) =  cos4(x) 

𝐸𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑖𝑒𝑟 𝑒𝑛 𝑥 = 0, cos4(0 + T) = cos4(0) 𝑑𝑜𝑛𝑐 cos4(T) =  1  𝑑𝑜𝑛𝑐 cos(𝑇) =  ±1  

𝐷𝑜𝑛𝑐 𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑒 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝜋. 

 

𝟑. 𝐟 𝐞𝐬𝐭 − 𝐞𝐥𝐥𝐞 𝐝é𝐫𝐢𝐯𝐚𝐛𝐥𝐞 𝐬𝐮𝐫 ]𝟎, 𝛑/𝟐[ ? 

f(x) = arcsin(1 − 2cos4(x)) 

Dérivabilité sur ]0,
π

2
[ 

 

Sur ]0,
π

2
[ , on a cos(x) ∈ ]0,1[ donc − 1 <  1 − 2cos4(x) < 1) 

 

𝐂𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥𝐞𝐫 𝐟′(𝐱) 𝐬𝐮𝐫 𝐜𝐞𝐭 𝐢𝐧𝐭𝐞𝐫𝐯𝐚𝐥𝐥𝐞. 

arcsin(x) est dérivable sur ]−1,1[ et (1 − 2cos4(x)) est dérivable sur ]0,
π

2
[  alors f est dérivable sur ]0,

π

2
[ 

Calcul de f ′(x) =  (arcsin(u(x)))
′

=
u(x)′

√1 − u(x)2
=

−8cos3(x) × (−sin(x))

√1 − (1 − 2cos4(x))
2

 =
8 × cos3(x) × sin(x)

√1 − (1 − 2cos4(x))
2

  

Simplification du dénominateur 

1 − (1 − 2cos4(x))
2

= 1 − 1 + 4cos4(x) − 4cos8(x) = 4cos4(x) − 4cos8(x) = 4cos4(x) × (1 − cos4(x)) 

√1 − (1 − 2cos4(x))
2

= 2cos2(x) × √1 − cos4(x) = 2cos2(x) × √(1 − cos2(x)) × (1 + cos2(x))

= 2cos2(x) × √sin2(x) × (1 + cos2(x)) = 2cos2(x) × sin(x)√(1 + cos2(x)) 

∀x ∈ ]0,
π

2
[ , f ′(x) =  

8 × cos3(x) × sin(x)

2cos2(x) × sin(x)√(1 + cos2(x))

=  
𝟒 × 𝐜𝐨𝐬(𝐱)

√(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐(𝐱))

 

 

 

 

 

 

 



𝐄𝐱𝐞𝐫𝐜𝐢𝐜𝐞 ∶  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐮 ∶  ℕ →  ℝ 𝐭𝐞𝐥𝐥𝐞 𝐪𝐮𝐞, 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝐧 ≥ 𝟑, 𝐞𝐭 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝛆 > 𝟎, |𝐮ₙ −  𝟏|  ≤  𝛆. 

𝐐𝐮𝐞 𝐩𝐞𝐮𝐭 − 𝐨𝐧 𝐝𝐢𝐫𝐞 𝐝𝐞 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 𝐮 ? 

On fixe n ≥  3, ∀ε > 0, l’écart |uₙ − 1| ≤  ε  

On pose a = |uₙ − 1| ≥ 0 ∶ ∀ε > 0 on a ∶  a ≤ ε 

• On suppose que a > 0 

• ∀ε > 0 (condition), on prends ε =
a

2
> 0 

• On obtient a ≤
a

2
, impossible si a > 0 car 

a

2
< a 

• donc nécessairement 𝐚 = 𝟎 

• |uₙ − 1| = 0, donc uₙ = 1 pour ce rang n 

∀ n ≥ 3, on a ∶  un = 1 

La suite est donc stationnaire à partir de 3 et converge vers 1. 

 


