Limites - Continuité - Dérivation - Etude de fonctions

Q # est la fonction définie par f(x o Exercice 56 : f est la fonction définie par f(x) = zi:

s Justifier que '€
1. Yo
JW'FZ[U[Z'

de définition.
c. Déterminer
est dérivable et
d. Dresser le
figurer les lim

C

a. Justifier que I’ensemble de définition de f est ]—oo, — %[
1
[+

e  2x—1 .
f est définie si et seulement 312’;? >0etsi(2x+1) # 0.

On fait un tableau de signe de la fonction

X 1 1
—00 — 5 + o
2x—1 - - 0 +
2x+ 1 _ 0 + +
2x+1

Domaine de définition de f : |—o0,— 2 U [3, +oo|

b. calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition

I _ i 2x " o 2x—1
Jm o= lim - or=1 xlrfl% 1o = xlrfl% 2x+1

c. déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f est dérivable et calculer £'(x) sur ceux-ci

= f(a) ER

fla+h)—f(a)
h

1 1
Définition : f estdérivableena € ]—oo, _E[ U [E' +oo[ si et seulementsi : %ir%
5
1~ INOmbpre aerive et ToOnction aerivee
Soit fune fonction définie sur un intervalle I et soit %, un point de I.

a - Fonction dérivable

On dit que f est dérivable en x, si I'une des deux conditions suivantes est réalisée :

fxe+h)—1
La fonction: h— w tend vers un réel L quand h tend vers 0.
f(x)-1
La fonction: x—» M tend vers un réel L quand x tend vers xo.
X—Xp

Sila fonction f est dérivable en tout point xg de 'intervalle I, on dit que la fonction f est dérivable
sur I

b - Nombre dérivé

Le réel L définit au paragraphe précédent est appelé le nombre dérivé de la fonction f en a et est
noté : £' (xg). On note ainsi :

R *-0%) g S0 fGro)

f' =i
(x0) "E’l‘} h XX, X—Xp

JZ(a+h)—1_J2a—1
f(a+h)—f(a)= 2@+ +1 ~N2a+1
h h




2(a+h)—1 2a —1 2(a+h)—1 2a—1

f(a+h) f(a) \/2(a+h)+1 NZa+1 \IZ(a+h)+1 NZa+1
h 2(a+h)—1 ’a—l

2(a+h)+1 2a+1

2a+h)—1 2a-1
fla+h)—fla) 2@+h) +1 2a+1

h a 2@+ —1, [2a—1
hx<m+\lzg+1>
fla+m—fla) 4h
p = - -
hx((Z(a+h)+1)><(2a+1))><< 3E3123+1+\]§Z+1>
fla+n-f@ _ i
g - -
(@t n+x Ca+0) < BEERTT+ fa5T)
- fla+h)—f(a)
lim =1

4
im
. 7 = - —
g h0((2(a+h)+1)><(2a+1))><</%EZIZ%+1+ /gg&)

limf(a +1) —fla) _ 4
> h - —
"0 ((2a+1)x(2a+1))><<\/52+1+\/53+i)
o flath—f@ _ 4
iy h 2a—1
Qa+1)2x2x |52
o flath —fa@) _ 2
hl—r>% h - 2a — 1
(2a+ 1% % [5057

- fla+h)—f(a) 2 2a+1
}11—»0 h (2a+1)2x" 2a — =/ @

, 1 1
f (a) existe si et seulement si a € ]—oo, — E[ U ]E' +oo[

1 1
f(x) est dérivable si et seulement si x € ]—oo, — 5[ U ]E' +oo[

Dérivée de la fonction :

!

w
Vw5 —siw >0
2Vw

Dans notre cas

u
W=;avecu=2x—1etv=2x+1



, uv—uv' 2Q2x+1)-2Qx-1) 4
T T (2x + 1)? T (2x +1)?

. E] 1[U]1+[ S N IS
¥ € |mo gV g el f W =Gy X o1

d. dresser le tableau de variations de f en 'y faisant figurer les limites calculées

1
_ o 2x _ o 2x—1_l_ -2 f(5)=0
Jm fe) = lmo or=1 xlir_n% 1o = xlir_n% 2x+1 xir_n% o

1 1
X — 00 - - + oo
9 2
) + +
4+ oo
1
f(x)
1 0
i
1f f—
T £




Q a. Conjecturer la limite en +o de |g fonction f Exercice 75
- =x2_ . . . e
définie par fix) = x* - 85x + 18, a. Conjecturer la limite en +oo de la fonction f définie par
b. Dresser le tableau de variations de f. 2
1 f(x) =x*—85x + 15
c. Peut-on trouver un intervalle 1 de l\a forme [a ; +f

tel que, pour tout nombre réel x € 1, on a f{x) > 10000 ? On peut conjecturer que si X tend vers+oo alors x? tend

Si oui, préciser cet intervalle. vers +oodonc £ ) tend vers +a0
2 i i 10000. Lintervalle B
- Réoormm méquatlc?n g ; 4 b. Dresser le tableau de variation de f
donné au ¢ est-il compatible avec celui trouve «
f'(x) = 2x — 85
. 85
X oo 2 ' "
f(x) : , -

+ oo
-1791,25

c. Peut-on trouver un intervalle | de la forme [a; 4+ tel que, pour tout nombre réel x € I on a f(x) > 10000 ? Si oui,

préciser cet intervalle.

Corolaire du théoréme des valeurs intermédiaires : On considére la fonction f définie, continue et strictement

monotone sur un intervalle[a; +oo|.
Pour tout réel k > f (a), I'équation f (x) = k admet une unique solution dans I’intervalle[a; 4.

4° Théoréme des valeurs intermédiaires

a - Enoncé

Soit f une fonetion définie et continue sur un intervalle I. Soient a et b deux réels dans L
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b). il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel que

fle)=k.

(b

k
fla 7{

Ola c b x

f(x) =k .

Ce théoréme est utilisé pour prouver 'existence d'une solution d'une équation du type :

La fonction f(x) définie, continue et strictement monotone sur un intervalle [% +oo[.

L'équation f (x) >10000 admet une unique solution dans I’intervalle[%; +oo[.

d. Résoudre I’inéquation f(x) > 10000. L’intervalle donné au c est-il compatible avec celui trouvé ?
f(x) =x? —85x +15 > 10000 < Soit g(x) = x? — 85x + 15 — 10000,

on veut la valeur de x tel que g(x) >0 < g(x) =x%? —85x —9985 < A= 852+ 4 x 9985 = 47165

85 + V47165 85 + V47165
=—— = 152,..€ ] & Vx>a,g(a)>0doncf(x)>10000 & I[= f,ﬁm

a 2



Exercice 99

f est la fonction définie sur

fix) 1

T (x-D)(x-3)
a. Conjecturer la limite def en 1 par la méthode de : fest la fonction définie sur ]1, 3[ par
choix. 1
X)) =———/
A I T

: i : 1
b. Résoudre 'inéquation ——— < - 0.
€sou q (x—l)(x—a)( 100

c. En déduire le plus grand nombre réel a, arrondi au
dix-millieme, tel que si x € ]1 ; a, alors f{x) < -1000.
d. A est un nombre réel strictement positif.

Décrire la démarche pour trouver le plus grand nombore

réel a tel que si x € ]1 ; af, alors f(x) < -A.

a. Conjecturer la limite de f en 1 par la méthode de votre choix.

1 1 1
1,1)=—— =5 1,01) =— =50 1,001) =—— =~ 500
AV =—ha—9 fA0D = o= =3 fAL00D) = Z =153
On peut conjecturer que si x tend vers 1 alors f(x) tend vers +o
, e . 1
b. Résoudre I’inéquation ooy < —1000
! < —1000 x—1Dx-3)< ! Z_4x+3+ ! <0
(x— D(x—3) T 1000 S 1000
2 _ 4y 4 3001 0 o A 16-4x 3001 _ 16000 — 4 x 3001 _ 3996
T T 000 - 1000 1000 ~ 1000
++ (7000
(xl; x2) = > = (1,0005, 2,9995) &S Vx e ]1, Xl[ U ]xz; 3[,m < —1000

c. En déduire le plus grand nombre réel a, arrondi au dix-millieme, tel que si x € ]1; a], alors f(x) < —1000
a = 1,0005
d. A est un nombre réel strictement positif. Décrire la démarche pour trouver le plus grand nombre réel tel que si x €

11; a[ alors f(x) < —A.

! < —A x-Dkx-3)< ! 2_4 +3+1<0 2 _4 +3+A
— <A & — — -— = — — = — — =
(x —1)(x —3) x x 4 v A Ty
164 3+4 164—4x(B+A4) 12x(4—-1) , 3(4—1)
= —_ X = = = = - —_—
A A A X1 A

Vx € ]1;x1[ U ]x2;3[,m < —1000
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Exercice 129 : k est la fonction définie pour tout nombre

@ k est la fonction définie pour tout nombre réey
X

par k(x) = e?* - 5e* + 3.
a. En observant que e?* = e* x e*, étudier la limite de

en —oo.
b. Montrer que k{x) = e** (1 - 551 é%;)'

En déduire la limite de k en +co.

réel x par k(x) = e?* —5e* + 3

Propriétés :

X——00

pour tout n entier, lim x"e* =0

lim e* =0

X —>—00

lim e* = 4+
X >+

pour tout n entier, lim —
x—+o0 x™

ex

400

a. En observant que e?* = e* x e* , étudier la limite de

ken— oo

k(x) = e** —5e* +3=¢e*(e* =5) +3

lim e* =0
xX——00
lim k(x) = +3
xX——00

5

3

). En déduire la limite de k en + oo

b. Montrer que k(x) = e** (1 -+
5 3
k(x) = e?* —5e* +3 = e%* (1—e—x+67>

lim e* =+4+odonc lim —=0

x—+0oo X —+400 ex

) 5 3
Jim (1= ) =1
lim k(x) = 4o

X—>+00




g, , est la fonction définie sur R par : Exercice 151 : h est la fonction définie sur R par :
BF T y—1
h(x) = ~ ot RGO = 1— -
. Vérifier que, pour tout nombre réel x :
- 4
h(X) 1- 'e—x _87
b. Calculer la limite de la fonction h en +co et en —co.
¢. En déduire que la courbe représentative de la fonction
hadmet une asymptote dont on précisera une équation.
a. Veérifier que, pour toutréel x - h(x) =1 -2+ —
at+b a b
=—+4 — sicestnonnul
c c
1

x—1 x
————donch(x)—l——+—

Vx € R,e* > 0donc
ex ex

b. Calculer la limite de la fonction h en + o et en — o

ex

pour toutn entler lim x
X——00

*=0

X >+

lim e*

= 400

lim e* =0

X —>—00

x—>+00 xT

pour toutn entier, lim —

X 1
lim h(x) = lim (1—;+;)=1

x—+00 x—+0oo

lim h(x) = hm (1—xe”

X —>—00

*+e¥) =+

c. En déduire que la courbe représentative de la fonction h admet une asymptote dont on précisera une éguation

lim h(x) =1

X —+00

La droite D d’équation y = | est asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction h au voisinage

de +o0




