
Limites - Continuité - Dérivation - Etude de fonctions 

 

Exercice 56 : 𝑓𝑓 est la fonction définie par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �2𝑥𝑥−1
2𝑥𝑥+1

 

a. Justifier que l’ensemble de définition de 𝑓𝑓 est �−∞,− 1
2
� ∪

�1
2

, +∞� 

 

f est définie si et seulement si 2𝑥𝑥−1
2𝑥𝑥+1

≥ 0 et si (2𝑥𝑥 + 1) ≠ 0.  

On fait un tableau de signe de la fonction 

 

Domaine de définition de f : �−∞,− 1
2
� ∪ �1

2
, +∞� 

b. calculer les limites de 𝑓𝑓 aux bornes de son ensemble de définition  

lim
𝑥𝑥→±∞ 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→±∞ 

�2𝑥𝑥
2𝑥𝑥

= 1 lim
𝑥𝑥→−1

2 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→−1
2 
�2𝑥𝑥 − 1

2𝑥𝑥 + 1
= lim

𝑥𝑥→−1
2 
�−2

0−
= +∞ 

𝑓𝑓 �
1
2
� = 0 

 

 
c. déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f est dérivable et calculer 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) sur ceux-ci 

𝑫𝑫é𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇 ∶  𝑓𝑓 est dérivable en 𝒂𝒂 ∈ �−∞,−
1
2
� ∪ �

1
2

, +∞�  si  et seulement si : lim
ℎ→0

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)
ℎ

=  𝑓𝑓′(𝑎𝑎) ∈ ℝ 

 

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)
ℎ

=
�2(𝑎𝑎 + ℎ) − 1

2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1− �2𝑎𝑎 − 1
2𝑎𝑎 + 1

ℎ
 



𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)
ℎ

=
�2(𝑎𝑎 + ℎ) − 1

2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1− �2𝑎𝑎 − 1
2𝑎𝑎 + 1

ℎ
×
�2(𝑎𝑎 + ℎ) − 1

2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1 +�2𝑎𝑎 − 1
2𝑎𝑎 + 1

�2(𝑎𝑎 + ℎ) − 1
2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1 +�2𝑎𝑎 − 1

2𝑎𝑎 + 1

 

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)
ℎ

=

2(𝑎𝑎 + ℎ) − 1
2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1 −

2𝑎𝑎 − 1
2𝑎𝑎 + 1

ℎ × ��2(𝑎𝑎 + ℎ) − 1
2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1 +�2𝑎𝑎 − 1

2𝑎𝑎 + 1�
 

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)
ℎ

=
4ℎ

ℎ × �(2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1) × (2𝑎𝑎 + 1)� × ��2(𝑎𝑎 + ℎ) − 1
2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1 +�2𝑎𝑎 − 1

2𝑎𝑎 + 1�
 

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)
ℎ

=
4

�(2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1) × (2𝑎𝑎 + 1)� × ��2(𝑎𝑎 + ℎ) − 1
2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1 +�2𝑎𝑎 − 1

2𝑎𝑎 + 1�
 

lim
ℎ→0

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)
ℎ

= lim
ℎ→0

4

�(2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1) × (2𝑎𝑎 + 1)� × ��2(𝑎𝑎 + ℎ) − 1
2(𝑎𝑎 + ℎ) + 1 +�2𝑎𝑎 − 1

2𝑎𝑎 + 1�
 

lim
ℎ→0

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)
ℎ

=
4

�(2𝑎𝑎 + 1) × (2𝑎𝑎 + 1)�× ��2𝑎𝑎 − 1
2𝑎𝑎 + 1 + �2𝑎𝑎 − 1

2𝑎𝑎 + 1�
 

lim
ℎ→0

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)
ℎ

=
4

(2𝑎𝑎 + 1)2 × 2 × �2𝑎𝑎 − 1
2𝑎𝑎 + 1

 

lim
ℎ→0

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)
ℎ

=
2

(2𝑎𝑎 + 1)2 × �2𝑎𝑎 − 1
2𝑎𝑎 + 1

 

lim
ℎ→0

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)
ℎ

=
2

(2𝑎𝑎 + 1)2 × �2𝑎𝑎 + 1
2𝑎𝑎 − 1

= 𝑓𝑓′(𝑎𝑎) 

𝑓𝑓′(𝑎𝑎) 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑎𝑎 ∈ �−∞,−
1
2
� ∪ �

1
2

, +∞� 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑑𝑑é𝑟𝑟𝑒𝑒𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟𝑠𝑠𝑒𝑒  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑥𝑥 ∈ �−∞,−
1
2
� ∪ �

1
2

, +∞� 

Dérivée de la fonction : 

√𝑤𝑤 →
𝑤𝑤′

2√𝑤𝑤
 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑤𝑤 > 0 

Dans notre cas  

𝑤𝑤 =
𝑠𝑠
𝑟𝑟

 𝑎𝑎𝑟𝑟𝑒𝑒𝑎𝑎 𝑠𝑠 = 2𝑥𝑥 − 1 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑟𝑟 = 2𝑥𝑥 + 1 



𝑤𝑤′ =
𝑠𝑠′𝑟𝑟 − 𝑠𝑠𝑟𝑟′

𝑟𝑟2 =
2(2𝑥𝑥 + 1) − 2(2𝑥𝑥 − 1)

(2𝑥𝑥 + 1)2 =
4

(2𝑥𝑥 + 1)2 

∀𝑥𝑥 ∈ �−∞,−
1
2
� ∪ �

1
2

, +∞� ,𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
2

(2𝑥𝑥 + 1)2 × �2𝑥𝑥 + 1
2𝑥𝑥 − 1

 

d. dresser le tableau de variations de 𝑓𝑓 en y faisant figurer les limites calculées 

lim
𝑥𝑥→±∞ 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→±∞ 

�2𝑥𝑥
2𝑥𝑥

= 1 lim
𝑥𝑥→−1

2 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→−1
2 
�2𝑥𝑥 − 1

2𝑥𝑥 + 1
= lim

𝑥𝑥→−1
2 
�−2

0−
= +∞ 

𝑓𝑓 �
1
2
� = 0 

 

 

 

 

  



 

Exercice 75 

a. Conjecturer la limite en +∞ de la fonction 𝑓𝑓 définie par 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 85𝑥𝑥 + 15 

On peut conjecturer que si x tend vers+∞ alors 𝑥𝑥2  tend 

vers +∞donc 𝑓𝑓(𝑥𝑥) tend vers +∞ 

b. Dresser le tableau de variation de 𝑓𝑓 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 85 

 

 

c. Peut-on trouver un intervalle I de la forme [𝑎𝑎; +∞[ tel que, pour tout nombre réel 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 on a 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 10000 ? Si oui, 

préciser cet intervalle. 

Corolaire du théorème des valeurs intermédiaires : On considère la fonction 𝒇𝒇 définie, continue et strictement 

monotone sur un intervalle[𝒂𝒂; +∞[. 

Pour tout réel k > f (a), l'équation f (x) = k admet une unique solution dans l’intervalle[𝒂𝒂; +∞[. 

 

𝐿𝐿𝑎𝑎 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑠𝑠𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒𝑓𝑓𝑠𝑠 𝑓𝑓(𝑥𝑥) définie, continue et strictement monotone sur un intervalle �85
2

; +∞�. 

L'équation f (x) >10000 admet une unique solution dans l’intervalle�85
2

; +∞�. 

d. Résoudre l’inéquation 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 10000. L’intervalle donné au c est-il compatible avec celui trouvé ? 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 85𝑥𝑥 + 15 > 10000   ⟺     𝑆𝑆𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 85𝑥𝑥 + 15 − 10000, 

𝑓𝑓𝑠𝑠 𝑟𝑟𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑠𝑠𝑎𝑎 𝑟𝑟𝑎𝑎𝑠𝑠𝑒𝑒𝑠𝑠𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑒𝑒 𝑥𝑥 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑠𝑠 𝑞𝑞𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑔𝑔(𝑥𝑥) > 0   ⟺     𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 85𝑥𝑥 − 9985   ⟺     ∆= 852 + 4 × 9985 = 47165  

   𝑎𝑎 =
85 + √47165

2
≈ 152, … ∈ 𝐼𝐼   ⟺     ∀𝑥𝑥 > 𝑎𝑎,𝑔𝑔(𝑎𝑎) > 0 𝑑𝑑𝑓𝑓𝑠𝑠𝑎𝑎 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 10000   ⟺     𝐼𝐼 = �

85 + √47165
2

, +∞� 

  



 

Exercice 99 

 

𝑓𝑓est la fonction définie sur ]1; 3[ par  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
1

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3) 

 

 
a. Conjecturer la limite de 𝑓𝑓 en 1 par la méthode de votre choix. 

𝑓𝑓(1,1) =
1

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3) ≈ 5 𝑓𝑓(1,01) =
1

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3) ≈ 50 𝑓𝑓(1,001) =
1

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3) ≈ 500 

 
On peut conjecturer que si x tend vers 1 alors 𝑓𝑓(𝑥𝑥) tend vers +∞ 

b. Résoudre l’inéquation 1
(𝑥𝑥−1)(𝑥𝑥−3) < −1000  

1
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3) < −1000   ⟺    (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3) < −

1
1000

   ⟺     𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 +
1

1000
< 0 

 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 +
3001
1000

 = 0   ⟺     ∆= 16 − 4 ×
3001
1000

=
16000 − 4 × 3001

1000
=

3996
1000

 

(𝑥𝑥1; 𝑥𝑥2) =
4 ± �3996

1000
2

≈ (1,0005; 2,9995)    ⟺     ∀𝑥𝑥 ∈ ]1; 𝑥𝑥1[ ∪ ]𝑥𝑥2; 3[,
1

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3) < −1000 

c. En déduire le plus grand nombre réel a, arrondi au dix-millième, tel que si 𝑥𝑥 ∈ ]1;𝒂𝒂[, alors 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < −1000 

𝑎𝑎 = 1,0005 

d. A est un nombre réel strictement positif. Décrire la démarche pour trouver le plus grand nombre réel tel que si 𝑥𝑥 ∈

]1; 𝑎𝑎[ alors 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < −𝐴𝐴. 

1
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3) < −𝐴𝐴   ⟺     (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3) < −

1
𝐴𝐴

   ⟺     𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3 +
1
𝐴𝐴

< 0   ⟺     𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 +
3 + 𝐴𝐴
𝐴𝐴

 = 0 

∆= 16 − 4 ×
3 + 𝐴𝐴
𝐴𝐴

=
16𝐴𝐴 − 4 × (3 + 𝐴𝐴)

𝐴𝐴
=

12 × (𝐴𝐴 − 1)
𝐴𝐴

   ⟺     𝑥𝑥1 = 2− �3(𝐴𝐴 − 1)
𝐴𝐴

 

∀𝑥𝑥 ∈ ]1; 𝑥𝑥1[ ∪ ]𝑥𝑥2; 3[,
1

(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 − 3) < −1000 

  



 

Exercice 129 : k est la fonction définie pour tout nombre 

réel x par 𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥 − 5𝑒𝑒𝑥𝑥 + 3 

 

 

Propriétés :  

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑒𝑒𝑥𝑥 = +∞ 

 

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑒𝑒𝑥𝑥 = 0 

 
𝑝𝑝𝑓𝑓𝑠𝑠𝑟𝑟 𝑒𝑒𝑓𝑓𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑠𝑠 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑟𝑟, lim

𝑥𝑥→+∞

𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑥𝑥𝑠𝑠
= +∞ 

 

𝑝𝑝𝑓𝑓𝑠𝑠𝑟𝑟 𝑒𝑒𝑓𝑓𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑠𝑠 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑟𝑟, lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥𝑠𝑠𝑒𝑒𝑥𝑥 = 0 

 

 

a. En observant que 𝑒𝑒2𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑥𝑥 × 𝑒𝑒𝑥𝑥  , étudier la limite de 𝑘𝑘 𝑒𝑒𝑠𝑠 −∞ 

𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥 − 5𝑒𝑒𝑥𝑥 + 3 = 𝑒𝑒𝑥𝑥(𝑒𝑒𝑥𝑥 − 5) + 3 

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑒𝑒𝑥𝑥 = 0 

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑘𝑘(𝑥𝑥) = +3 

b. Montrer que 𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥 �1− 5
𝑒𝑒𝑥𝑥

+ 3
𝑒𝑒2𝑥𝑥�. En déduire la limite de 𝑘𝑘 𝑒𝑒𝑠𝑠 + ∞ 

𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥 − 5𝑒𝑒𝑥𝑥 + 3 = 𝑒𝑒2𝑥𝑥 �1−
5
𝑒𝑒𝑥𝑥

+
3
𝑒𝑒2𝑥𝑥� 

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑒𝑒𝑥𝑥 = +∞ 𝑑𝑑𝑓𝑓𝑠𝑠𝑎𝑎 lim
𝑥𝑥→+∞

1
𝑒𝑒𝑥𝑥

= 0 

lim
𝑥𝑥→+∞

�1−
5
𝑒𝑒𝑥𝑥

+
3
𝑒𝑒2𝑥𝑥� = 1 

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑘𝑘(𝑥𝑥) = +∞  

  



 

Exercice 151 : h est la fonction définie sur R par : 

𝒉𝒉(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏 −
𝒙𝒙 − 𝟏𝟏
𝒆𝒆𝒙𝒙

 

 

 

 

a. Vérifier que, pour tout réel x : 𝒉𝒉(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏 − 𝒙𝒙
𝒆𝒆𝒙𝒙

+ 𝟏𝟏
𝒆𝒆𝒙𝒙

 

𝑎𝑎 + 𝑟𝑟
𝑎𝑎

=
𝑎𝑎
𝑎𝑎

+
𝑟𝑟
𝑎𝑎

 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑠𝑠𝑓𝑓𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

∀𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅, 𝑒𝑒𝑥𝑥 > 0 𝑑𝑑𝑓𝑓𝑠𝑠𝑎𝑎
𝑥𝑥 − 1
𝑒𝑒𝑥𝑥

=
𝑥𝑥
𝑒𝑒𝑥𝑥

−
1
𝑒𝑒𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑓𝑓𝑠𝑠𝑎𝑎 ℎ(𝑥𝑥) = 1 −

𝑥𝑥
𝑒𝑒𝑥𝑥

+
1
𝑒𝑒𝑥𝑥

 

b. Calculer la limite de la fonction ℎ 𝑒𝑒𝑠𝑠 + ∞ 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑠𝑠 −∞  

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑒𝑒𝑥𝑥 = +∞ 

 

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑒𝑒𝑥𝑥 = 0 

 
𝑝𝑝𝑓𝑓𝑠𝑠𝑟𝑟 𝑒𝑒𝑓𝑓𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑠𝑠 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑟𝑟, lim

𝑥𝑥→+∞

𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑥𝑥𝑠𝑠
= +∞ 

 

𝑝𝑝𝑓𝑓𝑠𝑠𝑟𝑟 𝑒𝑒𝑓𝑓𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑠𝑠 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑟𝑟, lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥𝑠𝑠𝑒𝑒𝑥𝑥 = 0 

 

 

lim
𝑥𝑥→+∞

𝒉𝒉(𝒙𝒙) = lim
𝑥𝑥→+∞

�𝟏𝟏 −
𝒙𝒙
𝒆𝒆𝒙𝒙

+
𝟏𝟏
𝒆𝒆𝒙𝒙
� = 1 

lim
𝑥𝑥→−∞

𝒉𝒉(𝒙𝒙) = lim
𝑥𝑥→−∞

(𝟏𝟏 − 𝒙𝒙𝒆𝒆−𝒙𝒙 + 𝒆𝒆−𝒙𝒙) = +∞ 

 

c. En déduire que la courbe représentative de la fonction h admet une asymptote dont on précisera une équation. 

lim
𝑥𝑥→+∞

𝒉𝒉(𝒙𝒙) = 1 

La droite D d’équation y = l est asymptote horizontale à la courbe représentative de la fonction h  au voisinage 

de +∞ 

 

 

 

 


