
1. Résoudre sur ℝ l’équation différentielle (E) : 2y′ +  y =  0 

(E) : 2y′ +  y =  0 ⇔ y′ + 1
2

 y =  0 C’est une équation différentielle linéaire du 1er ordre à coefficients constants. Sa solution 

générale est : 𝐲𝐲(𝒙𝒙) =  𝑪𝑪× 𝒆𝒆−
𝒙𝒙
𝟐𝟐 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒆𝒆𝒂𝒂 𝑪𝑪 ∈ ℝ 

2. On considère l’équation différentielle (E’) : 2y′ + y = 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2(𝑥𝑥 + 1) 

a. Déterminer deux nombres réels m et p tels que la fonction f définie sur ℝ par f(x) = 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2(𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝑝𝑝𝑥𝑥) soit solution de (E’) sur ℝ. 

On cherche une solution particulière sous la forme : f(x)  =

𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2(𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝑝𝑝𝑥𝑥) 

f ′(x) = −
1
2
𝑒𝑒−

𝑥𝑥
2(𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝑝𝑝𝑥𝑥) + 𝑒𝑒−

𝑥𝑥
2(2𝑚𝑚𝑥𝑥 + 𝑝𝑝) 

(E’) : 2y′ + y = 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2(𝑥𝑥 + 1) 

2 × �−
1
2
𝑒𝑒−

𝑥𝑥
2(𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝑝𝑝𝑥𝑥) + 𝑒𝑒−

𝑥𝑥
2(2𝑚𝑚𝑥𝑥 + 𝑝𝑝)� + 𝑒𝑒−

𝑥𝑥
2(𝑚𝑚𝑥𝑥2

+ 𝑝𝑝𝑥𝑥) = 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2(𝑥𝑥 + 1) 

−𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2(𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝑝𝑝𝑥𝑥) + 2 × 𝑒𝑒−

𝑥𝑥
2(2𝑚𝑚𝑥𝑥 + 𝑝𝑝) + 𝑒𝑒−

𝑥𝑥
2(𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝑝𝑝𝑥𝑥)

= 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2(𝑥𝑥 + 1) 

2 × 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2(2𝑚𝑚𝑥𝑥 + 𝑝𝑝) = 𝑒𝑒−

𝑥𝑥
2(𝑥𝑥 + 1) 

4𝑚𝑚𝑥𝑥 + 2𝑝𝑝 = 𝑥𝑥 + 1 

4𝑚𝑚𝑥𝑥 + 2𝑝𝑝 = 𝑥𝑥 + 1 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝒊𝒊𝒊𝒊𝒆𝒆𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒂𝒂𝒂𝒂𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑝𝑝 4𝑚𝑚 = 1 𝑒𝑒𝑒𝑒 2𝑝𝑝

= 1 𝑠𝑠𝑜𝑜𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑚𝑚 =
1
4 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑝𝑝 =  

1
2 

 

b. Montrer qu’une fonction g définie et dérivable sur ℝ est solution de l’équation (E’) sur ℝ si et seulement si (g - f) est solution de 

l’équation (E) sur ℝ. 

On a :  

• (E) : 2y′ +  y =  0 La solution générale est :

 y(𝑥𝑥) =  𝐶𝐶 × 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2  𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒𝑎𝑎 𝐶𝐶 ∈ ℝ 

• (E’) : 2y′ + y = 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2(𝑥𝑥 + 1)une solution particulière 

est : f(x) = 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2 �1

4
𝑥𝑥2 + 1

2
𝑥𝑥�  

Soit g solution de (E′), et f solution particulière de (E′). 

Posons 𝑢𝑢 = 𝑔𝑔 − 𝑓𝑓 

Alors : 𝑢𝑢′ = 𝑔𝑔′ − 𝑓𝑓′ ⇔ 𝑔𝑔′ = 𝑢𝑢′ + 𝑓𝑓′ 

On peut écrire : 2𝑔𝑔′ = 2𝑢𝑢′ + 2𝑓𝑓′ 

On ajoute g à chaque terme : 2𝑔𝑔′ + 𝑔𝑔 = 2𝑢𝑢′ + 2𝑓𝑓′ + 𝑔𝑔 

2𝑔𝑔′ + 𝑔𝑔 = 2𝑢𝑢′ + 2𝑓𝑓 + 𝑢𝑢 + 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑒𝑒 𝑞𝑞𝑢𝑢𝑠𝑠 𝑝𝑝𝑒𝑒𝑢𝑢𝑒𝑒 𝑠𝑠′é𝑎𝑎𝑝𝑝𝑠𝑠𝑝𝑝𝑒𝑒 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 2𝑔𝑔′ + 𝑔𝑔

= (2𝑢𝑢′ + 𝑢𝑢) + (2𝑓𝑓 + 𝑓𝑓) 

g et f sont solutions de (E’) 

𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2(𝑥𝑥 + 1) = (2𝑢𝑢′ + 𝑢𝑢) + 𝑒𝑒−

𝑥𝑥
2(𝑥𝑥 + 1) 

2𝑢𝑢′ + 𝑢𝑢 = 0 donc u est solution de (E) 

Conclusion : g est solution de (E′) ⇔ (𝑔𝑔 − 𝑓𝑓) est solution de (E) 

 

c. Résoudre l’équation (E’) sur ℝ 

On a :  

• (E) : 2y′ +  y =  0  Sa solution générale est : y(𝑥𝑥) =

 𝐶𝐶 × 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2  𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒𝑎𝑎 𝐶𝐶 ∈ ℝ 

• (E’) : 2y′ + y = 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2(𝑥𝑥 + 1) une solution particulière est :

 f(x) = 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2 �1

4
𝑥𝑥2 + 1

2
𝑥𝑥�  

y(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2 �

1
4𝑥𝑥

2 +
1
2 𝑥𝑥

� +  𝐶𝐶 × 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2   𝑝𝑝𝑎𝑎𝑒𝑒𝑎𝑎 𝐶𝐶

∈ ℝ 

𝐲𝐲(𝒙𝒙) = 𝒆𝒆−
𝒙𝒙
𝟐𝟐 �
𝟏𝟏
𝟒𝟒𝒙𝒙

𝟐𝟐 +
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝑪𝑪�  𝒂𝒂𝒂𝒂𝒆𝒆𝒂𝒂 𝑪𝑪 ∈ ℝ 

 



3. Étudier les variations de la fonction h définie sur ℝ par : h(x) = 1
4
𝑒𝑒−

𝑥𝑥
2(𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥) et déterminer ses limites en −∞ 𝑒𝑒𝑒𝑒 + ∞. 

h′(x) = −
1
8 𝑒𝑒

−𝑥𝑥2(𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥) +
1
4 𝑒𝑒

−𝑥𝑥2(2𝑥𝑥 + 2) 

h′(x) =
1
8 𝑒𝑒

−𝑥𝑥2(−𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 + 4) 

∆= 20 > 0 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑒𝑒𝑝𝑝𝑜𝑜𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒 𝑙𝑙𝑒𝑒𝑠𝑠 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑎𝑎𝑠𝑠𝑜𝑜𝑒𝑒𝑠𝑠 ∶  (𝑥𝑥1 ; 𝑥𝑥2) = 1 ± √5 

lim
+∞

h(x) = 0  𝑒𝑒𝑒𝑒 lim
−∞

h(x) = +∞ 

ℎ(𝑥𝑥2 ) =
1
4 𝑒𝑒

−1+√52 ��1 + √5�
2

+ 2�1 + √5�� ≈ 3,23 

ℎ(𝑥𝑥1 ) =
1
4 𝑒𝑒

−1−√52 ��1−√5�
2

+ 2�1−√5�� ≈ −1,23 

 

 
 

4. Dans le plan muni d’un repère orthonormé(𝑂𝑂 ; 𝚤𝚤 ;  𝑗𝑗 ), on note 𝒞𝒞 la courbe représentative de h et ℱ celle de la fonction x → 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2 

a. Étudier les positions relatives de 𝒞𝒞 et ℱ. 

h(x) =
1
4 𝑒𝑒

−𝑥𝑥2(𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥) 

h(x) − 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2 =

1
4 𝑒𝑒

−𝑥𝑥2(𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥) − 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2 =

1
4 𝑒𝑒

−𝑥𝑥2(𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 4) 

∆= 20 𝑑𝑑𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎 (𝑥𝑥3 ; 𝑥𝑥4) = −1 ± √5 

−∞ < 𝑥𝑥 < −1− √5,

h(x) − 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2 > 0 𝑑𝑑𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎 𝒞𝒞 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑝𝑝𝑢𝑢 − 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑢𝑢𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑒𝑒 ℱ  

−1− √5 < 𝑥𝑥 < −1 + √5,

h(x) − 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2 < 0 𝑑𝑑𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎 𝒞𝒞 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑜𝑜 − 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑜𝑜𝑢𝑢𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑒𝑒 ℱ 

−1 + √5 < 𝑥𝑥 < +∞,

h(x) − 𝑒𝑒−
𝑥𝑥
2 > 0 𝑑𝑑𝑜𝑜𝑜𝑜𝑎𝑎 𝒞𝒞 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑒𝑒 𝑝𝑝𝑢𝑢 − 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑢𝑢𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑒𝑒 ℱ 

b. Tracer ces deux courbes sur un même graphique. 

 

 


