Evolution d’un capital
On place un capital de 2000 € dans une banque au taux d'intérét annuel composé de 1,5%.
1. Modele discret :
On note C, la valeur du capital acquis au bout de n années de placement.
a. Donner une expression de C, en fonction de n.
Suite géométrique de raison q=1,015 et de premier terme Co = 2000. Ainsi, on a la relation de récurrence :
Chiq = 1,015 X C,
D'ou, par récurrence :
C, = 2000 x (1,015)™

b. En supposant que ce capital évolue de maniere journaliére et en notant S, sa valeur acquise au bout de n jours, justifier
que, pour tout nombre entier positif n, ona:

S, = 2000 X (eﬁxln(lms))

b. Justification de I’expression de S, en modéle discret journalier

On suppose que les intéréts sont appliqués quotidiennement. Le taux journalier correspondant est obtenu en prenant la
racine 365e du facteur annuel :

1
q; = (1,015)%s

On en déduit I’évolution journaliére du capital :

n

S, = 2000 x ((1,015)%)

1
Or, on peut réécrire (1,015)3ss sous forme exponentielle en utilisant le logarithme :

1 1
(1,015)365 = e3es < (1015

Donc :

S, = 2000 x es6s” M0

2. Modeéle continu : On suppose que le capital évolue a chaque instant et on note f(t), en euros, sa valeur acquise apres t
années. On considere alors que f est dérivable et que, pour tout nombre réel strictement positift, ona:

f'(t) =0,015 x f(t)
Résoudre cette équation différentielle sur [0 ; +oo.
Cette équation différentielle est une équation du type y’ = a.y, dont la solution générale est : f(t) = A x e®015x¢
En utilisant la condition initiale £ (t) = 2000, on trouve : A = 2000
Donc, la solution est :

f(t) = 2000 x e%015xt



3. Communiquer : Comparer les valeurs acquises au bout de 3 jours, 125 jours, 1 an et 2 ans avec chacun des deux
modeles proposés. Que constate-t-on ?

Durée Modéle discret annuel Cn Modéle discret journalier Sn Modéle continu f(t)
3
. 3 3 — 0,015X—
3 jours 2000 x (1,015)365 ~2000 2000 x e36s*(1015) . 2000 f(8) =2000xe N 20;65
125 125 (t) = 2000 00153322
. 125 125 = X ! 365
125 jours 2000 x (1,015)3ss ~ 2010 2000 x e365<(1019) & 2010 f ¢ 2010
1 an (365 jours) 2000 x (1,015)* ~ 2030 2000 x en(1015) ~ 2030 £(t) = 2000 x €015 ~ 2030
2 ans (730 jours) 2000 x (1,015)? ~ 2060 2000 x e2xIn(1015) ~ 2060 F(t) = 2000 x e%015%2 ~ 2061

Résultats plus précis :

Conclusion

2000,24
2010,22
2030,00
2060,45

2000,24
2010,22
2030,00
2060,45

Les différences entre les modeles sont minimes. Cependant, on observe que :

2000,25
2010,30
2030,23
2060,91

e Le modéle continu donne des valeurs Iégerement plus élevées que les modeles discrets.

o Le modéle discret journalier est presque identique au modéle discret annuel, car I'évolution journaliére
s’aligne avec I’évolution annuelle composée.

e L'écart entre le modéle continu et les modeéles discrets augmente légérement avec le temps, car la croissance
continue accumule un peu plus d’intéréts.




