Décomposition en éléments simples sur R(X) et C(X)

Exercice 29 Donner la décomposition en éléments simples sur R(X) puis sur C(X) des fractions rationnelles suivantes
1

L = X - Dx =2

Le dénominateur est déja factorisé en trois facteurs linéaires réels distincts

Dong, sur R(X) et aussi sur C(X), la forme générale de la décomposition en éléments simples est :

o 1 A B C
XX DX -2 X XD &x=-2

Avec (A,B,C) des constantes réelles dans R(X), complexes dans C(X).

Décomposition sur R(X)
On met au méme dénominateur
. 1 =A(X— DX — 2)+BX(X — 2) +CXX —1)
XX - DX - 2) XX - DX - 2)

DoncA(X — DX — 2) +BX(X — 2)+CX(X - 1) =1

On profite des racines du dénominateur: X =0, 1, 2.
e X=0doncA(—1)(—2) = 1s0it 2A = 1 s0it A=
e X=1doncB(1— 2)=1s0itB=-1
. X=2donc2C(2—1)=1soitC=%

Les coefficients (A,B,C) sont réels, donc cette décomposition est bien une décomposition sur R(X).

F_1 1 . 1
T2X X -1 2X - 2)

La décomposition en éléments simples sur C(X) a la méme forme car tous les pdles sont réels et simples.

X6 — 3x%—- 3x2-5
X2 — 4

Premiere étape : rendre la fraction propre (division euclidienne)

2.F =

Le numérateur est de degré 6,le dénominateur de degré 2
= fraction impropre, on commence par une division euclidienne de polyndmes.
On divise (X6 — 3X* — 3X? — 5) par (X? — 4).
X6
Premier terme : Xz = x4
On multiplie : X*(X? — 4) = X — 4x*
On soustrait :

(X6 — 3X* — 3X2 —5) — (X6 — 4X*) = X6 — 3X* —3X2 — 5 — X6 + 4X*=Xx* - 3X? - 5



X4

Deuxiéme terme 37T X2

On multiplie : X?(X? — 4) = X* — 4X2

On soustrait : (X* — 3X2 — 5) — (X* — 4X?) = X* — 3X2 — 5 — X* + 4X?2=X%? -5
X2

Troisiéme terme : XZ = 1

On multiplie : 1. (X? — 4) = X? — 4

Onsoustrait: (X2 — 5)— (X2 — 4)= X2 = 5 — X2 + 4= 2 un degré 0

On ne peut plus continuer car le reste de degré 0 < degré 2.

Donc:X® — 3X* — 3X2 - 5= (X2 - H)X* + X* + 1) B4

En divisant par (X2 — 4) : F(X) = X* + X? + 1+ <z 2
1 1

On a déja un polynéme et une fraction propre. Il reste a décomposer : G(X) = X2 =4 X=X+ 2)

Tous les facteurs sont linéaires réels.

On cherche alors :

1 1 A B AKX + 2) +B(X — 2) AX+2A+BX — 2B
T4 X-2X+2) (-2 X+2 X-2X+2  K-2Xx+D
AX+2A+BX—2B=1

60 = 75

1 1
A+B=0et2A—2B=1soitB=—Z etA=Z sur R

1
X -2 Tax+ 2

Donc la décomposition sur C(X)) est identique

SurR: FX) = X* + X + 1 — C’est la décomposition en éléments simples sur R(X).



2X + 1
XZ+ X+ DX — 1)2

Factorisation du dénominateur

8. F =

On regarde séparément les deux facteurs :
(X% + X+ 1): discriminant (A = 1 — 4 = —3 < 0): irréductible sur R, mais factorisable sur C.
(X —1)? : facteur linéaire réel double.

Donc sur R(X), le dénominateur est (X2 + X + 1)(X — 1)?

Forme générale de la décomposition sur R(X)

2X + 1 AX + B C

e T+ E -2 rx+n  x-nt&-0?

avec (A,B,C,D) dans R.

Mise au méme dénominateur
(AX+B)X-1D2+CX?+ X+ DX -1 +DX?+ X + 1) =2X+1
e (AX+B)(X?-2X+1)= AX® ER2ARETAXEEBXA=2BX + B
e CX?+X+1DX-1)=Ccx’EcEmmaE X — C

e DX?+X+1)=DPFFEDX + D

o1
A+C=0 H
—2A+B+D=0) |p=_21
A-2B+D=2 |~ 3
B—C+D=1 A=l
3

D=1

X—-1 1 1

C’est la décomposition en éléments simples sur R(X) : F = 3L X 1 D) — 3X = D) + X= 172

Décomposition sur C(X)
_ ) 5 -1+1iV3 2m\y . /21 2in
Sur C, on factorise le polynéme (X* + X+ 1) : A = —3 donc X; = — = cos (?) + isin (?> =e3 et X,

-1-iV/3  4im
=T:e3

(X2+X+ D=X-X)X-X,)
X-1 X —1 _E F o 3E(X—Xp) +3FX—X,)
32+ X+ 1) 3X—X)X-X,) 3X—-X) 3X=%Xp)  3X-—X)X=X,)

3E(X—X,) +3F(X—X,) =X-1 <& 3(E+F)X—3(EX, +FX;) =X -1



1-X; 1/ 2in simy /3 —i
3(E+F) =1 Fzm 2in sim F:—(eT+2eT): .
X1—12 OrsachantqueX; =e3 et X, =e3 & 3 L, ain s 61
3(EX, + FX,) = 1 e S E:——(zeT+eT)
3(X; — X,) 3
b E \ F 1 .\ 1
T 3(X—-X;) 3(X-X,) 3X-1) (X- 1)
2X + 1 2 1
3. [F =—5—— 6.F = X"+ X+1 10.F = —————
(X2 - 1) X2+ DX2- 1) X*+ 3X“+ 1
. X5+3X R 1 11 F = X
P = sxrra T X FDXZF X+ 1)2 (X2~ 5X + 6)(X — 1)?
2 2
X3+ 1 X*+ X2+ 1 ' X2+ 1)(X2 - 2)2

Exercice 31. Decompose into simple elements (partial fractions) over C(X) the following fractions :

1

1.
X2 — 2Xcos(0) + 1

avecO eR

On va décomposer F(X) avec 6 € R en éléments simples dans C(X).

1. Factorisation du dénominateur
el® 4 o=if
2

Alors X — 2Xcos(0) + 1= X?— (e'®

On utilise cos (0) =

Les racines sont donc el® et e 719,

+eT X +1=(X-ef)(X—e)

2.Décomposition en éléments simples (cas général (\sin\0\neq0))

A
Sur C(X),

B

_AX—e) +B(X—e")

XX —e0)  (K_e®)  (X_e)

(X — el®) (X — e~19)

A=-B
- | A+B=0
A(X—e‘9)+B(X—e19)=1<=>[_A_ie_Biezl B 1 e
e e (e—le_ele)
sur €00 gy —95 = () (e~ )
Y X e X —e®) ~ \2sin(@)/\X—e® X—e 0
P 0=0 ! = !
ours = x2—2x + 1 (x — 1)2
1 1

i
2sin(0)
i

B = 2sin(0)




X?2+1
X4 +1
XZ2+1
Xt +1
1.Factorisation du dénominateur

X*+2X2+1=X2+1)%2donc X*+1=(X2+1)2 —2X2 = (X2 +V2X+ 1) (X2 —V2X + 1)

X?+1 X?+1
XP+1 (X2 +v2X+1) (X2 —V2X + 1)

Donc F(X) =

2.Décomposition sur R(X) et C(X)

Comme on a deux facteurs quadratiques distincts, on pose

X*+1  AX+B CX+D  (AX+B)(X?—v2X+1) + (CX+D)(X2 +V2X + 1)

TXPH1 (XZ’+\/§X+1)+ (X2 —v2X+1) (X2 +V2X+1) (X2 —V2X +1)

(AX+B)(X2 —V2X+ 1)+ (CX+D)(X2 +V2X +1) = X2 + 1

A=0
A+C=0 fB_1
—V2A+B+V2C+D=1_]" "2
A-VZB+C+vID=0  |C=0
B+D=1 p=1
2
X2+1 1 1

= = +
X*+1  2(X2+V2X+1) 2(X2-V2X+1)

2. Factorisation complexe de chaque quadratique

X2+V2X+1=0 =2 A=2-4=-2=X=—"———=——4i—=-—+i—

1 1
Onpose: a; = ——+1 = ——=—i—

V2 \/_ V2 2
X24+V2X+1=X-o)X - ay)

V2+iV2 1 1 1 1 1

— \/_+1T0nposeﬁl—ﬁ 15,[32——2

—V2ZX+1=(X—B1)(X—B2)

—V2X+1=0 =2A=-2 =X=

3. Décomposition de chaque quadratique en simples poles complexes

Formule standard : pour deux racines simples a # 3,

1 1 1 1
(X—a)(X—B)_B—a(X—a_X—B)

C’estla décomposition en éléments simples sur R(X).

1

2



a) PourX? +v2X +1

1 _ 1 _ 1 ( 1 1 )
X24+V2X+1 K—ap)X—0) op—og \X—a; X—ap

Calculons a, — ay:

0(2—0(1=(—%—i%)—(—%+i%)=—21%=— 2i

Donc:

1 _ 1 ( 1 1 )_ 1( 1 1 )
X2 4+2X+1 —2i\XK—a; X—a/ 2\ X—a; X—a;

b) Pour X2 —/2X + 1

1 _ 1 _ 1 ( 1 3 1 )
X2 —v2X+1 X—PBDX—-B2) Ba—B\X—PB; X—B,

B, — By =(%—i%)—(%+i%)=—2i%=—\/§i

Donc encore :

1 i ( 1 1 )
X2—-V2X+1 V2\X-B1 X-B;
4. Décomposition compléte de F sur C(X)

1 1 1
2442X+1 2 X2—-2X+1

1

En remplacant les expressions :

F(X)—1 i( 1 1 )+1 i( 1 1 )
2 '\/E X—O(l X_az 2 '\/E X_Bl X_BZ
F(X) = i ( 1 1 N 1 1 )
22\ X—a; X—a; X-B; X—-B;
avec
1 1 1 1 1 1 1 1
oG =——=++I1

— ===, ==ti=,f ===
R AN B M N, N N N
Comme les coefficients sont réels (donc complexes), c’est aussi une décomposition valable dans C(X)

1

3.
Xn—-1

avecn € N %

Xn—l

4.Xn —3 avecn € N =




