Décomposition en éléments simples d'une fraction rationnelle
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1. Factorisation du dénominateur
X*+2X2+1=(X?2+1)2donc X*+1=(X2+1)2 —2X2 = (X2 +V2X+1) (X2 —V2X + 1)

X% +1 X% +1

Done F(X) = a1 = (X2 +V2X +1) (X2 —V2X + 1)

2.Décomposition sur R(X) et C(X)

Comme on a deux facteurs quadratiques distincts, on pose

F(X)_x2+1_ AX+B  CX+D _ (AX+B)(X? —v2X+1) + (CX+D)(X* +V2X + 1)
CXFHL (XE4VEZXH1) (XE-V2X+1) (X2 +V2X +1) (X2 —VZX + 1)

(AX +B)(X2 —V2X+ 1) + (CX+D)(X2 +V2X + 1) = X2 + 1
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= + C’est la décomposition en éléments simples sur R(X).
X*+1  2(X2+V2X+1) 2(X2-V2X+1) : b

2. Factorisation complexe de chaque quadratique
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—V2X+1=(X-B)(X - B2)
3. Décomposition de chaque quadratique en simples pdles complexes

Formule standard : pour deux racines simples o # (3,

1 1 1 1
(X—a)(X—B)_B—a(X—a_X—B)



a) PourX? +v2X +1

1 _ 1 _ 1 ( 1 1 )
X24+V2X+1 K—ap)X—0) op—og \X—a; X—ap

Calculons a, — ay:

0(2—0(1=(—%—i%)—(—%+i%)=—21%=— 2i

Donc:

1 _ 1 ( 1 1 )_ 1( 1 1 )
X2 4+2X+1 —2i\XK—a; X—a/ 2\ X—a; X—a;

b) Pour X2 —/2X + 1

1 _ 1 _ 1 ( 1 3 1 )
X2 —v2X+1 X—PBDX—-B2) Ba—B\X—PB; X—B,

B, — By =(%—i%)—(%+i%)=—2i%=—\/§i

Donc encore :

1 i ( 1 1 )
X2—-V2X+1 V2\X-B1 X-B;
4. Décomposition compléte de F sur C(X)
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En remplacant les expressions :

F(X)—1 i( 1 1 )+1 i( 1 1 )
2 '\/E X—O(l X_az 2 '\/E X_Bl X_BZ
F(X) = i ( 1 1 N 1 1 )
22\ X—a; X—a; X-B; X—-B;
avec
1 1 1 1 1 1 1 1
oG =——=++I1
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Comme les coefficients sont réels (donc complexes), c’est aussi une décomposition valable dans C(X)



