Etude asymptotique d’une suite définie par une équation logarithmique
1.Montrer que,Vn € N*, x + In(x) = n admet une unique solution sur |0, +oo[, que I'on notera u,,.
Théoréme des valeurs intermédiaires

Onpose f(x) =x +In(x),x > 0.
L ) 1 . .
fest dérivable sur 10, +oo[, et f'(x) =1+ " > 0 = fest strictement croissante sur |0, +oo.
De plus lim f(x) = —ooet lim f(x) = +oo.
x—-0t X—+00
= f est continue et strictement croissante sur |0, +o[ doncVvn € N*,3!'n /x +In(x) =n.

Onlanote u,, = u, + In(u,) =n.

2.Supposer que In(u,,) = o(n).Montrer que u, S LT
n-+oo n-+oo

O =g - un . =g
Définition : u,, = o(v,)si — — 0.Celasignifie que u, << v,.
n—-+oo vn n—+oo

On suppose In(u,) = o(n).
n co

>+
Uy In (u,)

Onau, +In(u,) =n=u, =n—ln(un)=>7: 1-— -

In (u u
Or G O=>—n—>1:>un~n
n n—-+oo n n-+oo n—+oo
. . ’ I n-—u, .
3.So0it (v,,) ey Une suite réelle définie par v,, = .Montrer que lim v, = 1.
ln(n) n-+oo

In (u,)

Uup+In(u)) =n=n-u, =) =v, = In (n)

— In(w,) = In(n) + In (l) car In(a) + ln(l) — In(ab)
ﬂ) In(u,)

n n—:)I-oo 0= ln(un) n ~oo ln(n) = Vn = ln(n) n—:)-oo

un
Onau, ~ n=— - 1=>1n(

n—-+o n n-+4+o -+

= lim v, =1
n—+oo

4.Montrer que In (u,,) ~ =nln(n)
n [ee)

>+

In(up)

La question 3 donne v,, = In(n) 2
n—->+oo

1=In(u,) ~ In(n)
n oo

-+

5.Montrerque1—-v,, ~ —
n-+oon

In(up) In(m)—In(u,) In (;l_n)

)
= (n) IR ™ n) In (n) "~ In(n)
In (up)
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U, In (uy) n 1
Onaun+ln(un)=n:>un=n_ln(un):>7=1_ " u_nzl_ln(un)

n

n In(u In(u In (u
= In (u_) = —In (1 - ( n)) ~ () car d'aprés Ql ona C ~ 0
n

n n—+oo n n n—-+oo
xz x3 xT
Rappel : ln(l—x):—x—7_? ..... 7_|_0(xn)
In (n)
D'aprésQ4: In(u,) ~ In(n)=1In (i) ~ In (n) =1-v, = It -V, ~ L
n—-+oo U,/ n->+oo n n-+oo In (Tl) no+o N

6.Montrer que u,, =n—1In(n) +

lnén) to (lnr(ln)).

1. MG 0 2 3: i (n_u")—1
QL n n-+oo Qz: tn n—:—oo n Q3 nLrEoo ln(n) a
Q4:In(u,) ~ In(n)

n—-+oo

5.1 Un 1_n-un_ 1 1 _(,_1 1),
=>n—un=1n(n>—1“(")+o<m(n)>=>un=n_1n<n)+1“(")—o<ln(n)>
n n n

n
car —o <ln7(1n)> devient + o <ln(n))

n

= u, =n-In(n) + M +o <ln(n)>.
n n



