
Étude asymptotique d’une suite définie par une équation logarithmique 

𝟏. 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞, ∀𝒏 ∈ ℕ∗, 𝒙 + 𝐥𝐧(𝒙) = 𝒏 𝐚𝐝𝐦𝐞𝐭 𝐮𝐧𝐞 𝐮𝐧𝐢𝐪𝐮𝐞 𝐬𝐨𝐥𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐬𝐮𝐫 ]𝟎, +∞[, 𝐪𝐮𝐞 𝐥’𝐨𝐧 𝐧𝐨𝐭𝐞𝐫𝐚 𝒖𝒏. 

Théorème des valeurs intermédiaires  

𝑂𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑙𝑛 (𝑥), 𝑥 > 0. 

𝑓𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[, 𝑒𝑡 𝑓′(𝑥) = 1 +
1

𝑥
> 0 ⟹ 𝑓𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[. 

𝐷𝑒 𝑝𝑙𝑢𝑠 𝑙𝑖𝑚 
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = −∞ 𝑒𝑡 𝑙𝑖𝑚 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞. 

⟹ 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑒𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ]0, +∞[ 𝑑𝑜𝑛𝑐 ∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∃! 𝑛 / 𝑥 + 𝑙 𝑛(𝑥) = 𝑛 .  

𝑂𝑛 𝑙𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑒 𝑢𝑛  ⟹ 𝑢𝑛 + 𝑙𝑛 (𝑢𝑛) = 𝑛. 

𝟐. 𝐒𝐮𝐩𝐩𝐨𝐬𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝐥𝐧(𝒖𝒏) =
𝒏→+∞

𝒐(𝒏) . 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝒖𝒏 ∼
𝒏→+∞

𝒏. 

𝐃é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶  𝒖𝒏 =
𝒏→+∞

𝒐(𝒗𝒏) 𝐬𝐢  
𝒖𝒏

𝒗𝒏
→

𝒏→+∞
𝟎. 𝐂𝐞𝐥𝐚 𝐬𝐢𝐠𝐧𝐢𝐟𝐢𝐞 𝐪𝐮𝐞 𝒖𝒏 <<  𝒗𝒏.  

On suppose ln(𝑢𝑛) =
𝒏→+∞

𝑜(𝑛). 

On a 𝑢𝑛 + ln (𝑢𝑛) = 𝑛 ⟹ 𝑢𝑛 = 𝑛 − ln (𝑢𝑛) ⟹
𝑢𝑛

𝑛
= 1 −

ln (𝑢𝑛)

𝑛
 

Or 
ln (𝑢𝑛)

𝑛
→

𝒏→+∞
0 ⟹

𝑢𝑛

𝑛
→

𝒏→+∞
1 ⟹ 𝒖𝒏 ∼

𝒏→+∞
𝒏 

𝟑. 𝐒𝐨𝐢𝐭 (𝒗𝒏)𝒏∈ℕ∗  𝐮𝐧𝐞 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 𝐫é𝐞𝐥𝐥𝐞 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐩𝐚𝐫 𝒗𝒏 =
𝒏 − 𝒖𝒏

𝐥𝐧(𝒏)
. 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝐥𝐢𝐦 

𝒏→+∞
𝒗𝒏 = 𝟏. 

𝑢𝑛 + ln (𝑢𝑛) = 𝑛 ⟹ 𝑛 − 𝑢𝑛 = ln (𝑢𝑛) ⟹ 𝑣𝑛 =
ln (𝑢𝑛)

ln (𝑛)
 

⟹ ln(𝑢𝑛) = ln(𝑛) + ln (
𝑢𝑛

𝑛
)   car ln(a) + ln(b) = ln(ab) 

On a 𝑢𝑛 ∼
𝒏→+∞

𝑛 ⟹
𝑢𝑛

𝑛
→

𝒏→+∞
1 ⟹ ln (

𝑢𝑛

𝑛
) →

𝒏→+∞
0 ⟹ ln(𝑢𝑛) ∼

𝒏→+∞
ln(𝑛) ⟹ 𝑣𝑛 =

ln(𝑢𝑛)

ln(𝑛)
→

𝒏→+∞
1 

⟹ 𝐥𝐢𝐦 
𝒏→+∞

𝒗𝒏 = 𝟏 

𝟒. 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝐥𝐧 (𝒖𝒏) ∼
𝒏→+∞

𝒏 𝐥𝐧(𝒏) 

La question 3 donne 𝑣𝑛 =
ln(𝑢𝑛)

ln(𝑛)
→

𝒏→+∞
1 ⟹ 𝐥𝐧 (𝒖𝒏) ∼

𝒏→+∞
𝐥𝐧 (𝒏) 

𝟓. 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝟏 − 𝒗𝒏 ∼
𝒏→+∞

𝟏

𝒏
 

𝑣𝑛 =
ln (𝑢𝑛)

ln (𝑛)
⟹ 1 − 𝑣𝑛 = 1 −

ln (𝑢𝑛)

ln (𝑛)
=

ln (𝑛) − ln (𝑢𝑛)

ln (𝑛)
=

ln (
𝑛

𝑢𝑛
)

ln (𝑛)
 

Q1 ∶
ln (𝑢𝑛)

𝑛
→

𝑛→+∞
0                         𝑄2 ∶  𝑢𝑛 ∼

𝑛→+∞
𝑛                             Q4 ∶  ln (𝑢𝑛) ∼

𝑛→+∞
ln (𝑛) 



𝑂𝑛 𝑎 𝑢𝑛 + 𝑙𝑛 (𝑢𝑛) = 𝑛 ⟹ 𝑢𝑛 = 𝑛 − ln (𝑢𝑛) ⟹
𝑢𝑛

𝑛
= 1 −

ln (𝑢𝑛)

𝑛
⟹

𝑛

𝑢𝑛
=

1

1 −
ln(𝑢𝑛)

𝑛

 

⟹ ln (
𝑛

𝑢𝑛
) = −ln (1 −

ln(𝑢𝑛)

𝑛
) ∼

𝑛→+∞

ln(𝑢𝑛)

𝑛
𝑐𝑎𝑟 𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 Q1 on a 

ln (𝑢𝑛)

𝑛
∼

𝑛→+∞
0  

Rappel ∶  ln (1 − 𝑥) = −𝑥 −
𝑥2

2
−

𝑥3

3
− ⋯ −

𝑥𝑛

𝑛
+ 𝑜(𝑥𝑛) 

D′après Q4 ∶  ln (𝑢𝑛) ∼
𝑛→+∞

ln (𝑛) ⟹ ln (
𝑛

𝑢𝑛
) ∼

𝑛→+∞

ln (𝑛)

𝑛
⟹ 1 − 𝑣𝑛 =

𝑛→+∞

ln (𝑛)
𝑛

ln (𝑛)
⟹ 𝟏 − 𝒗𝒏 ∼

𝒏→+∞

𝟏

𝒏
 

𝟔. 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝒖𝒏 = 𝒏 − 𝐥𝐧 (𝒏) +
𝐥𝐧 (𝒏)

𝒏
+ 𝒐  (

𝐥𝐧 (𝒏)

𝒏
). 

Q1 ∶  
ln (𝑢𝑛)

𝑛
→

𝑛→+∞
0          𝑄2 ∶ 𝑢𝑛 ∼

𝑛→+∞
𝑛          𝑄3 ∶ lim 

𝑛→+∞
(

𝑛 − 𝑢𝑛

ln(𝑛)
) = 1 

Q4: l n(𝑢𝑛) ∼
𝑛→+∞

l n(𝑛)           

𝑄5 ∶  1 −
𝑛 − 𝑢𝑛

ln(𝑛)
∼

𝑛→+∞

1

𝑛
⟹

𝑛 − 𝑢𝑛

ln(𝑛)
= 1 −

1

𝑛
+ 𝑜 (

1

𝑛
) ⟹ 𝑛 − 𝑢𝑛 = (1 −

1

𝑛
+ 𝑜 (

1

𝑛
)) ln (𝑛). 

⟹ 𝑛 − 𝑢𝑛 = ln(𝑛) −
ln(𝑛)

𝑛
+ 𝑜 (

ln(𝑛)

𝑛
) ⟹ 𝑢𝑛 = 𝑛 − ln(𝑛) +

ln(𝑛)

𝑛
− 𝑜 (

ln(𝑛)

𝑛
) 

𝑐𝑎𝑟 − 𝑜 (
ln(𝑛)

𝑛
)  𝑑𝑒𝑣𝑖𝑒𝑛𝑡 + 𝑜 (

ln(𝑛)

𝑛
) 

⟹ 𝒖𝒏 = 𝒏 − 𝐥𝐧(𝒏) +
𝐥𝐧(𝒏)

𝒏
+ 𝒐 (

𝐥𝐧(𝒏)

𝒏
). 


