Exame Unificado
das Pos-graduacoes em Fisica

EUF

para o primeiro semestre de 2014

Parte 1 —15/10/2013

Instrucoes:

NAO ESCREVA O SEU NOME NA PROVA. Ela devera ser identificada apenas
através do cadigo (EUFxxx).

Esta prova constitui a primeira parte do exame unificado das Pos-Graduagoes em Fisica.

Ela contém problemas de: Eletromagnetismo. Fisica Moderna e Termodinamica. Todas as
questoes tém O mesmo peso.

O tempo de duragio desta prova é de 4 horas. O tempo minimo de permanéncia na sala é de
90 minutos.

NAO é permitido o uso de calculadoras ou outros instrumentos eletronicos.

RESOLVA CADA QUESTAO NA PAGINA CORRESPONDENTE DO CADERNO
DE RESPOSTAS. As folhas serdo reorganizadas para a corregio. Se precisar de mais espago,
utilize as folhas extras do caderno de respostas. Nao esquecga de escrever nas folhas extras
o nmimero da questao (Q1, ou Q2. ou...) e o seu codigo de identificacao (EUFxxx).
Folhas extras sem essas informagoes nao serao corrigidas.

Use uma folha extra diferente para cada questao. Nao destaque a folha extra.

Se precisar de rascunho, use as folhas identificadas como RASCUNHO, que se encontram no fim
do caderno de respostas. NAO AS DESTAQUE. As folhas de rascunho serdo descartadas e
questoes nelas resolvidas nido serdo consideradas.

NAO escreva nada no formulario; DEVOLVA-O ao fim da prova. pois ser utilizado na prova
de amanha.

Boa prova!




Q1. Considere um condutor macroscopico de forma arbitraria. cuja superficie é fechada e suave.
Partindo da lei de Gauss e considerando que o rotacional do campo eletrostatico é nulo:

(a) Calcule o campo elétrico no interior do condutor:
(b) Obtenha a componente normal do campo elétrico na superficie externa do condutor em
termos da densidade superficial de carga:

(¢) Obtenha a componente tangencial do campo elétrico na superficie do condutor.

Q2. Considere um conjunto de solugdes de ondas planas eletromagnéticas no vicuo. cujos campos
(elétrico e magnético) sao descritos pela parte real de fungdes: @(F.t) = Aeit®FF—t onde k é o
vetor de onda, que determina a diregdo de propagagio da onda, e w ¢ a frequéncia angular, que
se k|. onde v = 1/,/eit é a velocidade de propagagao
das ondas.

) =

(a) Mostre que o divergente de a(7.t) satisfaz: V.i=ik-i
(b) Mostre que o rotacional de @(Z.t) satisfaz: Vxid=ikx

(¢) Demonstre que as ondas sdo transversais e que os vetores E. B e k sio mutuamente
perpendiculares.

Q3. Em 1913, Niels Bohr introduzin sen modelo atémico através da adaptagao do modelo de Ruther-
ford s ideias de quantizacio propostas na época. Em homenagem a esse evento, aborde os
itens abaixo em termos de grandezas fundamentais.

(a) Use a regra de quantizacdo para o momento angular, L = fin, para encontrar uma ex-
pressac para os raios das orbitas permitidas de um eietron ao redor de um dtomo de
nimero atomico Z .

(b) Segundo o modelo de Bohr, a transigao entre diferentes ¢rbitas é acompanhada pela
emissdo,/absorcio de um foton. Determine a energia do foton emitido como resultado
da transicio entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental de um dtomo de
hidrogénio. ‘

(¢) Considere um elétron preso em um pogo unidimensional quadrado infinito de largura
a. Determine uma expressio para os niveis de energia eletronicos usando a regra de
quantizacio de Bohr-Sommerfeld ¢ pde = hn.

(d) Determine a largura a desse poco, em termos do raio de Bohr, para que a energia de um
foton emitido devido & transigio entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental
seja igual Aquela obtida no item (h).

Q4. Os raios-y produzidos por aniquilagdo de pares apresentam um espalhamento Compton con-
sideravel. Considere que um foton com energia mgc® seja produzido pela aniquilagao de um
elétron e wmn pésitron. onde mg é a massa de repouso do elétron e ¢ é a velocidade da luz.
Suponha que esse féton seja espalhado por um elétron livre e que o angulo de espalhamento
seja f.

(a) Encontre a maxima energia cinética possivel do elétron em recuo nesse espalhamento.

(b) Se o angulo de espalhamento for # = 120°, determine a energia do féton e a encrgia
cinética do elétron apds o espalhamento.



(e) Se # = 120°, qual é a diregdo de movimento do elétron apés o espalhamento. em relagao
a diregao do féton incidente?

Q5. Um mol de um gés ideal simples estd contido em um recipiente de volume inicial vy e pressao
po. O gés ideal é descrito pelas equagoes pv = RT e u = ¢cRT, onde p é a pressdo, v é o volume
molar, T a temperatura absoluta, u é a energia molar: R e ¢ sdo constantes. O gés se expande
a partir desse estado inicial até o estado correspondente a um volume final 2¢g através de um
dado processo. Determine o trabalho W realizado pelo gds e o calor @ recebido pelo gds para
cada um dos processos listados abaixo. As respostas finais devem ser dadas apenas em termos
de (vp.pg) e de c.

(a) Expansao livre. Determine também a variagdo de temperatura AT

(b) Expansio quase-estatica isentrépica. Obtenha também a pressao final pg, utilizando o
fato de que, nesse processo para um gds ideal, pv” = constante. onde y = (c+ 1)/c.

(c¢) Expansdo quase-estatica isobarica.

(d) Expansao quase-estética isotérmica.



Exame Unificado
das Poés-graduacoes em Fisica

EUF

para o primeiro semestre 2014

Parte 2 — 16/10/2013

Instrucgoes:

e« NAO ESCREVA O SEU NOME NA PROVA. Ela devers ser identificada apenas
através do codigo (EUFxxx).

e Esta prova constitui a segunda parte do exame unificado das Pés-Graduacdes em Fisica.

Ela contém problemas de: Mecanica Classica. Mecanica Quantica e Mecanica Estatistica. To-
das as questoes tém o mesmo peso.

* O tempo de duragao desta prova ¢ de 4 horas. O tempo minimo de permanéncia na sala é de
90 minutos.

® NAO é permirtido o uso de calculadoras ou outros instrumentos eletrénicos.

* RESOLVA CADA QUESTAO NA PAGINA CORRESPONDENTE DO CADERNO
DE RESPOSTAS. As folhas serdo reorganizadas para a corregdo. Se precisar de mais espaco.
utilize as folhas extras do caderno de respostas. Nao esqueca de escrever nas folhas extras
o niimero da questao (Q1, ou Q2, ou...) e o seu cédigo de identificacio (EUFxxx).
Folhas extras sem essas informagdes nio serio corrigidas.

Use uma folha extra diferente para cada questao. Nao destaque a folha extra.

® Se precisar de rascunho. use as folhas identificadas como RASCUNHO. que se encontram no fim
do caderno de respostas. NAO AS DESTAQUE. As folhas de rascunho serdo descartadas e
questoes nelas resolvidas nao serao consideradas.

o NAQ é necessario devolver o Formulério.

Boa prova!




Q6. Duas particulas. A e B, de massas m e M (m # M). respectivamente. estao conectadas as
extremidades de um fio inextensivel de comprimento ¢ e de massa massa desprezivel que passa
por um orificio em uma mesa horizontal, como mostrado na figura abaixo. A particula A
move-se sem atrito sobre a mesa enquanto a outra o faz verticalmente sob a agao conjunta da
aravidade, de aceleragio 7. e da tragdo do fio (desconsidere também o atrito entre o fioe o
orificio).

(a) Supondo que a posigdo inicial de A seja r = ry. que velocidade inicial deve ser conferida
a ela para que B permaneca em repouso abaixo da superficie da mesa?

(b) Obtenha as equagdes do movimento. admitindo que a lagrangiana que descreve um mo-
vimento arbitrario desse sistema e dada por

1 . 1 5
L= 5(!11 + My? + am-r‘)()g — Mg(r—1¢).

(¢) Obtenha as grandezas conservadas e dé o significado de cada uma delas.

(d) Se B for ligeiramente e verticalmente deslocada da sua posigao. ocorrerao pequenas os-
cilagdes no sistema. Obtenha o perfodo dessas oscilages em termos do raio de equilibrio
Ty © das demais grandezas que caracterizam o sistema (m. Meg).

(Q6)
os} Via® @Q7)
—; -‘1 l I 1 Iz x/a
-05h

Q7. Uma particula de massa m estd sujeita ao potencial unidimensional

o 'k
Viz) = %kf‘ - Qf.

mostrado na figura acima, onde k e a2 sdo constantes positivas.

(a) Determine a forca F(x) ¢ obtenha os pontos de equilibrio, determinando sua natureza
(b) Calcule o periodo das pequenas oscilagdes que ocorrem em torno do ponto de equilibrio
estavel.

Admita que a particula esteja em repouso no ponto r = 0 e que receba um impulso que lhe
confere, instantaneamente. uma velocidade de médulo » na diregao de «x positivo. Discuta
0 que ocorre nos seguintes casos: 0 < v < ay/k/2m e v > a\/k/2m.

Eshoce o diagrama de fase do sistema (i versus r para emergia constante) para os di-
versos tipos de movimento. Indique claramente a curva que corresponde a transigao de
movimento periddico para nao periddico. bem como o valor da energia correspondente.

(e

—

(d

—



Q8. Considere o problema de uma particula de massa m cujo movimento ao longo do eixo-z estd
restrito ao intervalo 0 < r < a. isto é, ela encontra-se confinada em uma caixa com paredes
colocadas nas posigoes r =0 e 1 = a.

(a) Determine a fungio de onda e a energia do estado fundamental.

(b) Suponha que a particula seja descrita pela seguinte funcéo de onda:
. 7T . 27z
v(r) = A|sin — — 3isin —|.
a a

onde A é uma constante de normalizagdo. Determine A e calcule a probabilidade de obter
o resultado 272A%/ma® para a medida da energia.

(¢) Suponha agora que a particula esteja no estado fundamental. Qual é a distribuigao de
probabilidades do momento da particula nesse estado?

(d) Considerando novamente que a particula esteja no estado fundamental. suponha que as
paredes sejam removidas, de forma instantanea, deixando a particula livre (H = p*/2m).
Qual é a energia dessa particula livre?

Q9. Considere uma particula de spin 1/2. cujo momento magnético ¢ M = +S, onde v é uma
constante. Podemos descrever o estado quantico dessa particula utilizando o espago gerado
pelos autovetores |~} e |—) do operador S., que mede a projeqao do spin na diregao z.

)=—21-)
2=

A particula encontra-se sujeita a um campo magnético uniforme B = By. orientado ao longo

do eixo y. de forma que que o hamiltoniano é dado por

H=-M -B= —1«8.5}.

g,

+) = §|+). S,

Inicialmente. no instante { = 0, ela esta no estado [1(0)) = [+).

(a) Quais sao as possiveis valores da projegao do spin no eixo-y?

(b) Encontre os autovetores de 5

(c) Obtenha [¢(t)) para { > 0 em termos de [+) e |—) definidos acima.

(d) Obtenha os valores médios dos observiveis S, S, e S em fungao do tempo.

Q10. Um determinado material magnético é composto por N atomos
magnéticos nao-interagentes, cujos momentos magneéticos g po-
dem apontar em trés diregdes possiveis. conforme mostra a fi-
gura ao lado: g, = ug. p, = p& e p, = —p. O sistema
encontra-se em equilibrio térmico a temperatura 7' e na preseuga
de um campo magnético uniforme orientado ao longo da direcao
y. H = Hy. de modo que os niveis de energia correspondentes
a um tinico dtomo sdo eg = —uH, ¢, =0e e =0.

(a) Obtenha a funcao de partigao cancnica z de um atomo. a fungdo de partigao candnica Z
do sistema e a energia livre de Helmholtz f por atomo.

(b) Determine a energia média u = (en) € a entropia s por atomo.

(¢) Obtenha a magnetizagio por atomo m = m,& + m,§ = (g,).-

(d) Verifigue que a susceptibilidade isotérmica xr = (dm,/3H |1 a campo nulo obedece a lei
de Curie, x7 x 1/T.
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FORMULARIO

= - e < . . |
| Ndo escreva nada neste formuldrio. Devolva-o ao fim do primeiro dia de prova. |




Constantes fisicas

Velocidade da luz no vacuo
Constante de Planck

Constante de Wien

Permeabilidade magnética do vécuo

Permissividade elétrica do vécuo

Constante gravitacional

Carga elementar

Massa do elétron

Comprimento de onda Compton
Massa do préton

Massa do néutron

Massa do deuteron

Massa da particula a
Constante de Rvdberg

Raio de Bohr

Constante de Avogadro
Constante de Boltzmann
Constante universal dos gases
Constante de Stefan-Boltzmann

Raio do Sol = 6.96x10°m
Raio da Terra = 6.37x10°m
Distancia Sol-Terra = 150x10" m

1J=10" erg 1eV=160x10"19J

Constantes numéricas

T = 3,142 In2 = 0,693

e 2718 In3 = 1.099

1/e = 0,368 In5 = 1,609
log,pe = 0,434 In 10 = 2.303

c=3.00x10° m/s

h=6.63%x10"* Js = 4.14x107% eV's
he=1240 eV nm
W =2898x10" mK
po = 47x 1077 N/A? = 12,6x1077 N/A?

1 . ;
0= — =88ix107"* F/m
Mo
1 " :
— =R8.99x10° Nm?/C?
4meq

G =6.67x10"" Nm?/kg?
e=160x107""C

me =9.11x107" kg = 511 keV/c?

Ao =243%x107% m

my = 1.673x 1072 kg = 938 MeV /c?

Mg = 1.675%107% kg = 040 MeV /c?

ma = 3.344x107%" kg = 1.876 MeV /¢’

me = 6.645x107% kg = 3.727 MeV /c?

Ry =110x10"m™'. Ryhc=136¢V
a9 =5.29x10"" m

Ny = 6.02x10% mol ™!

kg = 1.38x107% J/K = 8.62x107° eV/K
R=2831Jmol 'K
o =567x10"® Wm2K™*

1.99x10% kg
5.98%10% kg

Massa do Sol =
Massa da Terra =

cos(30°) = sin(60°) = v/3/2 2 0.866
sin(30°) = cos(607) = 1/2



Mecanica Classica

dL
L= — =rxF
rxp T, r
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v =8, + pipl, + 28;

v = re, + rie
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Eletromagnetismo

}[E-dhﬁ/B-ds:n VXE—@:U

ot ot

deS:(J v.B=0

fD-dS:Q:/pdt' VD=p

j{H-dffE‘/D-dS——-I=fJ-dS Vfo@=J
at an

D=gE+P=¢E B=uH=-M)=pH

jﬂp-ds =-Qp V-P=—pp fM-dF: Int UxM = Jy
v:-[E-d{ E=-VV dH = [‘i:‘e B=VxA
dEziﬁé, LD, F =¢(E+vxB) dF = 1di<B
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7 ot
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2
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Mecénica Quantica

L AW(x,t) -R21 & iz ;

2= T. = - —prt+——+V
i at BB 5 2m 1 o2 2mi? (r)

ha :

Pz:Ta: [z.p:] = ik
2 mw (. . P - st
= /= .r«-z—) alny = vnln -1}, a'ln) = vn+1n+1)
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Li=L.til, LoYim(8,2) =Bl +1) —m(im £ 1) Yim=a(0.2)
L.=xp,—yps L,= Ei . [Lz.Ly) =iRL;
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. |0 H |n
EY = (n|6H|n) => lim m‘f)Hln(m , W=y Amlfiln) o

(0) (0) 7m
m#n ” ’ m#n E" E""

2 h_ 01
SAarr r}',—(l 0).

h he heRy
== E=hr=— o = :
P A Y= E, “ n?
Ry =oT* Amixd = b L = mur =nh
N=A= (1 —cos®) nA = 2dsinf Az Ap > k/2



Termodinamica e Mecanica Estatistica

dU = dQ — dW dU = TdS — pdV + pdN
F=U-TS§ G=F+pV
H=U+pV &=F —uN

ou a5 : d as
Cv=|==) =T| = == =T | =
' (BT)V (ar)\. = (HT)p ('('JT)F
Gas Ideal: pV =nRT U=CT pV7 = constante
Transformada de Legendre: o(p) = min{ f(z) — zp}

S=kgln® sendo Q) o nimero de estados acessiveis.

=Y ¢ Z= ]ci‘r! ~BE) 3=1/kgT

F=—-kgTlhZ U= —fa—lllz
a3
== Z ZV\-g‘j“‘\r O = —A-HTlnE
N
1 1
fro fee= 1



Resultados matematicos tuteis:

= —ax? 1.3.5...(2n+1) /7y 3 i 1
2n  —ar L e AR () ki
f_xr e Tidy = Bnel)27an (a) ;1 1= (l=] < 1)
j(ud—u)—hi(lfl/u e’ = cosfl + isinf
u
]———(q d:2)1-q=1n(:* :2-a?) InN!'~NIhN-N
a?+22)"'"
du 1 1+u = 2 3
/‘l-uiiim(l—u) /_xexp(—c:.', )d.tf\/;
L — y + 1 2 2
fﬂz_ygdy—gar(:tana /-aza—xzd‘t_th(a —z7)
o :.1771
[ T dz=(1-2"7)T(z) ¢(z) (para r > 0)
0
o< :z-v]
[J e z=T(x) {(r) (para x > 1)
/ sin(mxr) sin(nr) dr = Ty, / cos(mr) cos(nr) dr = oy,
L n iBL
i wL[1— (-1
A‘ e'B% sin n—-ﬂd: = L,I[E_-,L-ZEB—’-::[;] (para n=1.23....)
-/’)c _ P e T
o (1—22)? 2 4
dV = pdpdod: dV = r’drsin 8 df do
1 ) /3 .
Yoo = - Yio= ;CDEH Yo =% -S:sinl)et“”
Yoo = - 3 29— 1 Y5 o /ﬁ-' 4 fetio Y o 15 sin? fe=2ie
b= 7o (3cos? — 1) g,}l—IF\ e i oo e 242 =F el
Fo(z)=1 Pl(z)=1zx Py(z) = (322 - 1)/2

Solucdo geral para a Eq. de Laplace em coordenadas esféricas. com simetria azimutal:

V(r.d) :Z (Ar' + =) Pi(cosb)
1=0



Coordenadas cartesianas

04; 04, 0A.
A POy Oy Ofs
v dx c}i,l 0z
_[0A. 04N . [ PR T O dA, 9A\ .
VXA_((’)y_{):) _(E 0.:-)91"_'_(';-_ Dg)e:
T A S T
Vi= Bz 2 Ay T % V= a2 Oy 9z?

Coordenadas cilindricas

v.a L) 194, 94,
p 9 pde Oz

104, dA].  [d4,  dA 19(pA,)  194,].
A=|zZ2_Zelg e ot Tt <
b L‘ dg Bz ]e’ N { 2 dp ] LA L dp p Ay ] -

19 (a &?
(-4
ip

vp=Ae 100, A vy

r)p €p pde iz

,')d,u J?r'}‘,:2 G

Coordenadas esféricas

19(°4,) 1 d(sinddg) 1 9(A,)

A= ¥ 4
v r?  or rsinf ol rsinfl 9
1 A(sinfA,) 1 a44] .
7 A = > — i p—
s Lsinﬂ a0 reng 9z |
L[l 8A,  18(rA,) 5 Pﬂ[r,m _ 184,
rsing dg r or | ° ar rog| ¥
v Bfy . 10T, Lo,
W_are" rof 6_Ism6'c)

2, 18 (L8] 1 8 af) 1 #f
vf_r’-’ﬁ"r( (7r) r2sin # 96 (sm 26 ) " ene ?

Teoremas do Calculo Vetorial

j{A-ds:f(v-A)dr }(A-df:/(wm-ds



