Exame Unificado
das Pés-graduacgoes em Fisica

EUF
12 Semestre/2013
Parte 1— 16/10/2012

Instrugoes:

e NAQ ESCREVA O SEU NOME NA PROVA. Ela deveri ser identificada apenas
através do cédigo (EUFxxx).

o Esta prova constitui a primeira parte do exame unificado das Pés-Graduacdo em Fisica.

Ela contém problemas de: Eletromagnetismo, Fisica Moderna, Termodindmica ¢ Mecanica
Estatistica. Todas as questoes tém o mesmo peso.

e O tempo de duragéo desta prova é de 4 horas. O tempo minimo de permanéncia na sala é de
90 minutos.

e NAO é permitido o uso de calculadoras ou outros instrumentos eletronicos.

» RESOLVA CADA QUESTAO NA PAGINA CORRESPONDENTE DO CADERNO
DE RESPOSTAS. As folhas serdo reorganizadas para a corre¢do. Se precisar de mais espaco,
utilize as folhas extras do caderno de respostas. Nao esqueca de escrever nas folhas extras
o nimero da questdo (Q1, ou Q2, ou ...) e o seu cédigo de identificacdo (EUFxxx).
Folhas extras sem essas informagoes nao serdo corrigidas.’

Use uma folha extra diferente para cada questio. Nao destaque a folha extra.

® Se precisar de rascunho, use as folhas indicadas por RASCUNHO, que se encontram no fim
do caderno de respostas. NAO AS DESTAQUE. As folhas de rascunho serao descartadas ¢
questoes nelas resolvidas ndo serao consideradas.

e NAO escreva nada no formuldrio; DEVOLVA-O a0 fim da prova, pois ele serd utilizado
amanha.

Boa prova!




Q1. Considerc uma esfera sélida, uniformemente carregada, de carga ) e raio E.

(a) Determmeovetorcampoelémoogemumpontoédistﬁndardnmmodaesfem, nos
casos T > Rer < R.

(b) Obtenha a forca dF sobre um elemento de volume dV da esfera, localizado na posigao 7.

(¢) Determine agora, por integracéo, a forga total F que age sobre o hemisfério superior da
esfera.

Q2. Um capacitor de placas planas paralelas é formado por dois discos circulares de raio a, separados
entre si de uma distdncia d < a, no vécuo. As placas estdo ligadss a um gerador de corrente
alternada de frequéncia w, que produz uma carga uniforme na placa do capacitor, dada por
q(1) = qosin(wt). Sao desprezados efeitos de borda. Supondo baixas frequéncias, de forma que
wa/e < 1 (onde ¢ = 1/ /fisto é a velocidade da luz), o campo elétrico E entre as placas pode
ser considerado uniforme. Considere um sistema de coordenadas cilindricas, (r,0,z}, com eixo
z passando pelo centro das placas, conforme indicado na figura.

(a) Calcule a expressao para o campo elétrico E entre as placas.

(b) Caleule o campo magnético B, em fungao do raio 1, na regido entre as placas do capacitor.

(c) Calcule o vetor de Poynting § = (E x B)/uo-

(d) Usando a aproximacio de baixas frequéncias, mostre que é satisfeita a conservagao de
energia, expressa pela condigio V - § 4 du/dt = 0, onde u = é(eoL'?” + B o) 6 a
densidade de energia contida no campo eletromagnético.

Q3. Uma particula de massa m confinada em um pogo de potencial unidimensional possui funcéo

de onda dada por:
0 paraz < —L/2
3nz
() = AcosT- para —L/2<z < L/2
0 paraz > L/2

(a) Calcule a constante de normalizacéo A.

(b) Calcule a probabilidade de encontrar a partfcula no intervalo entre —L/4 <z < L/4 .

{c) Através da soluciio da equagdo de Schridinger independente do tempo para esta particula
no referido pogo de potencial, ache a energia correspondente & funcio de onda, em termos
dem, Leh.

(d) Calcule o comprimento de onda do f6ton emitido na transicao desta particula para o
estado fundamental, em termos de m, L e h.



Q4.

Q5.

O decaimento dos miions obedece & seguinte equagao diferencial

dN(t)

B
onde N(t) é o niimero de mifons presentes no instante de tempo ¢ e dN(£)/dt representa a taxa
de variagio de milons no mesmo instante de tempo t. A constante de proporcionalidade R é
chamada de constante de decaimento. O tempo de vida médio do myon é T = 2pus, isto é, neste
intervalo de tempo N(T)/N(0) = 1/e =~ 1/2,73. Sendo a velocidade dos miions na direcdo da
superficie da Terra igual a 0,998¢, responda:

{a) No sistema inercial de referéncia do mion, qual o valor de R para o decaimento de mtons?

(b) Sem considerar corregdes relativisticas, estime quantos nriions seriam detectados ao nivel
do mar, correspondentes a 10% miions detectados a 9 km de sltitude.

(c) Considere agora a previsdo relativistica e repita a estimativa do item (b).

Um géas ideal monoatémico de N moléculas de massa m estd em equilibrio térmico a uma
temperatura absoluta 7. O gds esta contido em uma caixa cdbica de aresta L, cujos lados de
baixo e de cima est@o paralelos A superficie da Terra. Considere o efeito do campo gravitacional
sobre as moléculas. A aceleracdo da gravidade é g. Determine:

(a) a fun¢a@o de particio de uma molécula do gas;

{b) a energia cinética média de uma molécula do gis;

(c) a energia potencial média de uma molécula do gis;

(d) a energia potencial média de uma molécula do gés no caso em que mglL/ksT < 1. Faga
o caleulo até 22 ordem da razdo mgL/kpT.
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Exame Unificado
das Pds-graduagoes em Fisica

EUF
12 Semestre/2013
Parte 2 —17/10/2013

Instrugoes:

« NAO ESCREVA O SEU NOME NA PROVA. Ela deverd ser identificada apenas
através do cédigo (EUFxxx).

s Esta prova constitui a segunda parte do exame unificado das Pés-Graduacao em Fisica.

Ela contém problemas de: Mecinica Classica, Mécénim Quaéntica, Termodinimica e Mecanica
Estatistica. Todas as questdes tém o mesmo peso.

s O tempo de duragio desta prova é de 4 horas. O tempo mfnimo de permanéncia na sala € de
90 minutos.

e NAOQ 6 permitido o uso de calculadoras ou outros instrumentos eletronicos.

s RESOLVA CADA QUESTAO NA PAGINA CORRESPONDENTE DO CADERNO
DE RESPOSTAS. As folhas serio reorganizadas para a corregio. Se precisar de mais espago,
utilize as folbas extras do caderno de respostas. Nao esqueca de escrever nas folhas extras
o niimero da questdo (Q1, ou Q2, ou ...) e o seu cidigo de identificacio (EUFxxx).
Folhas extras sem essas informagdes ndo serao corrigidas.

Use uma folha extra diferente para cada questdo. Nao destague a folha exira.

e Se precisar de rascunho, use as folhas indicadas por RASCUNHO, que se encontram no fim
do caderno de respostas. NAO AS DESTAQUE. As folhas de rascunho serao descartadas e
questoes nelas resolvidas nio serio consideradas.

o NAO escreva nada no formuldrio; DEVOLVA-O ao fim da prova, pois ele serd utilizado
amanha.

Boa prova!




Q6.

Q7.

Um equilibrista de massa m est4 inicialmente parado na extremidade de uma barra larga,
horizontal, homogénea, de comprimento D e massa M = 3m. A barra gira em torno de um
eixo vertical que passa pelo seu centro. Q equilibrista comega entdo a caminhar sobre a barra,
em direcao ao eixo de rotacfio, com velocidade constante. Considere o periodo inicial de rotagéo
do sistema igual a Tj.

(a) Determine o torque das forcas que atuam sobre o equilibrista em relagdo ao centro da
barra.

(b) Determine o momento angular do sistema quando o equilibrista atinge o centro da barra.
Determine o periodo de rotacdo do sistema nessa situacio.

(¢c) Determine as energias nas posicoes inicial e final do sistema. Nesse movimento, a energia
do sistema variou?

Considere o equilibrista como uma massa puntiforme.

1
Dado: Igp(barra) = EIMD2
Uma particula de massa m se encontra no interior de um cano aco, liso, estreito e longo que
gira num plano horizontal com velocidade angular w constante. O eixo fixo de rotagao passa
por uma das extremidades do cano, como mostra a figura.

{a) Escreva a Lagrangiana da particula.

(b) Obtenha as equagdes de Lagrange do movimento da particula.

(¢) Determine o movimento da particula, considerando que inicialmente ela é lancada do
centro de rotagdo com velocidade .

(d) Obtenha a funcio Hamiltoniana (H) do movimento dessa particula e as equagbes de
Hamilton do movimento.

(e) Dentre as grandezas fisicas H e F (energia), quais sdo conservadas? Justifique sua res-
posta.




Q8. Considere um oscilador harménico (em uma dimenséo, ) de massa m e frequéncia w. No ins-
tante t = 0, o estado do oscilador é [1(0)) = ¥, calén) onde os |¢,) sdo os estados estaciondrios,
isto &, H|¢n) = Eq|dn), sendo H a hamiltoniana e E,, = (n+1/2)hw com n =0,1,2,...

(a) Considerando que os estados [¢h,) sdo normalizados, determine a condigdo que os coefi-
cientes ¢, devem satisfazer para que o estado [/(0)) seja também normalizado. Calcule,
entdo, a probabilidade P de que uma medida da energia do oscilador, feita num instante
t posterior, dé um resultado maior que 2hw.

(b) Se apenas ¢ e ¢; sao diferentes de zero, dé a expressao para o valor esperado da energia,
{H), em termos de ¢y e ¢;. Com a condigio (H) = hw, calcule [eof? e |ei[*-

(c) O vetor de estado |1(0)) estd definido & menos de um fator de fase global, o que nos
permite escolher cg real e positivo. Fazendo isso, escrevendo e; = |e1/e™ e mantendo a
condigo (H) = fw, determine #; de modo que {(X) = %\/:"’E
Observacao: Lembremos que o efeito do operador posicio X sobre os estados esta-
ciondrios do oscilador harménico é

Xia) =\ o [VAF T1602) + VA [60s)]

entendendo-se que o segundo termo acima é mulo para n = 0.
(d) Com j16(0)) determinado conforme o item anterior, escreva [#(¢)) para t > 0 e calcule

X)@®-

Q9. Sejam L. e P os operadores do momento angular, da posigio e do momento linear, respecti-
vameunte.

{a) Usando as relacoes de comutacio [L;,[;) = if )", e, Li, mostre que
Lx L =ihL
(b) Com a definigio L = R % P e usando [R,,P;] = ihd;;, mostre que

[L,’,Rj] =ik Z E;j;,Rk
k

(c) Sabendo que os operadores R e P so hermitianos, isto &, R =HRe P! = P, mostre que
as componentes do operador do momento angular L = R x P também so operadores
hermitianos.

Observacio: Nas expressoes acima, ¢ € 0 tensor completamente antissimétrico, isto é
0  se houver indices iguais;
€k = ¢ +1  se ik for 123, 231 ou 312

—1 nos demais casos.

Se precisar, use a identidade Z €€t = 20m.
7



Q10. A radiacio em uma cavidade ressonante pode ser vista como um gés de fétons cuja pressio
sobre as paredes de uma cavidade de volume V é dada por
aT*
P=—,
3
onde a é uma constante. A energia interna desse gés é dada pela equacio U = aT*V. Considere
que inicialmente a temperatura da cavidade seja Tj e sen volume V4.

(a) Determine o trabalho realizado em um processo isotérmico no qual o volume da cavidade
é duplicado. Forneca a resposta em termos de Tp, Vj e da constante a apenas.

(b) Determine o calor fornecido em um processo isotérmico no qual o volume da cavidade é
duplicado. Forneca a resposta em termos de Ty, V5 e da constante @ apenas.

(¢) Usando a relagfio
=) s () + o

determine a equagao que descreve um processo adiabdtico em termos das varidveis Ve T.
{d) Determine o trabalho realizado em um processo adiabdtico no qual o volume da cavidade
é duplicado. Expresse o resultado em termos de Ty, V; e da constante a apenas.
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Exame Unificado
das Pés-graduacoes em Fisica

EUF

1° Semestre/2013

FORMULARIO

|_N§o escreva nada neste formmlério. Devolva-o ao fim do primeiro dia de provaj




Constantes fisicas

Velocidade da luz no vacuo
Constante de Planck

Constante de Wien

c=3,00x10° m/s

h=6,63x107% Js = 4,14x107° éVs
hc =1240 eVnm
W =2,88x10"° mK

Permeabilidade magnética do vdcuo pio = 4wx 1077 N/A? = 12,6x1077 N/A?
Permissividade elétrica do védcuo €0 = I}-c; =8,85x10" " F/m
. - 8,00x10° Nm?/C?
47eg
Constante gravitacional G = 6,67x107" Nm?/kg®
Carga elementar e=160x10""° C
Massa do elétron me = 9,11x10°% kg = 511 keV/c?
Comprimento de onda Compton Ae =243%x1072% m
Massa do préton mp = 1,673x107 kg = 938 MeV /c?
Massa do néutron my = 1,675x10°% kg = 940 MeV /c?
Massa do déuteron ma = 3,344x 1077 kg = 1.876 MeV/c?
Massa da partfcula o m, = 6,645x10°%" kg = 3.727 MeV/c*
Constante de Rydberg Ry =110x10"m™!, Rghc=13,6eV
Raio de Bohr ag = 5,29%x107" m
Constante de Avogadro Na = 6,02x10% mol ™’
Constante de Boltzmann ks = 1,38x107% J/K = 8,62x107° eV /K
Constante molar dos gases R=2831 Jmol 'K
Constante de Stefan-Boltzmann o=56Tx10°*Wm K™
Raio do Sol = 696x10°m Massa do Sol = 1,99x10% kg
Raio da Terra = 637x10°m Massa da Terra = 508x10* kg
Disténcia Sol-Terra = 1,50x10" m
1J=10" erg 1eV =160x10"%7]

Constantes numdéricas

w2 3,142

e 2718

1/e =2 0,368
logpe = 0,434

In2 = 0,693 cos(30°) = v/3/2 = 0,866
In3 21,099 sen(30°) = 1/2
In5 2 1,609

In 10 =2 2,303
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Mecanica Classica

dL
L=rxp E=1‘XF LiiE:I"J'”i TR:Z%IHM'-M" I=fr2dm
E} 4

e v =%, + iy a:("—ré“)e,+ ré+21‘é)ég

r=p8, 428 v=p8+pil,+i8.  a=(p—pd?) & + (@ + 200)8, + 78,

r=ré, v= 8.+ rbi a— (F—ré’—r(,bzsenzﬂ)&.
i s + ré-i—?ff?—r@zsenﬂcosﬂ)ég
+ rt;a'aen9+2f¢sen0+2ré¢m89)§v

S f Ny L
= — F(r')d: =
2 2mr? ¥ - ()dr’ Vetotio 2mir?

Eﬁ:éﬂ—%) =5

d2u ™m 1 du?
W-&-u:u-};z—uzF(l/u), ﬂf;, (aa) +ﬂ = L [E V(l/u}]
d /3L aL d 87‘) aT
Z(Z=)-==0, L=T~V — =)=
(a«;k) oo a (am e
02 o O | o 05 e
Qk—gf?ﬂ Fugy, +Fage: Q=3

2 2
(9—;) :(d—;) —2wxV-—wx(wxr)—wxr
dt rotagdo di fixo

O, 3 W
= kqk — L k= 7 | 3 =
vy Opx Ogi at at



Eletromagnetismo

] 5B
fE-dE+§[B-dS+ VXE + 22 =0
fB-dszo VB=0
fD-dS:Q jpdv VD=p

.8 aD
fH-dﬁ—a]D-dSllffJ-dS VxH -5 =1
D=gE+P=¢E B =uH+M)=pH
j[ PdS = —Qp V.P=—pp f M-df = Iy VM =Ju
V:ffE-dé' E=-VV _ Tdéxe, B=VxA
4nr?
_ 14, v 13 F = ¢(E + vxB) dF = I47xB
4greg T2 Ameg T

gl 9 _
J=0E VI +5 =0

_1 N b [V
u—ﬁ(D-E+B-H) S=ExH ko =
(p=0,7 =U):>V3E:pe% n, sen f); = nysen by

Relatividade
1

_ ! ~Vit t=n{t-Vz/&

o] Ve ' =y(z—-Vi) ¥ (t - Vz/)
ve—V Uy Uz

oo PP S W PRI, . N

Y T T Vg2 %= A= Vu/d) =T N1 Vu/d)

E =mc® = ymgc® =moc® + K

E = /(o + (e’



Mecanica Quantica

w2y
_hkd

P = oz

doo J g3 2

a = 2ﬁ(x+lmu)

LizLx:t’iLv

L.=zp,—yp.

E = (nloH|n)

e s L2
T 2m r o2 +2m2+V(r)

[z,ps] =ik

aln) =vnln—1),  @'ln) = Vn+in+1)

LiYim(0.0) = B/ + 1) —m(m £ 1) Yemsa(0:6)
h o .
Lz = ""a—w 3 [Ll"Li‘] = ‘lﬁLs

SH SH|n
oo gy

s (01 (0 —i (10
==l10) @ \i o)’ “Tlo 11

E=hy=" g 15
A n
Amax] = b L=mvr=nh
n\ = 2dsenf Az Ap> R/f2



Termodinamica e Mecanica Estatistica

U =TS —PV +uN
F=U-TS
H=U+PV

dS =d@/T
Z = Z e B
5

Z(TV.N) = f d0e-BE@

STVm) =Y j Sy & FIE@N) -]
N

S =kglnQ

PV =nRT, U=0CyT

1
feo(e) = =y

aou as
(%), 1)
‘ or VN aT V,.N

dU = TdS — PdV + pdN
G=F+PV
®=U—TS~puN=—pV

SdT — VAP + Ndp =0

1 P ny _
vd (?) +vd (T) +Nd (T) —0
F(T,V,N) = —ksT'ln Z(T,V,N)

8InZ

UTVN)=——35

&(T,V,p) = —kgTInE(T,V,p1)

F(p) = f(=(p)) — =(p)p (transf. de Legendre)
PV = constante, 7= Cp/Cy =1+ R/Cy

1
fBE(C) == g@_—_;)‘“_—]

oH as
or= (88, =7(#)
: oT PN ar PN



Resultados matematicos tteis:

™ gy o L) (3] e
[mz e T dr = (2n+1)27a" (6) gq =1/ -q), (g<1)
du
fﬂ(u_l):hﬁ_l/u) e — cosf +isend
dz
. S s - .
f(az_‘_zg)l/z*ln(z—}-\/-z—_-i-_a) A~ NloN — N

du 1 1+u
[l—uzziln(l—u)
o0 21
/O eszz:(laghz)r(x)qr) (para z > 0)

oC  r—
z
-/0 e

_11 dz=T{(z) ((z) (paraz>1)

j ’ sen(maz) sen{nr) di = Tomn / ’ cos(mz) cos(nz) 4z = Tom«x

AV = pdpdp dz dV = r*drsend d6 dg

1 /3 /3 L
=4/ — = \f— e . g
Yoo e Yio s cos@ Yiu=-F o sen fe

2 [ 5 (15 y / 15 2
Yoo = :]__61}. (3(:05297 ]_) You=%F é;senﬂcosf?e Yot =F ﬁﬁéﬂl"',ge

Pyz) =1 Pz)==z Pi(z) = (3% —1)/2

Solugdo geral para a Eq. de Laplace em coordenadas esféricas, com simetria azimutal:

) = B
V(re) =3 (ar+ r,—jl) Pi{cos 8)
=0



Coordenadas cartesianas

AP 08 0A
v _8:5+0y+ =

(04 0AN, | (0A OA, (04, 0
V"A‘(ay az) ’“(az az)""*(ax ay)

of,  of, . of, &F FF TF
artet oyt 5% V=S +or T o

Coordenadas cilindricas

Vf=

19(p4,) 194, , 84

VA="8 ‘toop Bz

o [16A 6‘A] [EM BA] Fg@@ 16A,]é
pop Oz oz Bp p Op plpl|”

_af.  18f. of, 2y 1 af 1 &f  &f
Vf*ape"-'_p%e"’*_aze' v f— (p—) +p36vp2+ 532

Coordenadas esféricas

19(*A) , 1 dsenddy) 1 8(A,)

A 2 or rsenf O rsenf O¢
[ 1 O(senbd,) 1 BAe
VA= [rsen? a6 " rsenf d¢

[ -1 5

B, 4100, L9,
V=gt 696‘+rsen96¢

& of 1 8 ( 00, 1 &
v’ ;EE(’! ) r’senaaﬂ(moaﬂ)+r=sen296(p2

-3
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Teoremas do Calculo Vetorial

f AdS = f (V-A)dV f Adf= f (VxA)-dS



