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Prefacio

El presente cuadernillo fue elaborado por Math Snoor, estudiante de la carrera de Matematica de
la Escuela Politécnica Nacional.

El objetivo de este material es proporcionar una recopilacion de resultados utiles para el estudio
del Calculo Integral, con el fin de servir como apoyo académico y herramienta de consulta para los
estudiantes.

Este cuadernillo retne una sintesis de temas relevantes, asi como teoremas, proposiciones y re-
sultados fundamentales, los cuales serdn de utilidad al momento de resolver los ejercicios del

curso.

Math Snoor
Quito, enero de 2026






Apéndice

Apéndice A - Derivadas inmediatas

d
l) Ex" = nx"! (n € R) XZ) a arctan(x) = m
d 1 d
ll) E\/)_C = ﬁ (X > 0) Xll) Eex =e".

. d 1
iii) % sen(x) = cos(x). xiif) Eln(x) =3 (x > 0).

o, d 1 .
iv) diCOS(X) = —sen(x). Xiv) aloga(x) = YIn(a) (a e R* N\ {1},
) x> 0).
) 4 tan(x) = sec?(x) d
" ' xv) I senh(x) = cosh(x).

L d 2
— cot(x) = — :
vi) dx cot(x) csc™(x) xvi) di cosh(x) = senh(x).
X

d
i) — = tan(x).
Vii) e sec(x) = sec(x) tan(x) xvii) ditanh(x) = sech?(x).
X

. d B
viii) o csc(x) = —csc(x) cot(x). wviii) di coth(x) = — csch?(x).
X
) Saresen(r) = ——— (< 1) d
ix) —-arcsen(x) = — X : Xix) o sech(x) = —sech(x) tanh(x).
X) iarccos(x) oo (Ix] < 1) d
dx V1- 2 ' xx) P csch(x) = — csch(x) coth(x).

Apéndice B - Integrales inmediatas

i)/adx:ax+C, a eR.
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1
. x}’l+
i) x"dx =
n

De forma general, se tiene: / (fON" f'(x)dx =

neRN{-1}

%Jrc, neRN{-1}.

d
iii)/—x:1n|x|+C, x#0.
X

()
F -

1 X .
zv)/ - = arctan(—)+C, a eR".
x*+a a a
v)/ l‘x—a
—a? x+a
dx 1 xX+a
) [ B Lt e e
vi) ./czz—x2 2a lx-a a

:ln‘x+\/xz+a2 +C:arsinh(£)+C, a>0.
a

De forma general, se tiene: =In|f(x)|+C, f(x)=#0.

+C, ac€R".

vii) /&
Vx2 + a?

d
viii)/\/ﬁzln‘x+\/x2—a2+C:arcosh(;—c)+C, x>a>0.

X

ix) /\/ﬁ:arcsen(a)+C——arccos(a)+C x < a.

ax+ﬂ
x)/ a®™*P dx = +C, aeR*~{l}, aeR"BeR.
aln(a)

1
En particular: / e dx = —e™ P 4 C.
a
. 1 x
Xi) /sen(ax+b)dx =——cos(ax+b)+C, acR"' bekR.
a
. 1 «
Xii) /cos(ax+b)dx =—sen(ax+b)+C, aeR",bekR.
a
1
Xiii) / sec’(ax +b)dx = —tan(ax + b) + C, a €R*,b eR.
a
1
Xiv) / csc’(ax + b)dx = —=cot(ax +b) +C, a€R* b eR.
a

xV) / sec(x) dx =In ‘tan (%C + %)‘ + C =1In|sec(x) + tan(x)| + C.

xvi) / csc(x) dx = 1n ‘tan (2)‘ + C =1In|csc(x) —cot(x)| + C.
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XVii) / tan(x) dx = —In | cos(x)| + C.

XViii) / cot(x) dx = In|sen(x)| + C.

1
Xix) / senh(ax + b) dx = P cosh(ax + b) + C,

1
XX) / cosh(ax + b) dx = P senh(ax + b) + C,

ae€R*,beR.

ac€R*,beR.

Apéndice C - Identidades trigonométricas

Identidades trigonométricas e hiperbélicas

cos(2x) = 1 — 2sen’(x)
sinh(2x) = 2 sinh(x) cosh(x)

cosh(2x) = cosh?(x) + sinh?(x)

Identidades pitagoricas Reciprocas
1 1
sen’(x) + cos?(x) = 1 sen(x) = osc() cos(x) = sec(x)
1 + tan?(x) = sec?(x) sen(x) cos(x)
tan(x) = cot(x) =
1 + cot?(x) = csc?(x) cos(x) sen(x)
1 1
201 — <inh2(y) — — -
cosh”(x) — sinh“(x) = 1 sec(x) cos(x) cse(x) sen()
1 — tanh?(x) = sech?(x)
coth?(x) — 1 = csch?(x)
Angulo doble Potencias
1- 2
sen(2x) = 2sen(x) cos(x) sen’(x) = Ls(x)
cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) cos?(x) = l-l-#s@x)
cos(2x) = 2cos*(x) — 1 Angulo triple

sen(3x) = 3sen(x) — 4 sen’(x)

cos(3x) = 4 cos?(x) — 3 cos(x)
3tan(x) — tan’(x)

tan(3x) = 1 — 3 tan?(x)

Suma y resta
sen(x + y) = sen(x) cos(y) = cos(x) sen(y)

cos(x +y) = cos(x) cos(y) F sen(x) sen(y)
tan(x) + tan(y)
1 ¥ tan(x) tan(y)

tan(x £ y) =

Producto a suma

sen(x) sen(y) = 5[cos(x —y) — cos(x + y)]

[sen(x + y) + sen(x — y)]

1

2
cos(x) cos(y) = %[cos(x —y)+cos(x+y)]
sen(x) cos(y) = %
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Apéndice D - Limites para fracciones parciales

Sea
P(x)

Q(x)

una fraccion racional propia, donde Q(x) contiene un factor lineal repetido (x — a)™.

Supongamos que la descomposicion en fracciones parciales es:

Al A Am

+ 4o+ —"
x—a (x-a)? (x—a)m

A;eRconi=1,2,...,m.

Multiplicando la igualdad por (x — a)™ se obtiene:

P(x)
O(x)

(X—(l)m :Am+Am_1(x—a)+...+Al(x_a)m—1.

Tenemos que el lado derecho es un polinomio en (x — a).
Esto permite aislar los coeficientes evaluando limites y derivadas en x = a.
Para el coeficiente de mayor orden

P(x)
Q(x)’

Ay = lim(x —a)™
xX—a

al tomar el limite, todos los términos que contienen (x — a) se anulan. Y para los coeficientes

restantes, r = 1,2,...,m—1
-

P(x)
Q(x)

A,y = — lim
" x5a dx”

[(x -a)”

Las derivadas eliminan sucesivamente las potencias de (x — a), dejando aislado cada coeficiente.
Ejemplo.- Descomponer en fracciones parciales la expresion

2x + 1
(x=13(x+2)2(x+3)

Solucion. Dado que el denominador estd compuesto por factores lineales y lineales repetidos, la

descomposicidn en fracciones parciales tiene la forma

2x + 1 3 a N b L d L€ f
x-D3x+22x+3) (-3 (x-D2 x-1 (x+2)? x+2 x+3
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Para determinar los coeficientes utilizamos el método de limites aplicado a cada factor:

1. d° ’( D 2x +1 |
a=—lim—|(x- =
0! x—1 dx0 | x-1D3x+2)2x+3)| 12
1 da' | 2x + 1 ] 1
b=—lim— [(x- 1)} =0
i T YT T a2 ey | T 3
1 a | 2x + 1 ] 7
c=—lim— [(x-1)° Ll = - ,
2! x>l dx? | (x—1)3(x+2)2(x +3) | 1728
d° 5 2x + 1 1
d = — 1, I + 2 = )
01, 0 | T e 22 e | 9
1 ! 2x + 1 2
e=— lim 2= |(x+2)? il ==,
1! x—>-2 dx! (x=1)3x+2)2(x +3) 27
2x + 1 5
= i +3 =—.
f= Jim ) e 0k e 3| o
Por lo tanto,
2x + 1 1 1 7 1 2 5

G- 1P +22x+3) 1217 48(x—1)2 1728(x=1) 9(x+2)2 27(x+2) 64(x+3)’

Apéndice E - Calculo de volumenes

Método de rodajas (o elementos de seccion) para volumenes de solidos de

revolucion

Sea V el volumen de un sélido de la forma
{(x,y,2) € R’ |a<x<b,(y,2) € By},

donde a < b, B, es una figura plana cuya area A(x) es conocida para x € [a, b]. En este caso

V= /abA(x) dx.

Método de arandelas o discos para volimenes de sélidos de revolucion

1. Rotacion alrededor del eje x

a) Si la regién limitada por la graficade y = f(x) yeleje x entre x = a y x = b se gira



6 MATH SNOOR

alrededor del eje x, el volumen V resultante es,

b
V= ﬂ/ F2(x) dx.

b) Si|f(x)| = |g(x)|,y silaregién limitada por las graficas de y = f(x) y y = g(x) entre

x =ayx = b se gira alrededor del eje x, el volumen V resultante es,
b
V= JT/ [fz(x) — gz(x)] dx.
0
2. Rotacion alrededor del eje y

a) Si la regién limitada por la grafica de x = ¥(y) y las rectas horizontales y =aey = b

se gira alrededor del eje y, el volumen resultante es,

b
V= ﬂ/ w2 (y) dy.

b) Si la region comprendida entre las rectas horizontales de ecuaciones y = aey = b,
limitada a la derecha y a la izquierda por las graficas de x = ¥(y) y x = ¢(y), con

W (y)| = |¢(y)| para y en [a, b]; el volumen V obtenido al girar la region del eje y es,
. 2
V=7T/ [¥2(») = e*(»)] dy.
a

Método de cortezas para volimenes de solidos de revolucion

1. Rotacion alrededor del eje x

La region limitada en la parte superior por la grafica de x = ¢(y) y en la parte inferior
por la grafica de x = y(y), tal que las curvas ¢(y) y ¥(y) no se cruzan entre si, es decir
e(y) —y¢(y) > 0, paratoda y € [c,d]; entre las rectas horizontales de ecuaciones y = ¢ y

y = d gira alrededor del eje x, el volumen V resultante es,
d
V= 2ﬂ/ yle(y) v (] dy.
c

2. Rotacion alrededor del eje y

La region limitada en la parte superior por la grafica de y = f(x) y en la parte inferior

por la grafica de y = g(x), tal que las curvas f(x) y g(x) no se cruzan entre si, es decir
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f(x)—g(x) >0, paratoda x € [a, b]; entre las rectas verticales de ecuaciones x = ayx = b

gira alrededor del eje y, el volumen V resultante es,

b
V= 27‘[/ x[f(x)—g(x)] dx.

Apéndice F - Paridad

Paridad de una funcion

Dada una funcién f : R — R, se dice que:
i) f esuna funcién par si f(—x) = f(x), paratodo x € R.

if) f esuna funcion impar si f(—x) = —f(x), para todo x € R.

Integral de una funcién par e impar en un intervalo simétrico

Ahora, sea f una funcién integrable en [—a, a|. Entonces:

iii) Si f es una funcién par, se tiene que:

[:f(x)dx:%/oaf(x)dx.

iv) Si f es una funcién impar, se tiene que:
a
/ f(x)dx =0.

Ilustraremos un ejemplo para el caso (iii) y (iv).

Ejemplo.- Determinar la integral de f(x) = x* en el intervalo [—1, 1].

Solucion. Para calcular la integral de f en el intervalo dado, primero podemos analizar la paridad
de la funcién.

Para ello, f(—x) = (=x)? lo cual equivale a f(—x) = x> = f(x). Asf f es una funcién par.
1

Ahora, / x? dx la resolveremos sin usar la propiedad (iif) y luego usédndola.
-1

1 31 3 _1)3
/xzdx:x—‘ :1——(1) :1
-1 311 3 3 3
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1 1 311 1 0 2
2 2 X
[1x ! A g g 3 0] [3 3] 3

Asi notamos que la propiedad (iii) se cumple.
Ejemplo.- Determinar la integral de f(x) = x> en el intervalo [—1, 1].

Usando (iii):

Solucién. Primero analizamos la paridad de f, para ello f(—x) = (-x)? = —x* = —f(x). Por lo
tanto, decimos que f es una funcion impar ya que cumple con (ii).
Resolveremos la integral de manera similar al ejemplo anterior, es decir, primero usaremos la

propiedad (iv) y después sin usarla para obtener el mismo resultado.

1
/ x> dx = 0.
-1

Ahora, integrando de manera usual deberia verificarse el resultado anterior. Integrando fen [—1, 1],

1 41 14 _14 14 14
/x3dx:x—‘ :——( ) =—-—=0.
;) 4l "4 " T4 4 4

Por la propiedad (iv), se cumple que

Por lo tanto, podemos afirmar que la propiedad (iv) también es verdadera.

Apéndice G - King’s Rule

La King’s Rule es un método muy usado para resolver integrales de competencia, como las del
MIT Integration Bee. Su identificacién no es trivial, aunque es muy util para resolver integrales
trigonométricas cuyo intervalo de integracién sea [0, 7], [0, 7] o [, 7r]. Estos son intervalos muy
usuales donde se puede aplicar esta técnica.

Propiedad.- Sea f una funcion integrable en [a, b]. Entonces, se cumple que:

/abf(x)dx:‘/ubf(a+b—x)dx.

Demostracion. Sea

I:/abf(x)dx.

Tomando el cambio de variable u = a + b — x, derivando, du = — dx. Los nuevos limites son: u = b
cuandox = ay u = a cuando x = b.

Sustituyendo todo en la integral:

I:/baf(a+b—u)-—du
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b
I:/ f(a+b—u)du.

Como la variable de integracién es muda, entonces
b b
I:/ f(x)dx:/ fla+b—x)dx.
a a

cos"(x)

d. > 0.
sen”(x) + cos”(x) reonn

%
Ejemplo.- Calcular el valor de I = /
0

Solucion. Usando King’s Rule,

/- /% cos” (% - X) "
0

sen” (5 —x) + cos™ (§ —x)

Recordemos que cos (5 —x) = sen(x) y sen (§ —x) = cos(x).

Por lo tanto,

2 sen” (x)
I= dx.
/0 cos”(x) + sen”(x) o

Sumando el resultado anterior y la integral original, se tiene que:

o] = / 2 sen” (x) dx + / 2 cos”(x)
o cos™(x) + sen”(x) o sen’*(x) + cos"(x)
o] = / 2 sen” (x) cos” (x)
~ Jo cos"(x) +sen(x)  sen”(x) + cos(x)
o] = / 2 sen”(x) + cos"(x)
~Jo cos"(x) + sen”(x)
2= [ lax
0
5 o
2 =x|" ==,
x o 2

Por lo tanto, el valor de

IR

Apéndice H - Método SE-One

El método SE-One es una técnica particular. Sus siglas en inglés provienen de Same, Even y One,

las cuales se explicardn a continuacion.
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Propiedad.- Consideremos %, una funcidn integrable en [—a, a]. Entonces:

a E(x)

I = —_—
o K(x)+1

dx = /aE(x)dx.
0

Condiciones:

i) Same: El intervalo de integracion es simétrico respecto al origen, es decir, [—a, a].
ii) Even: E(x) es una funcion par.
iii) One: K(x)K(—x) = 1.

Notemos que una familia importante de funciones que satisface (iii) es
K(x) = ¢f(X),
donde f(x) es una funcién impary ¢ € R, pues

K(x)K(~x) = ¢/ W/ () = pf0-1(0) = 1

Y E()
’—/_am‘“-

Consideremos el cambio de variable b = —x, derivando, db = — dx y los nuevos limites son: b = a

Demostracion. Sea

cuandox = —ay b = —a cuando x = a.

—-a _ a —
:/ KE(_Z’)._db:/ _ECD
a (-b) +1 o« K(-b)+1
Como E(b) es un funcion par, E(—b) = E(b). Asi,

[ E(b)
’-Lm‘”’-

Por lo tanto,

Dado que la variable del integrando es muda, trabajaremos ahora con la variable x

" E)
’-Lmd’“

Sumando esta expresion y la integral original,

" E(x) E(x)
21‘/_a Ko +1 Keo+15




MATH SNOOR

11

Y E(x) K(x) E(x)
21 = /_ Ko +1 K@) Kx)+1°°

Usando la condicién K (x)K(—x) = 1, se tiene que:

" E(x) K(x)E(x)
21‘/_a Ko+l 1+K0) &

o] = /“ E(x) + K(x)E(x)

dx
u 1+ K(x)
[T (1 +K(x)E(x)
21 = [a T+ K0 dx

21 = /_aE(x) dx.

a

Como E(x) es par y el intervalo es simétrico,

21 = 2/ E(x) dx.
0

I= /O‘aE(x) dx.

%
Ejemplo.- Calcular el valor de I = / cos_|(_x1) dx.
_x e¥
2

Finalmente,

Solucién. Notemos que I cumple con las condiciones del método SE-1. Por lo tanto,

s

I:/2 cos(x) dx
0

T

I = sen(x)

7
I = sen (g)o —sen(0).

Asi, el valor de

Apéndice I - Series de Maclaurin

1 oo

1 = E =1l+x+x2+x>+0(), con x| < 1.
—x
n=0

i)
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1 (o]

i) T = ;)(—1)%" =l-x+x2-x*+0(x), con |x| < 1.

X .n 2 3
i) ex:nz(:); —1+x+%+§+0(x3) conx € R.

2+l 35 7
iv) sen(x) = Z(— )” Y :x—%+%—%+0(x7) conx € R.
00 2n 2 4 .6

Ny o 6

V) cos(x)—nzz(:)( 1) o =15+~ g +0G"). conxeR.
= X" ¥ x X 4

Vi) 1n(1+x):Z:(—1)”Jr ;:x—?+?—z+0(x ), con —1<x<1.

n=1

i) tan(x) +x3+2x5+17x7
an = —_— —_—
i VT T s T 315

+0(x7), con x| < g

2n+l x3 x5 7

A 7
1 =X 3 + 3 7 +0(X ), con |X|

viii) arctan(x) = Z(— )"

n=0

= -1 -1 2
ix) (1+x)%= Z (a)x” =l+ax+ a(az‘ ) X+ ale 3)'(a/ ) x>+ 0%, con x| < 1.
n ! !
n=0

Apéndice J - Teoremas de Calculo Diferencial e Integral

Calculo Diferencial

Convergencia de una Sucesion

Decimos que la sucesion (a,) de nimeros reales converge al nimero real L, si para todo

g > O existe N, € N tal que si n > N, entonces
la, — L| < &,

en este caso escribiremos lim a, = L, para decir que (a,) converge a L.

n—0o0

\

Observacion: El subindice € en el término N, es para resaltar que N, depende de &, es decir, para

cada ¢ existe un correspondiente N,.
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El Producto de Limites en Sucesiones

Sean (a,) y (b,) sucesiones de nimeros reales tales que lim a, = Ly lim b, = M, entonces
n—0oo

n—00

lim (ay, - by) = LM = lim a, - lim b,,.
n—oo n—oo

n—oo

,
\

Teorema de Compresion para Sucesiones (Teorema del Sandwich para Sucesiones)

Sean (ay), (by), (c,) sucesiones de niimeros reales, supongamos que a, < b, < ¢, para todo

n € Nyademds lim a, = Ly lim ¢, = L, entonces
n—oo

n—oo

lim b, = L.

n—oo

,
-

Proposicion

Sea (a,) una sucesion de nimeros reales tal que a, > 0 paratodon € Ny lim a, = L,
n—oo
entonces
L>0.

-
.

Limite y Desigualdades con Sucesiones

Sean (a,) y (b,) sucesiones de nimeros reales tales que a, < b, para todon € Ny

lim a, = Ly lim b, = M, entonces

n—oo n—oo

r
\

Sucesiones Acotadas

Sea (a,) una sucesion de numeros reales, diremos que (a,) esta acotada (o que es acotada)

si existe M > 0 tal que para todo n € N se cumple la siguiente desigualdad

la,| < M.

,
-

Las Sucesiones Convergentes son Acotadas

Sea (a,) una sucesion, si (a,) es convergente, entonces (a,) estd acotada.

r
\

Sucesiones Crecientes

Sea (a,) una sucesién de nimeros reales, diremos que (a,) es creciente si a, < a,.| para

todo n € N, y diremos que es estrictamente creciente si a, < a,+; paratodon € N.

Observacion: Una sucesion es creciente si los valores de a, aumentan conforme n aumenta.
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Sucesiones Decrecientes

Sea (a,) una sucesioén de nimeros reales, diremos que (a,) es decreciente si a, > a,+| para

todo n € N, y diremos que es estrictamente decreciente si a,, > a, paratodo n € N.

Observacion: Una sucesion es decreciente si los valores de a,, disminuyen conforme n aumenta.

Nota: Diremos que una sucesion (a,) es mondtona si es creciente o decreciente, y diremos que es

estrictamente monadtona si es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

Convergencia de las Sucesiones Mondtonas Acotadas

Sea (a,) una sucesion de niimeros reales acotada, se cumple lo siguiente:
i) Si (a,) es creciente, entonces lim a, = sup{a, : n € N}.
n—oo

ii) Si (a,) es decreciente, entonces lim a, = inf{a, : n € N}.
n—oo

,
-

Propiedad del valor absoluto y el limite

Sea (a,) una sucesioén de nimeros reales, si 1lim |a,| = 0, entonces (a,) converge y
n—>o0

lim a, = 0.

n—o0

-
.

Punto de Acumulacion

Sean A € Ry a € R, decimos que a es un punto de acumulacion de A si para todo &£ > 0

se cumple que (a —g,a+ &)\ {a} N A # @.

,
|

El Producto de Limites en funciones

Sean f : ACR >R, g: ACR —> Rya € R un punto de acumulacién de A, si

lim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
xX—a XxX—a

lim [£(x) - ()] = LM = lim f(x) - lim g(x).

,
-

Proposicion

Sean f : A C R — Ry a € R un punto de acumulacion de A, supongamos que f(x) > 0
paratodox € Ay lim f(x) = L, entonces
X—a

L>0.

,
.
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2. . . .

Limite de Funciones y Desigualdades

Sean f: ACR—>R,g:ACR — Rya € Runpunto de acumulacién de A, supongamos
que f(x) < g(x) paratodox € A, lim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
X—a X—a

L<M.

Teorema de la Compresion para Funciones (Teorema del Sandwich para Funciones)

Sean f : ACR—->R,g:ACR—->R, h:ACR — Rya € R un punto de acumulacién

de A, supongamos que f(x) < g(x) < h(x), paratodox € A, lim f(x) = Ly lim h(x) = L,
X—a X—a

entonces

lim g(x) = L.
X—a

Proposicion

Sean f: ACR —>R,g:ACR — Rya € Run punto de acumulacién de A, supongamos

que f(x) < g(x), paratodox € A \ {a}, asi que:
i) Silim f(x) = oo, entonces se tiene que lim g(x) = oo.
X—a X—a

if) Si lim g(x) = —oo, entonces se tiene que lim f(x) = —oo.
xX—a X—a

Derivada y Monotonia

Sea f : [a, b] — R una funcién derivable en [a, b], entonces:

i) f es creciente sobre [a, b] siy s6losi f/(x) > 0 paratodo x € [a, b].

ii) f es decreciente sobre [a, b] siy s6lo si f'(x) < 0 para todo x € [a, b].

Primera Regla de L’Hopital

Sean f,g : [a,b] — R continuas en [a, b] y derivables en (a, b) tales que g’(x) # O para

todox € (a,b) y lim f(x) = lim g(x) =0, si lim / Ex))
x—at x—a* x—a* g’ X

= L € R, entonces

. f)
e

\ J

L.

Observacion: El teorema anterior, también es vdlido para los siguientes limites

im L9 g S

=L, = L.
x—a- g(x) x—a g(x)
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Segunda Regla de L’Hopital

Sean f,g : [a,b] — R continuas en [a, b] y derivables en (a, b) tales que g’(x) # O para

todox € (a,b) y lim f(x) = lim g(x) = oo, si lim A Ex; = L € R, entonces
x—at x—at x—at g' X
lim £ _ .
x—at g(x)

,
-

Calculo Integral

Teorema 1

Sea ¢ € (a, b), entonces f es integrable en [a, b] siy s6lo si f es integrable en [a,c] y en

/abf=/acf+/cbf-

[c, D], y ademds

,
-

Teorema 2

Sean f : [a,b] — R, g : [a,b] — R integrables en [a, b], entonces f + g es integrable en

/ab(f+g)=/abf+/abg-

[a, b], y ademas

Teorema 3

Seanc e Ry f : [a,b] — R integrable en [a, b], entonces la funcién ¢ f es integrable en

‘/abcf:c‘/abf.

[a, b], y ademas

r
-

Teorema 4

Sea f : [a,b] — R integrable, si f(x) > 0 para todo x € [a, b], entonces

/abfzo.

,
.
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Teorema 5

Sean f : [a,b] — R, g : [a,b] — R integrables en [a, b], tales que f(x) < g(x) para todo

/abe/abg-

x € [a, b], entonces

,
.

Teorema 6

Sea f : [a,b] — R integrable en [a, b], si para todo x € [a, b] se cumple que

m < f(x) < M, entonces

b
m(b — a) S/ f(x)dx < M(b—a).

~
.

Teorema 7

Sea f : [a, b] — R integrable en [a, b], entonces se cumple que

lbfslfuL

Teorema 8 (Teorema del Valor Medio para la Integral)

,
-

Sea f : [a,b] — R continua en [a, b], entonces existe ¢ € [a, b] tal que

b
/‘fWNh=f@ﬂb—@-

,
.

Teorema 9

Sea f : [a,b] — R integrable en [a, b], tal que f(x) > O para todo x € [a, b], si existe

X0 € [a, b] tal que f es continua en xo y ademds f(xg) > 0, entonces

/abf>0.

-
.

Teorema 10

Sea f : [a,b] — R una funcién integrable en [a, b], si se cumple que f(x) > O para todo

/abf>0.

x € [a, b], entonces

,
.
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Desigualdad de Cauchy-Schwarz para Integrales

Sean f : [a,b] —» Ry g : [a,b] — R integrables en [a, b], entonces
b b b
([ ) <([ 2] %)

Teorema Fundamental del Calculo Parte 1

~

Sean f : [a,b] — R integrable en [a,b]y F : [a, b] — R dada por

X
Fo= [ rwan,
a
si f es continua en ¢ € [a, b], entonces F es derivable en c y ademads

F'(c) = f(o).

Corolario del Teorema Fundamental del Calculo Parte 1

-
.

Sea f : [a,b] — R continua en [a, b], si existe una funcion g tal que f(x) = g’(x) para

todo x € [a, b], entonces

b
/ Fx)dx = g(b) - g(a).

,
.

Teorema Fundamental del Calculo Parte 2

Sea f : [a,b] — R integrable en [a, b], si existe una funcién F continua en [a, b], tal que

F’(x) = f(x) para todo x € (a, b), entonces

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

,
.

Doble Regla de la Cadena con Integrales (Regla de Leibniz)

Sean f : R — R continuaen Ry g, s : R — R derivables en R, entonces

h(x)
F(x) :/() f(1r)dt
g(x

es derivable en todo R, y ademas F’(x) = f(h(x))h' (x) — f(g(x))g’(x).

,
.
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Antiderivada

Sea f : [a,b] — R, entonces una antiderivada o primitiva de f es una funcién F :
[a,b] — R, tal que F’(x) = f(x) paratodo x € [a, b].

Integrales de las Potencias del Seno

Para cada n € N se tienen las siguientes igualdades:

Integrales de las Potencias del Coseno

Para cada n € N se tienen las siguientes igualdades:

,
-

Teorema de Taylor

Teorema de Taylor

Seann € Ny f : [a,b] — R continua en [a, b] tal que las derivadas f’, f”,..., f son
continuas en [a, b] y f"*V existe en (a, b).

Si xg € [a, b], entonces para cualquier x € [a, b] existe c, entre x( y x tal que

£ (x0)

n!

" (xo)
2!

(n+1)
(x—x0)%+- - -+ —f(n " i;f) (x—x0)"*1.

f(x) = f(xo)+f (x0) (x—x0)+

(x—x0)"+

,
-
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Series Infinitas

Sumas Parciales

Sea (a,) una sucesién de nimeros reales, definimos a la sucesion de sumas parciales (S,)

de la siguiente forma
n

Sn I=Zak:a1+a2+---+an.
k=1

,
\

Series Infinitas

Sea (a,) una sucesion de nimeros reales, si la sucesion de sumas parciales (S,) converge a

un nimero real L, definimos a la serie infinita de a; como

k=1 k=1

,
.

[ee)

Nota: Cuando lim S, no exista, entonces diremos que la serie Z ay es divergente.

n—oo
k=1

Suma de Series y Producto por una Constante

[o¢] o0
Sean ¢ € Ny (a,), (b,) sucesiones, tales que las series Z ar, Z by convergen, entonces

k=1 k=1
se cumple lo siguiente:

i) La serie Z(ak + by) converge y Z(ak + by) = Z ay + Z by.
k=1

k=1 k=1 k=1
o0 oo 0

ii) La serie Z(c - ay) converge y Z(c “ag) =c¢ Z a.
k=1 k=1 k=1

,
\

Criterio para Series de Términos no Negativos

o
Sea (a,) una sucesion de nimeros reales no negativos, entonces la serie Z a, converge si

n=1
y s6lo si la sucesion (S,) es acotada.
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Criterio del n-ésimo Término

(o)

Sea (a,) una sucesion de nimeros reales tal que Z a, converge, entonces se cumple que
n=1
lim a, = 0.

n—oo

Primer Criterio de Comparacion para Series

Sean (a,), (b,) sucesiones de nimeros reales, supongamos que existen ¢ > 0y K € N tal
que 0 <a, <c-b, sin > K, entonces:

[0¢] [(0¢]
i) La convergencia de la serie Z b, implica la convergencia de Z ay.
n=1 n=1
[(S¢] [(S¢]
ii) La divergencia de la serie Z a, implica la divergencia de Z D

n=1 n=1

,
-

Segundo Criterio de Comparacion para Series

Sean (a,), (b,) sucesiones de nimeros reales positivos, supongamos que

. a
lim b—” = r € R, entonces:

n—0oo n

oo

[(S¢]
i) Sir >0, laserie Z a, converge si'y solo si Z b, converge.

n=1 n=1
[(S¢] [Se]

ii) Sir =0y laserie Z b, converge, entonces Z a, converge.
n=1 n=1

,
-

Convergencia Absoluta de Series

Sea (a,) una sucesién de nimeros reales, diremos que la serie Z a, es absolutamente

n=1
o0

convergente si la serie Z |a,| converge.

n=1

,
.
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Convergencia Absoluta implica la Convergencia normal

~

-

(0]

Sea (a,) una sucesion de nimeros reales, si la serie Z a, es absolutamente convergente,

n=1
entonces es convergente.

\

J

Criterio del Cociente

Sea (a,) una sucesion de nimeros reales distintos de cero, entonces:

[ee)
. q Ap+1 .
i) Si lim |——| < 1, entonces la serie E |a,| converge.
n—oo an 1
n=

o0
od . 12 an+1 g g
ii) Si lim [——| > 1, entonces la serie E la,| diverge.
n—o | ay, ]
n=

o0
1, entonces la serie Z |a,| puede converger o puede diverger.

n=1

iii) Si lim
n—oo | dy,

.

Criterio de la Raiz

Sea (a,) una sucesion de nimeros reales distintos de cero, entonces:

(]
i) Si lim +/|a,| < 1, entonces la serie Z |a,| converge.
n—0oo0

n=1

(]
ii) Si lim +/|a,| > 1, entonces la serie Z |a,| diverge.
n—>0oo0

n=1

(o]
iii) Si lim +/|a,| = 1, entonces la serie Z |a,| puede converger o puede diverger.
n—0oo

n=1

\

Criterio de Series Alternantes

Sea (x,) una sucesiéon de nimeros positivos decreciente, tal que lim x, = 0, entonces la

n—oo
(o)

serie Z(—l)”“xn converge.

n=1

-~

.
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