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(TIPO) OBLIGATORIAS
COMPONENTES DE ORGANIZACION DE LOS HORAS POR PERIODO
APRENDIZAJES HORAS POR SEMANA ACADEMICO
Aprendizaje en Contacto con el Docente (AC) 6.00 96
Aprendizaje Practico Experimental (AP) 0.00 0
Aprendizaje Auténomo (AA) 6.0 96
TOTAL 12.00 192
REQUISITOS DE LA ASIGNATURA
CO-REQUISITOS PRE-REQUISITOS
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ALGEBRA LINEAL MATD115
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HORARIO DE LA ASIGNATURA:

COMPONENTE DE APRENDIZAJES

HORARIO

AC

MATD324 - CALCULO VECTORIAL - A - Lunes: 11-13 Martes: 7- 9 MiA®©rcoles: 9-11

DESCRIPCION DE LA ASIGNATURA:
ESTA ASIGNATURA EXTIENDE LA TEORIA DE CONTINUIDAD, DIFERENCIABILIDAD E INTEGRABILIDAD DE
FUNCIONES REALES PARA FUNCIONES VECTORIALES.

INFORMACION DE PROFESOR(ES) A CARGO:

) COMPONENTE
NOMBRE CORREO i%ﬁ“ééﬁlgﬁ PARALELO DE FI’DFSﬁCE:I,\IID-I;AFT_
APRENDIZAJE
URVINA MAGISTER EN
MAYORGA menthor.urvina@e INVESTIGACION A AC X
MENTHOR pneduec | OPERATIVA MENCION
OSWALDO GERENCIA




OBJETIVOS DE CARRERA QUE APORTA LA ASIGNATURA: CALCULO VECTORIAL

CARRERA

OBJETIVO

(RRA20) MATEMATICA APLICADA

Alta capacidad de abstraccién y de aplicar sus conocimientos a casos reales.

(RRA20) MATEMATICA APLICADA

Consultoria e investigacion matemética puray aplicada.

(RRA20) MATEMATICA APLICADA

Docencia en instituciones de educacidn superior, asesoria educativa.

(RRA20) MATEMATICA APLICADA

estudios actuariales.

Realizar investigaciones por muestreo, estudios de mercado, control de calidad, andlisis de riesgos,

RESULTADOS DEL APRENDIZAJE DE LA ASIGNATURA:

TIPO DE RESULTADO

DESCRIPCION DEL RESULTADO

FORMA DE EVIDENCIAR EL CUMPLIMIENTO**

Conocimientos

"1.1 EXPLICAR LOS CONCEPTOS TOPOLOGICOS
EN RN.

1.2 EXPLICAR EL CONCEPTO DE LIMITE DE UNA
FUNCION DE VARIAS VARIABLES.

1.3 EXPLICAR LA DEFINICION DE LA DERIVADA
DIRECCIONAL Y DERIVADAS PARCIALES.

1.4 DESCRIBIR LA RELACION ENTRE EL
GRADIENTE Y LA DIFERENCIAL DE UN CAMPO
ESCALAR. )

1.5 DESCRIBIR LA RELACION ENTRE LA MATRIZ
JACOBIANA Y LA DIFERENCIAL DE UN CAMPO
VECTORIAL.

1.6 EXPLICAR LAS DEFINICIONES DE
INTEGRALES DE LINEA, MULTIPLES Y DE
SUPERFICIE.

1.7 RELACIONAR LOS CONCEPTOS DE
CONTINUIDAD, DIFERENCIABILIDAD E
INTEGRABILIDAD.

1.8 ENUNCIAR Y EXPLICAR EL SIGNIFICADO DE
LOS TEOREMAS DE GREEN, STOKES Y DE LA
DIVERGENCIA DE GAUSS."

Pruebas, examenes y tareas que son evaluadas en forma
continua

Destrezas

"2.1 DEMOSTRAR QUE UN CIERTO NUMERO O
VECTOR ESEL LIMITE DE UN CAMPO ESCALAR
OVECTORIAL.

2.2CALCULAR LIMITES DE CAMPOS
ESCALARES O VECTORIALES USANDO
PROPIEDADES.

2.3 DEMOSTRAR QUE UN CAMPO ES
DIFERENCIABLE O INTEGRABLE.

2.4 CALCULAR DERIVADAS O INTEGRALES DE
CAMPOS USANDO PROPIEDADES.

25APLICAR LOS TEOREMAS DE GREEN, DE LA
DIVERGENCIA DE GAUSSY DE STOKES."

Resolucién de diferentes problemas y ejercicios donde
interviene el cdculo diferencial: aplicacion delos
conceptos en lamodelacion y solucion

Valoresy actitudes

"3.1 DISCRIMINAR ENTRE PROCESOS
MECANICOS PARA LA SOLUCION DE CIERTOS
PROBLEMASY PROCESOS SUSTENTADOS Y
EXPLICADOS POR UNA TEORIA. ;

3.2 ADOPTAR COMO UNA ETICA MATEMATICA:
LA NO ACEPTACION DE ASEVERACIONES SIN
LA CORRESPONDIENTE DEMOSTRACION, Y LA
REFLEXION SOBRE EL SIGNIFICADO DE LAS
MENCIONADAS ASEVERACIONES.

3.3 DEMOSTRAR CAPACIDAD DEESTUDIO Y
TRABAJO EN EQUIPO.

3.4 DESARROLLAR EL SENTIDO DE
RESPONSABILIDAD EN EL CUMPLIMIENTO DE
LASTAREAS, COMPROMISOSY OBLIGACIONES.
3.5DESARROLLAR LA CAPACIDAD DE
AUTONOMIA, EN PARTICULAR EN EL
APRENDIZAJE, A FIN DE AMPLIARY
PROFUNDIZAR LOS CONOCIMIENTOS

MATEMATICOS."

Conformacion de grupos de trabajo paralarealizacion
de tareas rel acionadas con |a materia, Deben demostrar
ser participativos con autoaprendizaje y reflexidn de los
conceptos a utilizar.

** Descripciones especificas,

medibles y demostrables de lo que el estudiante debera hacer para el logro de los resultados del aprendizaje.

CONTENIDOS Y ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE DE LA ASIGNATURA




DOCENTE: URVINA MAYORGA MENTHOR OSWALDO, PARALELO: A, COMPONENTE : AC

N° | SEMANA CONTENIDO BT || ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE
1 SEMANA1 |Introduccion a la Topologia de Rn - Clase magistral con la
Bolas, conjuntos abiertos, cerradosy [AC 6.0 |participacién detodoslos
compactos. aumnos
Teorema de Heine-Borel, Clausura, - L .
frontera e interior de subconjuntos de |aa 6.0 |Resolucion de gercicos sobre Topologia
RN deRn
2 SEMANAZ2 |Definicién de limite en campos Definicion de limite en campos escalares
escalares y vectoriales propiedades y y vectoriales propiedades y jemplos
ejemplos AC 6.0 |ilustrativos
Presentacion del limites en Presentacion del limites en trayectorias,
trayectorias, _ campos escalares y campos vectoriales
campos escalar y campos vectoriales AA 50 Resoluci6n de ejercicios y problemas de
) limitesy continuidad
3 SEMANA3 |Parametrizacion de curvas: Presentacion de la derivaday diferencial
Diferenciacion e integracion de deuna
Trayectorias - trayectoria. Definicion de laintegral de
Aplicaciones: vectores y planos AC 6.0 |unatrayectoria
asociados a una curva; curvatura y Vector tangente, plano tangente, plano
longitud de oscul ador,
arco; Problemas de movimiento problemas de movimiento
AA 6.0 Resolucién de problemas sobre
) diferenciacion de trayectorias
4 SEMANA4 | Diferenciacion de Trayectorias - Clase magistral: Vector tangente, plano
Aplicaciones: vectores y planos AC 6.0 |tangente, plano osculador, problemas de
asociados a una curva; curvatura y movimiento
ngg:tmu%g% arco; problemas de Solucion de problemas de aplicacion de
Prueb it AA 6.0 |lastrayectorias: :problemas geométricosy
rueba escrita de movimiento
5 SEMANAGS |Diferenciacion de campos escalares - Presentacion de la derivada direccional,
Derivada direccional y derivadas AC 6.0 derivadas parciales. gradiente, diferencial
parciales, Gradiente y sus ) y reglade
aplicaciones. la cadena. Ejemplos
le(tjarﬁnmal. Propiedades y regla de la AA 60 |Resolucion de ejercicios sobre derivacion
cadena | de campos escalares y sus aplicaciones
6 SEMANAG |Diferenciacion de campos escalares - Ejercicios de aplicacion del valor medio,
Teorema del valor medio, Derivadas |AC 6.0 |dederivadas de orden superior y dela
Parciales de orden superior. formula de Taylor
Férmula de Taylor. Ejemplos de Solucién de Sy
e problemas de aplicacion dela
aplicacion AA 6.0 | Gerivacion de campos escalares
7 SEMANA7 |Diferenciacion de campos escalares - AC 6.0 Optimizacién en campos escalaressiny
Extremos de campos escalares. ) con restricciones
Multiplicadores de Lagrange Solucion de iz
! problemas de optimizacion
Prueba escrita AA 6.0 cony sin restricciones
8 SEMANAS8 [Diferenciacién de Campos vectoriales Presentacion dalamatriz Jacobianay de
- Diferencial y matriz Jacobiana. lareglade la cadena en campos
Regla de la cadena. Operador nabla: AC 6.0 vectoriales.
gradiente, ) Aplicaciones de los teoremas de la
rotacional, divergencia, laplaciano.. funcién inversay deladerivacion
Teoremas implicita
de la funcion inversa y de la funcion - Lo o
implicita. AA 6.0 |Resolucion de gfercicios de derivacion de
Examen Bimestral ) campos vectorialesy sus aplicaciones
9 SEMANAG9 |Integrales de linea - Integral de linea Clase magistral: Definicion deintegral de
de campos vectoriales, Integral de AC 6.0 linea de campos vectoriales, propiedades,
linea de campos escalares (0 ) definicion de integral de linea de campos
respecto a la longitud de arco) escalares; ejemplosilustrativos
Teoremas fundamentales del célculo i T ;
- " Solucion de gjercicios de integral de
para integrales de linea AA 6.0 linea parametrizacion de curvas
10 [SEMANAL0|Integrales de linea - Aplicaciones Ejemplos de aplicacion de las integrales
Prueba de evaluacién AC 6.0 |delineadetipo geométricoy fisico
Prueba escrita
Resolucién de problemas de las
AA 6.0 |aplicacionesdelaintegral delineade
campos vectoriales y de campos escalares
11 |SEMANAL1 |Integrales multiples - Integral doble e Definicion y propiedades de laintegral
interpretacion geométrica doble,
Teorema de Green AC 6.0 gemplosilustrativos.

Aplicaciones del teorema de Green para
calcular areas planas con unaintegral de
linea




AA 6.0 Resolucién de gjercicios deintegral doble
) y de aplicacion del teoremade Green
12 SEMANA12 | Integrales multiples - Integral triple Definicion de laintegral triple. Regiones
Integrales multiples - Cambio de AC 6.0 elementalesen R3
variables en integrales dobles y triples ) Cambio de variables en integral dobley
triple
AA 6.0 Solucién de problemas de integral triple
) con cambios de variables
13 |SEMANAL13|Integrales multiples - Aplicaciones Aplicaciones de laintegral dobley triple:
Prueba de evaluacion AC 6.0 |egemplosilustrativos
Prueba de evaluacion
Resolucién de gjercicios de aplicacion de
AA 6.0 laintegral miltiple
14 |SEMANAL14|Integrales de superficie - Presentacion de superfcies
Parametrizacion de superficies parametrizables:
Integral de superficie de campos AC 6.0 |superficies derevolucién
vectoriales Definicion de laintegral de superficie de
campos vectoriales
Solucioén de problemas de
AA 6.0 |parametrizacién de superficiesy de
calculo deintegrales de superficie
15 |SEMANA15|Integral de superficie de campos Definicion y propiedades de laintegral de
escalares superficie de campos escalares, gjemplos
Aplicaciones de las integrales de AC 6.0 ilustrativos
superficie de campos escalares y ) Aplicaciones varias de las integrales de
vectoriales superficie de campos escalares y
vectoriales
AA 6.0 Resolucién de problemas de aplicacion de
) las integrales de superficie
16 |SEMANAL6|Teorema de Stokes Presentacion y aplicacion del Teorema de
Teorema de la Divergencia de Gauss |AC 6.0 |Stokesy del TeoremadelaDivergencia
Examen Bimestral Examen Bimestra
Resolucién de problemas de aplicacion de
AA 6.0 |losteoremasde Stokesy dela
Divergencia

BIBLIOGRAFIA BASICA OBLIGATORIA:

1.-Apostol, T, 2002. Calculus, vol. 2. Lugar de publicacion: México. Editorial EditorialReverté

1.-Apostal, T., 1969. Calculus. Volume 2. Lugar de publicacion: . Editorial John Wiley & Sons

1.-Sydsaeter, K., Hammond, P., Strom, A., & Carvaja, A. , 2016. Essential Mathematics for Economic Analysis. Lugar de publicacion: .
Editorial Pearson

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA ADICIONAL:

-Marsden, J., Tromba, A , 2004. Célculo Vectoria. Lugar de publicacion: . Editorial Editorial Pearson Addison Wesley

-Stewart, J, 2014. Calculo Multivariable, 7maed. Lugar de publicacién: . Editorial Cengage Learning

-Docuchet, J., Zwahlen, B , 2011. Calcul différentiel et intégral: Fonctions réelles d'une ou de plusieurs variables réelles. Lugar de publicacion:
. Editoria PPUR

-Marsden, J., Tromba, A , 2004. Caculo Multivariable 7maedicién. Lugar de publicacion: . EditorialCengage Learning

METODOLOGIA DE APRENDIZAJE DE LA ASIGNATURA

DOCENTE: URVINA MAYORGA MENTHOR OSWALDO, PARALELO: A, COMPONENTE : AC

Método de aprendizaje Recursos de aprendizaje Escenarios de aprendizaje

Uso de recursos bésicos (aula, pizarra, €tc.)
paralas clases presenciales y recursos virtuales
sincrénicos 'y asincrénicos paratutoriay
consultas de los estudiantes

Clases magistrales de manera presencial. | Documentos conteniendo lateoriabésicay
Presentacion de lateoriay ejemplos problemasy gjerciciios de aplicacion a ser
ilustrativos resueltos por |os alumnos

USO DE HERRAMIENTAS DE INTELIGENCIA ARTIFICIAL




a.- Ambito de aplicacion de la inteligencia artificial por parte del profesor

b.- Ambito de aplicacion de la inteligencia artificial por parte del estudiante

EVALUACION

IMPORTANTE: De acuerdo al Art. 80 del RRA la contribuciéon de cada componente de evaluacién no podra exceder el 35% de la

calificacion del aporte

ACTIVIDAD DE EVALUACION TIPO APORTE 1 (%) APORTE 2 (%)
Deberes Sumativa 15.0 15.0
Prueba 1 Sumativa 25.0 25.0
Prueba 2 Sumativa 25.0 25.0
Examen Bimestral Sumativa 35.0 35.0
100.0 100.0

HORARIO Y MECANISMOS DE TUTORIAS:

DOCENTE: URVINA MAYORGA MENTHOR OSWALDO, PARALELO: A, COMPONENTE: AC

Horario (s) detutorias Ubicacion / mecanismo / herramienta de contacto

Presencial Oficina, edificio N.3, 7mo piso

Martes de 13h00 a 1500 Virtual através de Zoom: ID: 865 551 1423

POLITICAS DE DESARROLLO DE LA ASIGNATURA

DOCENTE: URVINA MAYORGA MENTHOR OSWALDO, PARALELO: A, COMPONENTE: AC

En el curso se pondra énfasis en la ética de todos los integrantes, cualquier tipo de copia en los instrumentos de
evaluacion, autométicamente anula al instrumento

Se espera de todos | os estudiantes la colaboracion y compromiso con el curso para obtener resultados exitosos
tanto en la parte académica como personal

Las clases presenciales y sincrénicas se empezaran alahora programada. Si un alumno no puede conectarse ala
video conferencia de tutoria puede revisar la grabacion de la clase que estara disponible en €l aula virtual

ADAPTACIONES CURRICULARES PARA ATENDER A ESTUDIANTES CON NECESIDADES
EDUCATIVAS ESPECIALES:

Metodologias de ensefianza-aprendizaje:

Se daréd especial atencidn a estudiantes NEE en absolver inquietudes durante las clases

Ambientes de ensefianza-aprendizaje:

A los estudiantes NEE de preferencia se les ubicard en las primera filas para gue puedan tener mayor atencién alas clases magistrales

Métodos e instrumentos de evaluacion:

En las pruebas y examenes se les dara prioridad en preguntas 'y de ser el caso se les otorgard més tiempo paralarealizacién

UBICACION:

| Espacio:E26-P3/E002
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8. A una carretera y una de sus rampas de salida se sobrepone un sistema coordenado rectangular
de manera que la carretera coincide con el eje x . La rampa de salida comienza en el origen
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8. Una particula de masa m = 1, que se encuentra en el punto (I,O, 0) , parte con velocidad inicial
& 1;: (0.1,0). bajo Ia accién de un campo de fuerzas de la forma:
F(t)= (—4(:03(21’),—4.\'9:1(21),4). En el instante f =% se escapa por una tangente a su

trayectoria (a partir de ese momento ninguna fuerza actia sobre ella). Entre los instantes

T : i : :
t=0,t= E , determine la distancia recorrida.
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15. Una particula se mueve a lo largo de una curva con rapidez constante igual a 2. El movimiento
empieza en ¢l origen cuando ¢ =0 y el vector velocidad inicial es V ( 0) =21i . Se sabe que

. , Jr .
en cada instante la curvatura es X (r) =4t . Encuentre el vector velocidad cuando t = —, si

la curva nunca estd debajo del eje x .
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ton domw E1(X Xo)=0
)(-?/v

/Pam X “cercano’ a Mo, se pw’/t’ %’5//‘0(/4/’“ el erros,
obtf’m’e%a’we una /}mu‘o’n [Uﬂ//ﬂ,éf.fd' /F f

FIX)= F(Xo)t VEX0)e (X=%o) + 5 (X-X0)THE (Xo) (X~X,)




34. Calcular el polinomio de Taylor de grado dos centrado en el origen de coordenadas de la
funcién z(x,y) definida implicitamente mediante la ecuacién z* +x™ +(y* +1)z=0

L Hﬂ”foMOS ’0_5 /"/"V‘?ﬁ'{?s 0)?130/9/?‘? Egon 0/‘?/;!/6:(:0‘4 y'w/ﬂf;’f;'édt
% Veyivada rfs/w’u‘a Qs
38 8% 120+ y' 25+ BE:0 (i)
2 D?nv"—?&’& Yes pec to & g :
2% 292 2.
- 38 55+ 23243-334%3-_ (2)'
v &n )(5&(0,0) > 2313:0 ;5-5:0 v 2ty
¥ S, tomamos 2:0: 2X (0,0)-0
%,’L(q,o)zo

=>VFlo,0) = (g)

v Hallamos (as deyiva Jas e 22 orcly:

= i 2
% bn ) iederivade respecte ¢ A (53%%)%“3 ?'33*5* ‘9235;_‘1‘ t s

3+ 13:-3—1'-&:0

<P

. 'dt?n.m/z wspeco a g: (62 55 )9x +3z‘5,%§§+23-§-,% Sy o
% €y l?): s deyiva e Vﬁﬁ.ﬂcfa o 1K+
' derivada vespecto a g:

¥ En Xb . (0,0)’




36. Sea C la curva dada por la interseccién de la esfera de ecuacién x* +y* +z° =3 con el

,ever b
/'O

cilindro de ecuacién x° + y* =2x . Comprobar que en un entorno del punto P =(1,1,1) se pueden

despejar las variables x=x(z) e y=y(z) de la curva como funciones de z y calcular los
polinomios de Taylor de orden dos de las correspondientes funciones x=x(z) e )'2_\'(:-:)
~e alrededor del punto z, =1

Pt 1) € esfera }E bl
€ C:lr"lﬂ”ﬂ

Curva: tepresentacion  parametrica
Pardmetro: 2

de {l)] (7):

(1) e (1): 24273

2% (32
| n(l afen- 2 BT)- 4 ))’%
A LALRIXAA0 P b x(e)
14’018 (A1) 4 g 1 [V g2 gl2)
x>t (3-2Y
(Pﬂmmmﬁ/:?d(ja’#: C: 3:[)-.3?-“)’}”?
2-2

12 X(2) desarrollo de Taylor 07dpn 2 olveckdsr e 207/
f= {0 Taylor ordey 2 Jrededor g Az
f(z)- ac (X ) f o) (- Io)“l"f{h){;( %)+ Evvor

2(2) = A(2)+ 2z (z-2)04 *'(2)(2-2)"




22. La ecuaciones f(x,y,z)=0, z=z(x,y), ,\«'=y(u,v) , x=x(u,v) determinan a v

como funcién de u , sea v =g (u) . encuentre g'(u) ;

‘H?C, 15,?) 0 (1)

gluj= v 4 27 il 3} (2)
l 3(({ ) B

Xz g r) (4

gi () enla): iz g, 2y q) = ¥l VER, ()
i’;) (4) o9 (5): Flla,e), 5la, u)) (ly o) 0-):/'.3(:.:.)
V’Der:mp’a a’e’ flx,4,2:0 fpspfct'a a
;‘fa—ffzs,i')-‘
# (ngld oé lon Cad’na*’prf »“D:f *jsf 2¢ -
at au 'Df‘)-'%y' ’sz 2u -’D;Xf'l)tig*i ) s =
B e

o 25:.0,4 %ﬂ*’ng S Dy + Dy 8%
. gf— D 3 35( 'Dﬂ‘ ’D;E‘('D{Maxg'&) 9"3 "v"’%i-)

X Reemplzzar y obspesar =
f[H-g v)]

42. Sean [ y g dos funciones de una variable real y definamos F x \

Comprobar la relacion: £ 6_F = G_F S_F
Ox dxdy Oy ox’

v Tl,4): f[x+gly))  Sea t= 1+3(y) >Flx )= f(t)
* Deyi vando fespfcéa a2
_QLF; 8—‘“ for: P evalvada en t =213ty

(1) 35
* Derivands ms,apu‘a a 3
W 35+ %’M =5 35 ;‘5'?; o no se gicg {fo comtra-
{4 1o, 3¢ dsyme gue (a5
’ ’Jer:wm da U) fﬂﬁpé?(fa gl 28 abm/r:més X tas son
i?ﬁ‘ - 9% s lf: 'd{" %{’: /.-. 4‘3u<?/¢05

e Qpr:vdn/c (1) rPSpP(fa 9.‘}
+ T
S5x= 35U 3F 35 g
F

ﬁ’aﬂ a,a:rf‘ %o 2% -




39, Las dos ecuaciones: F(I.}‘-,H,V]ZO, G(x,}-‘,u,v):(] determinan a ¥ e y como
funciones implicitas de u y v . Determine las derivadas parciales de x e y . Bajo qué

condiciones existen estas derivadas parciales?

F

| Fleg avio ; xz 2lle o)

{ﬁ(x_,cs;u,cr)m .:5—‘3[u,af)

v Verivando  ves pecto a a [ x. g deptnden o )
’ D‘;.%l&- ‘U Fs +DsF %%"DJ%:O
o UL 2L+ b3 + D3 244D, 050
Entonces tewtmo s ol srgw'ﬁnfﬁ' sistPma:
f‘)lf %i_’,l)r b %&Q;“DSZL‘
Df %+ Dy ;’gg"-‘"?s?

v Resolyiendo ton Lrammer:

'Dsé ®1K,,

22 - I"DsF DF| . 24 . 4
2 0,6 Dp| | ouw 7
D F ¥

g T:UeM>R”
fi
X F(x) = ( ;m])

fmlx
Ps vna J:Mrio’# Wcéay;a{, 0’0»/? moé (,'am/ﬂom’)ff'f’=ff es  wn N?m/ﬂa

escalar derivable tyionces F & obriva ble, sv oivada 9%’9{2
expresada ey forma matyicial :

%! 271 2%n
2f1 oft . .. 2fz Halyi 2
/DF = 3?4 X1 2%y Jacobiana

2fm  2fm .. Fm
2 %4 2% 2%n e

¥ ='/IR1—>@'5 x>

(#,5) —» F%, )= ‘*’"f’;‘z’
et

X 33 31(51 )
DF 7| geoslzy)  xloslxs),
20"% 40"’ /




Feol
Sea ¥ Jiferenciable en Yo , 0 diferenciable en Yo con
Entonces, le foncicn compuestia: Fofl es  diferen ciable
Ademas [ DUF€)] (V)= [DF (%)) [DE(4,)]

Mmgp Min nap

JUATL (anbio o  toordhnadhs polares

LR—-R RN
(r,o)— C(f, g)- (tj:-rsfn&)

[V4) = [2f] [D¢]
tos & I iend

frt tal
EETID I

Xeo = af‘/p)
ey b

0.’951’/ b’f?(f'pf'!" ’a rﬁg/a
de le cadtna vista
anterior mente €5
tvandy se towa la
i-esima Jila o
esta matyie.

(ne)— Hinal: §(L(r.0): {lreose, rsens)

2 [%ﬁ- Cos 8 %,fsm é ?‘5(-0’»0}0 g#;- (reos 9)}

2 a2l al

sf’ lo o'efine como  Un *VPN.‘W" 0’(0 la Forma v=(a-x'ag’az) se Io

pvm@ aph'm! a fwmrbnf’s escalares o vectoriales df’fr‘yi/oj ¥ /IR))
2% '?_'F')= eraalf

(
Campa escalar: F- £z, y, 2): Vf: (% 'gs_' 33!") (H "(%é' 94 ' 97
fampa Vectorial: F’F(#, g,?)’ (P (1';%3); 0{79 5‘,3), ?(’: 3,2))

se poede aplicar el opera dor  Nebla como un
0 (mo Ur campo escalas

A S K
v Prodveto Vectorial': /A F *| 32 35 37 =i(3§“ %Ta)*f(%é—%)
P QR +K (2%--22)
R 2P _ oA 94
=>V*F—'(§?-%§‘; 2 %f*%f-%;”)ﬂp\om

pro dvcto vectoriql




El rotaciona] se oliliza ey teoria dp fluides, para  deterwinar
si vn flvide tiene o0 no rota ciones. Si T represenia € flvidb y
NVt Fe0, o floich se die irrotacional

Teorema: Sea § un campo  Oscalpr Jiferenciable  entonces

V"(Vf):D V"F—:O.‘::} F:v](

0!95;‘)’1/00-0',4: los Campos vectoria les que 30y Un gra drente: V/} '{-:
entonces V*F: O, es Jrro tacional

El veciproco también es cierte es  deciy, i T es irratocio -
nal, entouces T proviewe e vy gradieyte

7 '}
? ’
= %‘L%% 1 %’;‘ "()V F*’d«fﬂfgfnnd
Se lo otiliza en agases. (vando DivF=q el canr o
se dice incompresible.

v "/Prpa’ucéo escalar': Ve F- (%'a; % _3??)' (?, Q@ Q)

Observacion: coanob v
Teorema: Para tods campo vectorial Te ‘5o time que tampo Vectorsal o3
Div(Ro t F)= Ve(VxF) =0 vh campy gra diente
para hallar ol poten-
cial f, se inte gra
Cada  componente
respecto a s¢ corres
pondiente variable y
se sumarn s resvlta-
05 s "Pliminands” los Lo
Mings gue se rpft'ﬁf’)x




(,,Oebn 1

bl 7. Muestre que las partes real e imaginaria de las siguientes funciones complejas, forman las
componentes de un campo vectorial en el plano, irrotacional e incompresible.

a) (x— i .\")2
b) (x—iy)
¢) e =e"(cosy—iseny)

0-)(3(‘4-‘5)1 A 2,,:'%3 3
"(7( g )*}(213)
Flx &) 1=} tj}-z:xj) i

‘ ‘Ff";j,'é)’("‘"f, -2xy, 0)
L 5 K
Vi3l = 3 :j(0-0)- i (0-0)+K(24425) =(0,0,0) 20
‘ xy 2ty 0

v V/F: (3?“3'1 'g?) (7‘"‘5'2;’3"‘5; 0)527(-2”0 =0
,45,, F ¢5s irrotacional € zutamprps:b/€

0% "

= 0% ( cos(- 3)*,: sen ( 5'))
‘ e (tsy -4 seag)
- 6’16053”( 6’5?»! ) R!$£° ol Praceo/:mmﬂfo rguo/ al anterie

8. Mostrar que F' = y(cos x)i+ x(sen y) J no es un campo vectorial gradiente.

| F=[‘jﬂosi,7<5mg, 0)
ils K
v VxF - 5?; % e .I(O 0) [0-0)*!‘(5!»3-6051) : (0,0, sen g-dost 70
wwst kstny ()
Operador de Laplace: Vf _ag_F %ﬁa

Vf V-(vf)




d 10. Sea F(x,y,z)= (2,1'22._ 1 .1}*'13). G(x,y,7)= (_r:, ¥, ::) y flx.y,z)=x"y. Calcular

las siguientes cantidades

a) Vf
by Vx F
o) (F-V)G
d) F-(Vf)
e) FxVf
. 4l ¢ 1K
) Vf: (57035 35)f bi) Fxlzon' 1 292 |:(2xg’2 Bfe-2x2" 245s'x)
:(%f‘—!’-g_{;r%%) X‘tf 2!
ey 2y o) i§ K
ba) \hF: | % | (x4'2, 9x2- 2, 0)
¢ }(F‘VMJF'V&} T'VCHT'V&) wni p_’;j‘z

(CEHEMEHRMCENED v GO

(922 24, 225°2")

__ 4 Ll LA
e)FxVi: |z 1 197 = (X4 X'z 21Xz~ 244)
wg L0

15/11/9025

Campos Escalares

Se refiere a enconbrar |[os puvrtos en los que ww tampo escalar ol canza
Ve [0)’1"5 ex tremos (Ma‘#mo o m;‘m’mo), Ejéopyntas

ex tre mos ,Jw/fw 5ér /omff’} ¢ absolvios. max max
\ I
extremo local o relativo  Sea _F:U;TR:_-:’:}!(N ﬂ /;
se dice qve f alcanza un marimo o minims vela Livo a b
(0 local) en Xo€ () si F(R)2F(Xo) (minimo) o P(x) e £(%o)
(ma'-;u'na) para )( n  uUna W?c:'#aér/aé Xo, min

Observacign: !a ok finicion anterior se F.;poé poner ex forma P?ww”?nff
Xo punfa donde f al caunza:
minimo relative < f (x)- f (%) 20
matimo relabive <= F(X)- F(Xo 20
es o&’ci{, Para p’(éffminar s/’ £n Yg se alcanza un exérfnq, es

svficiente analizar el signo o [f(X)-f(XaJ].




f
Sea fe f, si Xo s punto extremo, entontes

V.F()(o):ﬂ

U bservacion el reciproce bl leorema anberior no recesariamente es cierto
Es decir, los pontos Xo tales gue VF(X.) =0 sev puntos exlyemos

Para tnoonbrar los pontos exbremos o5 de ayoda el desarrolle de Taylor
L2 J(x) = £ (o) + VFiXe) - (X=X

FIE F(Xo)s VF (X0) (X-Xo) # 4 (6Xo) HF (X X-Xs) los pontos o
S; Yo s pmfo criéico . Vf YOR) don e Vf{xa)=0, Xo se o
f()“ j( ¥,) <0 :m0 fda rﬂFc?/.r“!:‘h‘:O'ﬁ sabre el no Mina pw'fo cribico y ne
S ‘5"‘" e LFto)-fixa] tesariamente oebe s un
fle)-fiea)= % (x- Yo H F( ) (- Xo ponleLin berior.

D{" P’m/ﬁ el 5iqn20 g’f’ [ﬁ.i}-; .Ka’] Ps f'f W Sima ’
a Forma cvadri bica {X‘H{a)THHXQHI&’-XQ). Cea Y:()("Ym) YH}“I’MY

,Dao(a vna f‘o/ma cuao’ra bica IAY A /Z. o, 7511-\)”, 5e /:(P gue
A es  definida positiva si y solo si Y'A Y20,

0bserv acidn: para aff’/r'gwr el 5:'3 no o ‘/THf(Xo)Y es sy ff’riﬁu{e anali 207

Hf(Xd. Si esta o5 ok finida positive, extones f alcanza uvn minimo en Xo

Yara saber i vna matriz es definide positiva, es de  uvlilidad lo siguionte

Sea A ona matsiz simé trica, A es definida posiliva siy solo si
Lodbs svs valares propios son positives, y 6 do finida negativa 50y
solp si to/w sus valoses Pro)a;'os son mvgdifyos.
= o dominio de F
leorema- Sea Ff f: Xo pw‘-o interor de Uﬁﬁz’f Si Mo es F”"fa eridico( Vf(Xa)-'O),
enbonces:
Si Lochs los valores propios ok Hfw) son posilivos, entonces In fomcisn olcansa so
Minimo ea Yo,
Si Loobs los valores Pfopfbs 0{' H flxo) s0m negafivos’ entonces o foncidn olcanza sv
mayimo tn Xo.
Si existen valores propios  positives y negatives, pnbontes No es  ponto de
ensilladvra,

Si tuisten volores propios wobs, el criterio mo s tonclugen te

v




60/0}61'?:9 Sfa fe f Yo vn ponto critico
HECol= 5 2, - det(HIO)-AC-B?

En tonces:
$£A>D;, A>0¢*x, s mMinimo
8 A>0; Aeo>Xo s mazimo

pﬂ/ﬂ fl (q 50 ﬁﬂ’)‘éf'r&/q/ n: P
fA X4, A Partiv el teorema an Lerioy
se pwde ok dvcir o sigvien te:

4 flx 4,20 C'rg2tyrge 5i Dzo D%, es silla
S5i D=0 > ¢l citerio no &5 concloyente

V}’=(W)—?3€; ‘i'j’—m; 42y 13)

Igvalands a 0: VAXa:(o,0,0/ ('thg,a,;w?-ma,; v&"-?xagaL(U,f?,U)
1% -44,220 | Ao-4e2. 20
a2 492,70 | g2 D
L12-T0y50 (2 ~x4,%0

Los pontos cribicos son aquellos ¢ ve compley  con tl sistena antwior.

(0,0,0);(1,1,1); ebe
Ha-f que analizar fa yatvraleza de fsbos punte lon lo patbriz Hess,ana.

121 -4z -4y
Hi=| 42 tog' -4z
4y -4¥ pf
% consideramos Yo: (14,1
{21414
Hf= | -4 12 -4
=4 =% ] 42
Valores propios: |A—7\I|=0
-2 -4 -4
21l -1 122 -¢]=0
"f -4 )

(12-2) 15(42 -2)- 64~ faltz-a)-64 -16(r2-2)=0
(12-2)-4g(12-2) - 129 =0
(199-297 ex){12-2) - 43(12-2)- 1280
1929-288 X+ 10 fy A+ 242 N~ 5364 4g 1 - 12970
1024- 334X +963°- X’ =0
J ALz
| Auz 16
WS




f(?f,fj)-‘ /47(1*737154('324201\‘?&'54- F con A’a,' ’B"Mc

2 A% 1233+2D:0
o /PUH£05 criticos- Vf=02 {'ZB)H- 20q v2€=0

{Amq:-D
By Cys - &

?\P?a}di?g 0’0 on f’:’amme/ "
e A
x-I-E cl--tﬂ*f}e‘ ‘5-|r} -g| . -AE DD
I A D i - 33 o AD 1 “at
14 o] fc-P HIIEE

L fl)unéo cribice [0»:(0]-'
_[~CD4BE . -AEsT )
Xo: \ Acpr 7+ de-
Vv Nﬂfvralfﬁa del ()ynllo cribicp:
24 10

Haky: 2 Hessiana : Hf’(ﬁi ¢
obber minante: A’O)F'@(Hf,=‘f(,4€-31) S0 pof  tondiciow 00| prabfﬁma
AF}f’ma’ﬂ 24 50 ninimd 1 14
V Ewlvando f en Xo* (_?E?fg‘ '-ft‘*g?
o Liewe: AtoiBo D o A%t Bru:-Dg
BlotcYo:-E  BrlYt(gt=-Fu,
A4+ Bt Lt = Voo
> HXo, 4o = 142 1040 +0 g 242 Dot 2E ot F
Vo~ Egp 420004 2840t F
& ‘D'ﬂo* Eﬁs,-f-}-

26/11/701 5

Uer'ﬂrfrars: Gi Jrf f‘(fanfmaa) y v olfn'w/ao/q €5 campact‘o
(f’Prrao’a Y Qcafap"a). En famfs, f Eiene on mazime 7 vA minim?o
absolvto

Este teovema solo ok Eevmina existencia, mas no s halle. Paya
deter minar los extremos absolytos se requicre gue f sea ok Clase
Ol Entonces los punlos candivhbos a ser extremos son los puntos
ribicos o los oo la  Frontera.

Se evalva la  fuoncion en estos fwnios Y el menor valor correspon-
de al minirwo y el mayor A'a//fs'oovp{’ al mazimo




H’Q 3): ‘x‘g ( -2~ 5) Dom’m'of tt.n'a'ng vlo  |imitads P

LS C1X o X:g 410 Xig =4

U:2(¥,5)=ofxfénof3ss-;f}
Ues acotade
Ues cerrade

= (/ es ﬂompacfo

.
A

. £ f ¢35 pm"fwmfarf por /o qol )((5 tontinva

> Por Weier Crass, F Litne v ma'ximo g minme absolstos.
o Lund: dabos: Pontos Oyiticos y Tronlera
Pu_»ia; Criticos: Vi (?Ij’-'}fj-z%g) 5§ -13—21L3)= (0, 0)
| 9%9 -3x%y 2090 | xg(g-3%):0
xt-xd-2xtgzo | x(y -1-24)=0
Ve (1): xz0v w0 v 3-3%-24=p
e () X0 vq-K-2g=0 _
#Resolviendo: =0 y 4-2 }
Y0 ; X=0 ?_? no sen critices, pues son pan‘o_:
03 %24 | interipres

X=2; 15: o
)fSZ} =/ Ponto eribico

Frontera: X0 ,0¢ 526 : flo,4) 70
w03 0¢x¢6 :f(xo):0
4zb-%; 00224 : flrg)z X(b-2)a-%-(6%) ; 0% 22 ¢
=y 5-%) (-2)
H;!)‘"!Hzfzxaioéxéé
Ala Foncidn b Eambeen aplica Werrtrass. Asi
o h'ilx):-24p¢6x 0 >4x(%-4)=D
A=0 v X=49
p£0. erikico 0’.‘1’(1}’?‘“’1’ (2’"0 wo califrea comp IOUHZ.{D ('n'éa(q ,.MMS
“/9{‘{,2)‘-pf'o.?}awt‘-0'(f esla” o9 g ){‘rmér"/a)

P, fronte ra dr () - X0, ¥:6¢ Frontera | y Frenterve 2

* Evelvacion s o fomenn : Lvando Lenemos yn mini 7o
F3,002¢ ¢ max. abselvte relative, ¢5te ,gwdo s¢ tmb
f'(‘!,z)= b min, -!ép [vto un minimo q bsa }u to
Hq,q]:o
Fly,0):0




" f['ﬂ, 5): x4 c;‘- A m,‘unto dgl.'m;‘{:a;é por
3-2¢14%°2 Ax=53-

¥ -2 rfasz:-z |
}[1‘4»?7 H)-z‘jl = =243 'Do.qjml'. aquﬁ’a 7”;’{0&/) D Wﬂqcfofy;r Litne unwiax v
o 14!}1—23’= ! H":‘S,z K4l Aigonbinga  un min absolvbos
Lanl® _3_
1 \zx 122
T -L) )1 ’Pgas Cnérms Vf ("530}3 Ponto Critreo
‘5 %051 *fxon
3 -1 = o> Frontera:
13 11 3ea mentock recte. 2:53+ BT
%? i Jrfmérmgréa e sta J[fadff’ra'-.
P( “: 1 £t g): U5 -4 1= (1500 3254145 1/
|/ e 4 ks 3[3 “;_
4 "}. \ S | (ﬁ-’;-!) (5‘2“35+ 5
s Phos. Frontera en Ty para F: (54500 (151, £2)
T 3 T %57 i
L porad® hiperbola:  u'c AR sl kBl

, Flx 3)_.,(:* ’iz.’:e?z-f_-i -

4 [ I
s U Glredlxa Ly

Plos. ¢r 7 bicos : g0 D A= -5 iﬁ'i fi)
Fronter 4 X:-f‘é(j-‘a’
?&,,,rmn&”/“ 0T pera f: ( %:—3 4[ i%’;o)

Evalvando o fumcion :
¢ f(450) - =05
# f(-B-1,0)°5-3F -0z
¢ f(3-1,22)- 937 =
+ §(-4,23):-3 -0,
2 §(- “mo)-o.wf
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wnEclieruss s condivionadss e

En algunos casos, es s interes bvscar el mazimo o f mi
nimo de Vna qum ba,o ('u’/ft?ﬁ resfnrnonps
* hallar el valor wmazime o0  minimo Jo |la épm/oﬁ/a Lvva ob
[05 pnfa:r ?'.W’ f';fan 50 bré’ yna (eryva,
“hallar  la  distaicia minima oe  una su/oéf/}cr'é’ al origén.
plir Fa”ar la d‘sfancr’a maxima y minima entre uvna (orva y

Une recta.

En 3(”?/4] Q /Q {Vﬂ(fﬁ" /(’ la (‘Ud/ se re ?[/; lré }1‘7//4)' | 8/ ’”ﬂxl
mo o el minimo se o va @ Hamo/ funcién ob ebivo: | (X) ’ les

restricciones seran o, (X):0...qn(X)=0. De f,”cq forma, | el pro-
blema Jde optimizacion sera '
max F(x) e men: s, (P) tiene so0 lvcidn en X, entonces,
v ol gf(x)o siexisten M, Pe,...,Am tales que
" VAX) -2 Vg (X 7).t Am Vg (X7)
SN(X)’O

€ I pro blema anterior

quivale a optimizar la funcicn
Observacion: Para determinar d# Lagrange

el ponto dptimo, se resvelve L(x)=fx)-2e8(X)... - Ap G (x)

el sistema als ebraico o

nim eltvaciones, farma/ﬂ ﬂ/
e Y
por la ecvacion o¢l gra- " w,'/
- 2
d,‘fnﬁf y las res ériccrones E&tg“:ﬁ,,»
PN S A

/
— Recta oo minimos cvadvades
En ciertos Fmb!pmas Cvando hay ] variables: una m/epm/m.vz‘p y
vna oependiente; la rela cion  entre ellas pvede tener vna
ten dencia lineal.
Obser vaciones: (7‘1', 3'.:'); A=y .
Vroblewa: Hallar la yecta que wmesor se agvste a  los
puntos: 4= axtb mmmza»/p el ewor cvadritico totel en el
A-€simo punto: [2i, 4/
v Error o la ap/ﬁ;(/.mz cion: b= |(01Hb)"3i!
v Eror cwadratico: € [a;g th- 34]
v biror cvadvitico total: Elab): ZJE’,. ;(ﬂlc’*b‘fj")z




(Pam ha”af l"/ valor Mminirtp:

o Pontos cridicos: 5 { )
clpd 2(azith-% -X;‘):(O)
ik (Zz(awb—sc)-r 0
> {QZN%ZX‘-:ZXJ 4
aZyziinb= Dy,

L4 (RC’SOIVIF” 0,0 q: an;yLZang
VM’:X.« (Z Z’:) Punto cri ki cd =7 lon f'f criterio e

b L%i-aZ¥i la motriz Hessiana,
n Se puede foterminay
que este punts €3
Obsg’;’ vacipa: Cuanof? se gqurere 0 pfi MiZay Uda vr minims, / 1/ ses
funuad caf/fspa”/i ente a one rarz we# - u'mu, Ps wminimg
da, es equivalente a optimizar la fvncion sin absoloto »
la rais.
rel S /A L -
WAAT Hallay la distan cia Mini ma' entre la Fl:’pﬁé’ ?-f'* -3_"' /

y la recta Atg=4

Fencion la optimizar : f= distarca (P, P/

R on ?fé Hr{’5t" A ,Pzé vecta
Pf (x;} 55;); ??-" {7{:’3,)

| — fmb"’!"ﬂc Vd j’ 1ol 2 Cro0: §
- ! * ?_ z z
1 {”’”; f '/(“ Hl'{t_‘r ‘5'7} ' [’f;‘;l }--'f- (-2 f[(f;'ffz)
Bk }—'L?Si—:/ o | se '?Zs"z* A=~ t20
! X4 Y24 X1 f%-6=0
v (on los mu'éf/f(a[}’(afPJ e Lagrange: VF ;x.VguAaVsz Variables (1,2, 4,)
[ 2(x- 2 g 1 0
0
2y =M | + A f,}
2 (4 -4 1.5
?(‘Sf ‘jt.) 0 /
0{" (?’onﬁ‘é’ se abér{’yzf f’/ sisbemna gfc;g braicg:
[ 2[x,- X‘a) A Xy
i. -?(X;-‘Xi) 11- v ?t’ﬁo!ure"”/ﬁ
Jals,8):42, 4, o L | oAl Larlah
ST RPY G:l~ | d fonts 7 1
! %;_135__.{ &~
\ 7:14‘5::5 By = ——

. A
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A Dbl

19. Encuentre el volumen midximo del paralelepipedo rectangular tal que tres de sus aristas estdn en
las partes positivas de los ejes x, y, 7, respectivamente, y uno de sus vértices esta en el plano
2x+3y+4z=12.

Sea P:Pl, 4,2)
v Vo lymen- V=747

_ v Problema: maz V:xg2 %94,3>0
\ (3 4. 2%t3g 211208
’ \\H v Leg}mnfc" Vf‘)Vﬁ (;: :7\( ?.;)
- L grez 4 4
: Jxan?k
xY =4 A
{zmawewz

v
En conlrar VNa fa'/mo‘/a Para /a distancia
entre om pwfﬁo y vna recta.

13 2Ara5d /

% ._o'«r-'/_,z-"" v %ab[f‘ma’ Min ﬂ’;séahﬂ'a # Pooal

\f;.',p LrgYibgsczp ¥ Res triccign: (3, g el

= |min J% (x-;(a)?fig—g.dz

b LS. 8. ayibgic=o

o ({.Q{Ve?ma!: vd = )\vﬁ (-%o sk a e o
Ny u(g) Bl i B

7.(!3_30) ?\aﬂb?ic-‘o e

D dmin = L") +5%- 8] = = |a 201 b50+c]
Ja+b’
K Distancia o Pp<(%0,%5,2) o plana: g1+ bsyced J=0

- laxe 1b% ir 2044
J(??J‘ﬂ-)" ’m
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P bl deber

18. Utilizando multiplicadores de Lagrange. determine la distancia entre las rectas I, y L,
definidas por:
L={(xyz)/x=2-t,y=3+t,z=1-2;t e R}

L_) ={(X,_}‘,Z)fj=l—£,y=2—f,z=3+t;f€R}

x 2 -1 A { -/
vi9,:14]°13 FE vi:lygl:|? g -1
t i 11 7 D /

- J:W'tw'* oh 56{:‘\’0= hstancia de ?: @ /Pz
v restricciones: Prels  a sz €L,

Sean !Pr__’('xr,.'jf, 2/ ¥ E (fl,‘jz, Z,)
v Problema: | min d% et (5,-50% (2,-2.)"
5.4, *4isy-4:p

29,12¢-3:0

Y1-%2t4: 0
# iy -Y4=0
variables {x, Yo, %1, 52, 24 3;,)




En ¢l cileolo integral vectorial se tiemen distintos tipos ik

integrales d’ﬁfn%’fa/o ot/ tipo o foncion a integrar y okl dominio
o (nffgracio’»f. Si el odbminio es una CUrve, se #nominan (nfc"g/d{f:
0\{:’ 1;'m=’a:, Si P’ Ofimim'a Ps yna ff’gio’» qu);a, se a&»pm‘»u {nfﬁgrd/f’s
miltiples y si el dominio corres pmde a vma  soperficie se dnomi-
nan integrales o svperficie.

S

M
St’ consigeya una c'wm=C‘/lR ?ué’ séa pamm?(‘n'Zafb/e, Con

parametrizacidn Koz 7yl¢) "
Ci|7=salt) - getch &> (o [ab] ERSN
An=%Knlt) 6,_50(({)
Obser vacion: en ’IRT, las cvorvas mas vtilizacks son:
L1-Crafica do vna Foncisn: Filabl >R Observacion: Yera ona
il % L) corva eq T se pede
: 4=f(x) jasxb para metrizar sv pro

2- Co'm'm (M: ﬁ?rtmq mno’rfa )(’m
3 sq os
E’if‘ﬁf : ?f* prl e sbsenlwt)

3 z 2 Aiza mh{h’ﬂ)
Hipérbola: o preled 4= bsenhlut)

(para'bo[w
® VErtice en el origen:
X=4py > y= .-,?g»caso,t
® Joco en el 0rig &y
xX2ap (s1p)  idem gl anteror

3." Co’m‘ra gt’m"/al ( éc ('mo/ra’é:'m)
A7+ Brgacd®s Dat Eg1 Fo
conica esta rotade ylo bas ladhoe

yeccio sobre wo ok
los plancs cartesianos
y lvego la tercera
varia ble




Sea 6 vna (prva pa/a mt’f)’fz‘!a Hé’, oy ara meltrvizacion:
o [a,b]—= R
£ > ()
La langiéu/ o areg, s€ oeno ta y ol fine e

t
s(e) [l o)l /¢

Vads  wn campo  Oscalar b finido en C
¢ JeR—R
X+—»Y(x)

la :’nfegml ok linca pe ¢ n"f/afcz.{a a la /ong:‘éy/_aé’ arco  sS€
a’?nofa Y 0{0f1'#€ /)0)’-’

f&’(x)o’5=f‘;(oe(f))|| oL (0)]|
c a

sl )l pero 5= B2 ds=llecta]] ot

. C: Porcion ol ,oa/a‘ bola y= 22 1EXe7
| ¢ R2>MR

’ (Zyl>Y(%5)= x=-x5+24 Hally y f&«?a’s
~ c

y &8
- 12X22 D a(r): (47

Parametrizacion: (¢ g% J

v o'(2)- (1, 2%

v lecl= Jirar™ > ds: || 0| o
=>fi9 ds f(x’—xgug)ds
c ¢

L
N
"

=f(7<1-13i23) Jrax %




Lineali dad: f{a%b‘!’)o/ﬁaf‘f’ds * bf'l" /s

Aditivided: ¢ ue: td q ve fr”(‘f{ﬁnza

=7f'lf’a’s-‘ fido/ﬁ *f tds

Cambio o/c’ /Pammeﬁﬂ'zaﬂo'nf s5i o, B son 2 parametriza ciones e d Enlonces:

b /
f €ds = f COIOE f C(plp @l d T
c Q c

1=9; @"*"9‘/‘?0’5:[0)5 :laﬂgilfu/ﬂé’ yrve
C c

2- 5/ C es uyna corva plana y € e5 la qltvra ok una valla 7,
tal que tiewe la for ma de ¢, entonces ¢l Grea ob la vala 85-'.! '

A=[eds
c

3-Sea un alambre gque tiene la  forma de la corva € y ¥ o5 la
obnsicac entonces ==
'masa:m =ffo/.5 o (entroice: X : m¥; = fXj e(xds
c

B c

*momento ok inercia res pectoa wn ege L IEf'f’[x) 5 (X)ds
donde §(X):distancia o Xa L. 5(X);M C. Ael, V: drec. recta

livil

Obsérvacion: si C es vna
(wrva cerrada, se svele
denotar

3590’5




Oeber 1

. - A :
| 19. Calcule la longitud de la lemniscata r? =acos 28, a>0
™ 3

L5y ; 51 :porcidn ok lemniscata en 1° coadrante
v:1a [s2g ;020 ¢

> 94
- v Darametyizands:
1:\/ ; o |erese s X=1& ¢050 lios 10

4:rsen8 g: & sen@ lcos 20

| v llcto)ll=/x%6) 1 &)

k<
v L=H‘fd§-‘ 4f/x"(6)+ 4'*(6) do
Gy 0

23. Encuentre la masa de un alambre cuya forma es de la curva de interseccién de la esfera
X +y +z7 =1 yelplano x+ y+z =0 siladensidad del alambre en (x,y,z) es x7.

2 T YParametrizacion 6”8 C:
Y 31 +22_-/

' Yyt 2=0
1 !l ? T
7T ‘ v Proyecbaremos sobre plano x4 (elimmamos" ls wriable 2)
/ \ L] D 2: x4 > A4y [x4)"%/
88,57

2 ” g + L
Xxyt §°= 70 tvadra Lica 205 yna imica

T

estd rotade.
V'Busqwmos la rotacion (un nueve sistema de n’{frmm)
i o o S | parA tener en lu dorwa  candnica:

Rofacidn: { XAy 038 - ‘5:5(&?(9(,) ['Xf:xfo)g tysmb
YiXt senB¥Yros 6@ L Gys-Xs5end 1y @58
v Reem plazandh:

2 2
(M50 -3 senB1 * (#2056 -5 5en8) (e384 30 605 8) + (11 5Pm83 84 C56) = 2
A1 cos0-TH1Y, BosOsen 14’sen G t Al 058 5OnBF Ay G5O~ 05D + TG 1605 O 50
3 41O~ Ngt 018~ 4l e & Send) - +

0
‘Xflifjflﬂ'hz* ‘jl‘)ma sen@ 47”3!(@{(%/29) - £

* Sea B:%:dngulo b potacidn
Cos 87 seng: = !
5 201yl (2l g (£):4 ;
’3‘?‘11' %3!23 ‘&
4
‘)(:z1 " 3r1 =4
(5" (0




v Darametrizands - JXer';“ s ¢ pere jf
["5{3 $pn € {

(-

5=§-(—‘%%f—+3(» rf)

’Daa’o que 2-'-7('3! ”foncp;:
Az LE (2l - s ¢)

%(.}7:'

g

e ) ol ke
' ‘5”%‘?“(-77?“,6 +sen L‘)
z:- g—roif

A7, o] =

.-.)dj:“ot"(f}’llp}é
v masg: m:éf’ﬂ/f-‘%7{‘/5:f[%(%i'w{)znd’w”] 4

c 0

_éa campg s :.{ac't:’rm (Ps

Sea ( una cyrva (en R") parametrizable, on  paramelros
o :[a,b]€R—R”"

t—rol)<(%(¢); . ; An (t)
Sea F uyn campo vectorial :

FUeR—R
X —»F()=(flx);. . f (X))
La integral de linea ok F sobre la cyrva O se denoita

c

b

f({,:xm)) x,'w) i
= falxed ) \ % (0

a

b
- [t 2/ tv. 4 X0 R 0] d

[~

=Cj Fedxot.. v+ Fndan




F=I(%4,2)=(x9,452 xgz2/

v f}r-a’a:: -'f#g 0’## 42 0’3 t Xy Jea
c C
- PYE L

v Ya rame Crizamos

C: segmt’ﬂfo b recta que va Je [.‘{;9/2)“

(24-1)

¢ By % Recta: X:= /4* f;’::/ Af;“-a
B4 |
Ll 1 1%
]
£ A:{100 Ry

X

0
2
i AWML 3
% 5€5m€n£o AB: (3)"-(0)”’(;); pcE<y

0bservacidn: en
general, porcion

X =143 Vs recta entre
% Curva C:lyzt SpElEcl/ AyB:
2:2-3¢ X=Ar{(B-A)
ERL

v Qeé’m,a}a.?qndfo fF dot = f?fg ox s 42 0/3 t Xg? /e
f [1oslepd e+ (E)(a-58) ¢ + (-1 38E)(2-34) (572)]
f(-ﬂ#f{ t28-3¢22t19{%9¢) /¢
=?}-}£ff5é39£’)df

g |
= [-2¢%5¢ .-H*]L




?rh.,pi.e/&pkﬁ y Aphcaciones
Linealidad: f(ﬂT*bC) O’a’- ff'ﬁ’d* bfﬁ J
Ad:tividad: ¢: e.vee fr i f afw/wd

Cambio o pammefnzamaﬂ 5(’& o f /os pamm#én Zaciones pe C
Entontes, si A p generan la curva en el mismo  sentido:

[Fdos [F-oft
4 c
5i AP generan la wrva pero en sentidhs wrtravios:

fr't?}at" ‘/F'G/ﬂ
¢ ¢

Fl#4):ly,2) C: tontorno okl bridngolo oo vertices
(90), (3,0), (1,2) con vecorrido en
u ‘50'7””}9' sentido  positive

/ \ Ce iy ’“3 ¥ Sea (:0uliv(s

I

/ : }(’c Y :-;Jr‘gy;'wfa@ =f3d?.'f1‘9{s ?[34,‘/,‘-“7(67_,3 ffsa’;ﬂ'x&{q
! ¢ ] Ce (3

(9,0} 1
erere . ""'
wiia g 3 pecerdn

v pﬂfﬂ me 6’-’ Edﬂﬁfﬂ wn“"\ e w, {rar & !
£ 7 i}
* £ L_‘ -0 O0F te> ac !,} by 5 14423 oC’:L}”{;a_fél

v Reempla zando:

std"“”’S _[30'7""“/3 fsﬁJ?f'if/t;. +/5£/ﬁia/3
:f(,oufodé [[(—uﬂmt){r)]dé f(thf.Z)p’é
“f()zf}df fﬁfde

: [é’—#”l- [251”0




1-.5i se msm’fm Uné pa/érm/a que se mueve q lo hxgo /a7
corva C bejo la accion de o campo gl fverzas £ ¢tnton-
ces, ¢l trabajo realizado poy T es la integral de linea
[rabajo : [= JFdo
[

Si le energia cinética es [ (x):#m (K pp tonses
[raba (0 °F Varia ciow £ nergia 4 iné'tica

[=E(8)-£clA)

(% Sea una fuerza F(?’-}g,?ﬁ(?ﬂ?,x', -1) y vna hélice 4 tg

A=3 @st
Clu=360mt ; 04€ 42T
z:=2¥

W T:Ir'ﬁld: fz;tgd;f Hf?o"g ~d?
C C
=ffacos£ sent -3 sentdt) +9 05 3 st i) - 204

0 aff
: f[-ﬂa:o;{ sen*t 413 tos’t -2) ¢
6

¥
T PA R PR PRCTY Y
= J47Y

v T—‘ff-dx _-fzxgd-“;(?a’g- gz
¢ ¢ B B
=Afc/(xzt5 -2)7 (#%-2) I’|




# [21 01325 dy-"

a (: el:pse '1" b "I GU C:Corva CVaJyuiﬂré que va 05’ /4 a ,_B
bl ¢: e;panfxciql" &3 c‘-ji- O¢x£f |
¢) € porcion o pard bola — porcidn d recta {:;sjj' j rex4d
Y
(e |
¢c) i\k /,‘ f 2x4°47+ 3 123"4/3 f z;xg’d:rfnga@ fzxg /ﬂ}xg s
1N\ |
: L Sy ¢
-1 1 f[u‘ ¢ 1434 5’2{]/! j[foifJ ¢- f‘]ﬁ
ccaven fs{ i - fzé it
(¢ I::__i; J —(.f te/ f[“ z{ 0’{
S . -
(‘z.—|:__’ Ry | =[{_—{}_l z

o“ C: corva 3ehéram que va de Aal fz""{i-’d‘*'" 37‘1‘510’3:?

Pava me brs zacion: (*

C

x=x(¢)
goyte) » AEEED

17 f?:tg’dﬁw’g’dg f[ZfH)g’H) X) 33 71¢) 4 9 ¢ (4] ¢

f[ 2x g%+ 3% 4q )¢

2y b
SR




?ara a}gunas campos \/ecfar:'a/ﬂs, !/ valos p(’ wna in I{fg)’dl or /-
nea, shpende  Cnicaménle  k  lzs  extromos ob la corva g

hg /f’ /a ﬁrafﬂ(fa//a lcoryioe. En Psos (g2 s, 50 oice ?VP la
in {f’gml ol linta €5 inge pen dityte ol cqriny. Bpya coyacler-
Zar que Lipo o°  ca mpos  vecleyialls Lienen — e5fa e
aé:/, 50 vsan los Teoremas Fopdaweniales ool (Glcole pPrra A
ﬁf’gra/ﬂs of lnea, En lo gue sigue, 3 wns;dervara go€

la s J}/n({on £s son e cla se f’ y 6 tan o{a(}‘yi&(dfs n

tonjuntos Conexos, dende la  cwrva ,oﬂ/z‘r‘wﬂp ol congey-
é‘? @He Ao

/Prmfr Tf’wz"ma: 3{’: ‘F vn (‘am,oa VPcfox/'q} ?Vf’ tient la /0/0/7/?/4!/
0’9 /')Wé’ ﬁf“»ﬂé’ﬂa'a 0{/0/ (' 2 178 sea (  wna corva ve va d’; -
o A _resta K. Entomes, 3 " tione goc (NN

5
X

Observacion: este vesvltode indica gue si £
tiene la pre p;‘f/a/ o inok /Ofﬂ/f’ﬂcm el

Camin®, entonces F €5 un Campe 3/4//'#1 te.

Sc’gwa"a Tt"wpma= sea C bna rcurva iye va d" 4 a X, enbonees:

Observacion: este Sltimo  vesvltade indica gve la intesral o linea
ﬂ,e wn Ca,w/o sraaff:")n‘c’ s inﬂ”pe’n/iz’née 0{"/ Cqgmi 9o,

2 A

De las s observaciones arleriores se tiewe la  eguivalencia
tnlre ;‘W’Pﬁfno@naq el camino Yy campo grqy’,-mz‘a

Eoﬁ’ma'- |05 > a‘){!‘?ma’am‘j 5:"3(/1'8)7 les o equiva fen Les
O la integral ob | nea of Fes i»ﬂ{‘pﬂﬂ/fﬂd&‘t" #l caviino.
@D Fes vn campo  gradiente
® La integra) ok linca sobre tods curva cervack s nula.




055Hu’ac:’:ﬁ?-‘ TF' es un camfo gm:/:‘qu’ S/ Y ol s/
oF 9% A { }
0% o7 | Vs d s Uzl 0

Observacion: si Fes wn campo gradiente 73 Y ) gue TV ¢
donde € se denomina el potencial de F.

Para hallar € se integra cada componente de F orespecto
@ sy correspondirte  variable. Se  suman los  resyltaocbs

7 se F/fm'mtf lo> guve £ rc’/a:'éf’ﬂ.

| fzzs"a’x*m‘g‘o/g
c
v (x4 3574

VVN#F camps 5, £3 vn Campo 5)'4/:?;;/(:

" 5 F.
rﬂtﬁ.‘éie/"(-h 2) i 67“5 '6?(9

2F 65 un campo ara diente.
v Hollamps el potencidl:
= [7.dx¢[ds
= [axgdxt 32" Oy
Xy e xg
> ¢- X ) 4
v chZchj"a’xf 3xly? oy = f(:;;”'dd =CfV(x‘3’)-o’a< 2%y’ IA
¢

a) Cyrva: thpse : ﬁV\? Joc= 0

b) Curva: 0+ 427 02 xe ¢ 7,4(0,)A (e
JIV(x’g’) da = f)ﬂej’), 63

¢) ¢ {837 5 -texedt i corva comradh > fv‘é"o’wo
c




O

11. Sea C la curva de interseccion del cilindro 4x” + y* =4 y el plano 2x+y—z=0 y sea
F(x,y,z2)=(z-y.x—z,y—x)

Calcule ff:.':/ﬁ.
o

v \fffif;eamcs 51 ‘F[Z“Si *-Z; 3-1) es un carmpo g/q:/rmff

N
d Imi{ ngc'fsar

v Pﬂram’énzam

C»l) C: Cirevlp ;:‘1 91':/

b) C: seamato de recta gve va e (11)a (34)
¢) C: porcion o parabola A-24" que va db (20 a (%,2)
d)¢: eirevlo (x-3)"+ (y-2)*=/

viF-{- a2

v Verr‘frramas 5 €5 Un tampo 3:‘@4’3;{'?
ol&.:"{‘ﬁ‘! 'f}ﬁzr.{‘- L e x® ’
28 (g)t el o, . 2k
o 20 g2zt o 3y~ ¥
2% T (xtiy) T v

A‘u'; T es un ca mpo 5rap’n°nz'€_

a) C: %'y’ :/
#: cost

C"I-g-'smt

ot el *15
1_”5:,1"6 s st ] ot
2o
o i

pero (@ corva esta

defimda en este.

> $F-du: [-7rdr F

El tearema no oplca
P2 en € pues Carig (3]

es decy no esta

tbfinick en ¢l e
‘j-/"n‘, el dominio
de € no es carens

/a3 Y U ){fc: entes:

:_Eﬁ .

2597 =t i es tamps  aradiente

la curva:

0 bstrvacion: Cvando vna por-
ticvla se mueve a lo largo
® la cove (, oksde A
hasta X, baso la aceiy
vt un campo de fuer-
2as T, se tiee que ¢
trabaso realizads e
L F du
Ademas, se tiene que
T Ec(x)-Ec (4)
En ¢l caso o que F sea
vn campo ’gfa%l?/cj
Ve:-F >, [rd: [Ved
= C0x)- €(4)
De donck, si F es campo
3:’aa’:?#fﬁ con polencial
€ se liene:
Ec(X)-Ec(A)= C(x)- e(4)
Ec (X) 4L E1x))= Ec(A)+(- Ch)

Ly energia Potencial

Ec(x)+ EplX): EclA)+ Ep(A)

Lytwer gia Hecinica

7

Aﬁf) si Fes un campo
aradiente, la energia
meca'nica peymanece tte.
Tor tants a estas fver
zas s¢ los llama con-
seywat ivas,




c)A:(z,;), B-(3,2)
(g2) 5 .
5,{/": : En este cagso, ln wrve s esta definida en o conguntd
“y s lonexo, FPffPﬂfcr'Pﬁfé’ al dﬂh'm'a # ¢ ,4‘5:;

>x
»
K fr-dd:fw-doa: (0)- C(A) - arctg(3)- arc g (%)
C A

blA=14), B:034

4 .(5,1) JT‘JK-' ?fﬂ)—'{{})
/ c saycts (%)- arcts (1)
{10 "

d) c:(x3)% (§-2)/

5
)
2
- ﬁr'a’oﬁ(?
e

Se czonsmfv/an campos s calpres, dedinichs en Y23i01 €5 o R o R :
En R, Sady que som 2 Vayiables se obnomina integral ooble y e R
se  obnomina in fegm/ r’:n’ﬂf’_

Sea un  campo (;.ra/ar a’! le fa/ﬁa
F DR —R
(x, 5)—>f (%4
La iniegm] doble oo § sobre D, se denota:

f[ﬂx,g)dz 0’5’ ] ffﬂx,tﬂ JA " ffo’A _,not,‘aﬁ?:;p/:”ag
2 D 0)

v



Para el caso en ol que DV s0a rectangvlo:
D=\[a, blr[ad) - [ y): aexed A cey4d)
Ny

s - la integral doble se ob fine a través de las
//// // (nfzegmlps reitera das:

1A ifnx,,yx/,.-j [/t sl

I=

o 1, F9 -t
it [ty v

2 T 3=t
’_f{‘lg-r-f;‘g -{3’),‘}__! dz
Para otro f.i,ag de  dominios, se deFine las lamadus regiones  elementales.

Vripo .{"/DETR, se dice que s de f:‘pa { si existen 2 fonciones ff, tx 67

D: (3, gk acxeh, Gz u < €, (x)}
~Y

Observacion: vsvalmente se omite ) D"H 11 [2 1]

paréntess

%’f fl X, y)dxg’g‘-f }-;{,'3)@ o

g;i#JZ z
A 1):“1&}:3.‘;’53;&0-‘35'?"‘”5

L)
0 .’
- _"'. 4

",‘nt

B I| S o N 5 una rpg:'é'd t’lﬂﬂméqf 0{’ fff’ﬂ 1
= 1

vij,Z:’Ds'le se dice que &5 de tipo 2 si existen 2 funciones: Yoy vo €g
D=z (4544 A Yily)ex Wly)}
@ D= flgy)0cgs2 ; pex23- 145
® V= {lxy): 0¢4et; 29-222 £-2542

"TiP" 3: DR se dice que & de tipo 5 si puede expresarse como tipo 1
¥ éi{io 2




*Si @fﬂl es t/c é‘po { la. .‘angm( o’obk’ sé p’@fr‘)w per '’
| ffb‘ Y1 dy ff 1x,4)ds d%

| 0 G

L% Si DR s ok tipo 2, la inte gral doble se oefine

d Manera similar

| L

D: semicivelo x4 ¢4 ; 420, ﬂ?‘ﬁdmiﬂ:?
0]

v,D={[I,j}-'-?£?(52 a ﬁf‘jfﬁ}"npo d
V’I)-'Ihr,sh 0447 A-JY-4" ¢ xélﬂ-s‘}" Tr‘pa Z
VTamaM’a D como regidn Eipo d:

| ngwj ”r; 7y dx

E =f1¢3| dx

"l-

% I x(4-¥] dz

=_f‘(u~§1’)o’;

b4 < 0,

_1.- Lim’ah’o’ad

2-‘A€}1'£:'Vf/a/-' sea V:DuDy > ﬂ-‘%‘-‘ﬁfﬂ’ﬁ f,iffﬂ
? 1

3 leorema de Tobini- 5i D es ona fﬂgroﬂ de tipo 3 sela puede trabajar o
representacin tipo |

)éf F(Y,'-;)Hm’g f f fe'w,;dgyr- fi )




L- 31 fag) 215 M0l [[oads

2- Sea una svperficie de ecoacion 2-flvs); 229
el volumen es: V- {hz, ¢ 2)(x, 9)60, O¢2¢ H;g,g)}
\/’6” Fz4)dx dy

3-5i se considera una limina en ¢| dominio 1 fzy representa  la

de»sio’aa’ , entonces: - i
om=[[fs,gdxdy o Xemz [[nifeggdids L= [fFxg 8 ey
D ? 4 éhf'ﬁ} ! i banci

#(xs) al
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(bservacion: Eu dgww; casos, a| evalvar wvna inlégyal obbf(, pwv/e haber oi f-
la inlegracion. En estos casos,

cwitad en la vepres entacidy okl dominio o  en
gve  elimne ?sta

Se  reco mitn va otilizay vn  conve nievbe cambio do variable

dificvltad

Cambio oo variable
v ]3 Sea T una fransﬁmmab’n e la /;J/m«.

) I TR o
A % (gv)  Tlgo! :::;Z;)

que  sea  inversible, tal que T(D7):D

Sea J el o’ctf’rmmante do la matriz Jacobiana:

D00 una medida dol cambio 2z %_1 Cvando
Vise achia o e agranse) 3:[%; %: transformacién €5

taversi ble.

131 #0, e

Enfonces: \| H'J‘,‘j)0110’5=__,-{_,f;rf(xta,vi,s(u,ﬁ) 3 o{u Jv
D Ny

Cvanch  se hace el cambio ok vaviable wo hay g
olvidar el Jacobiano.
Ubservacion El cawdio ok variable vsval mente es swgerido por ln
geome tria ol dominio o de la Fomeicn a in tegrar.

v



E) dominioD? se /Péﬁ/mina con las (ma g PHes
(rth’ ima’gpné’s) Al dominio O

: Cambio @  wordenadks polares. :'nvevas’ variables (v, 8)

f az; a_ tos8® -rseng X
| K= (038 1Rl o) : Tos'@+r sen b=y

|3 |-r

Coof/ma/ns‘ polares aeneralizacas [ dominio con aeometria
Cliptica ",f-'r i!,‘f =,)

XY pso v 13z abr

y: by sen g Opyer 1
"’E‘\?—
ki
< 3.Sea D= {(.r,y)lx 20,y20,i<x+y= l} . Efectuando el cambio de variables:
: _utv Ea este problema, €l Jominio no vépre-
senta wayor o [, w}lw’; seng, la Funeron
1_-22 a m f?ﬁ'ﬂ.l’.
i 2
5 & *“'\‘3 Evaliie la integral: He'_r dxdy
i

%c’a. 8’ Cambm de variable :

)Y 1= ¥4
':. L’-"ﬂ"j :. (5__ u—-za
“ X—7"% 1 +
72~ o 8 Vacobiana: 3¢ Z. 4 1
4?!3:* S
Fronteras: Woevo" dammra '7 de donde:
X0 — gir0 Dl uelbever a-v usi)
-
u,S:D — V=40 o y
Xt4:d — v \ ' ik 1
143‘! 3 V-f
Sy
f[emﬁ’)fo’g ff o 6’//“0/5’" > u
D
L
"5[ ("’a’,a (/U'
ffl"{f '
o oa” e-e'y.
:%ﬁf{rf f':,a/v Jv((’f)o‘ ( ‘S "”,,z




U~ AD)- ffa’z Jy

9;2#{‘5‘{' z D

PEPR S Veambm de variable

I & 0
MXS X2p v
I L U‘:'?’ (.‘1):,“"Z U'”z
xgi l v Lol cwlamos o Jara biano:
ST -%
V Trontens: %1 %z : iﬂu, 3 %i ‘:.a
Xu:l Azt T p 1
X4 A= 2qr " oMo T 2o
3 1 vt A
2kl v A [[drds = |[ 175 du dor
D D
v "Nyevo" Dopmmnio D 2l
470 11 ] 4] [Fdu o
Vi

z
= £ Il : =é‘ﬁ;2.

5. Al calcular por doble integracién el volumen V' de un sélido situado por debajo del paraboloide
7=x"+ vl y limitado inferiormente por una cierta regién D del plano xv, se ha llegado a la
%lomeme suma de mtegra]ec

V= ” (*+y° a‘ydr+” X+ y")dydx

00

Dibuje la regién de integracion y calcule V' intercambiando el orden de integracién y usando
coordenadas polares.

Dizlixy):06xer 5 0f yex} v Sea D-DivDe: L s)ioeyerp yexez-93
0;: i('l’,‘j) HEXE; afgfz-z}

2—‘ffx,3): x gt V"Hfﬂ“ +fffﬁ;ﬁ
~Y4 /] h

=ﬂ}‘dﬁ

?

’J!?Z‘“ﬁ‘)ﬁ'x dy




Lorva wnffﬂf/q gque  na € (rvga a S oMismoa
tonsvno conexo gee wo bigne hoecos.

ute
aplomente Lipers 4
W) e GPorotes

'
Teovema e Green: Sea  un campo vecborial F(z,;)-'[PfW; ol x9) de clase 7.
S%a (vna corva de Sordan cerradha, rewvrida en seatidh positive, contenda
n un wns'wto sim/okmen@ wnero. 5ea D la regiom b mitack por o

torva L. Entones:
f?dxf Qdy - (%%‘%)Jza@
e )

Sea D¢ R una regidgn simplemente conexa. Gasvllar ¢l problema de{
planimetro y come eséa

AD)= ,!;f Jxds: fun(:d’x a integrar : fl35) <4 il W S LI P N O
Si se desea evalvar el dvea o traves oo una de  Lreen.
intearal ok linea, por el Teovema oo Green, se obben
buscar 2 funciones : P-P(xs) y Q=Qing) Jiferenciables

tales  qup:
Plyg)z0; ?%y,jgf :vAfD)-f xds
Qy,4)-05 Pl 3)75 > AD)-F 52
Plag): 4; Qlxy)-2x > A(D)=9gsdmr/a
Pl g)--15 5 Qny)- imﬂ(D} ﬁ 3;#;'110’5

Z’Es(:a. ?5 (a. ?08
mas se ubifiza

7. Usar el teorema de Green para calcular §(_{.1’—_]’}(Xl‘ + ¢y, donde C es la frontera de la

regién comprendida entre el eje de las x y la grificade y = senx, para 0<x <.

- v Sea CFfU(’?. -
Yl R\t (r: I‘s 9 jOFS [L: 4:sea k) 0L EETT

(ﬂg (x4)d %14y f(x-g)dx 150y + f{;t-«:}dx ydly
[ tr

Nl S0 %

s w
'-I[[é-o}-l«a-o]/{ -H(i- sent) -1 15en E-cost | J€

w
> J("t fsmf-SPnEwsf)ﬂ’lf
0

r
=[—-£bs'f' 4 Sfp'f] 12
v aympmbauo'n (Teorema. ob broen):

: T)-"x-g 24 27
- = O {-H) =
4;?9)7*00'5 ﬂ -32) dxds v Q=6 I )

SomX

D- ffx BYOXETT A De 15 ¢ ¢ sopx {}Q(H}a’ﬁga‘g fffd:rdg f/o’w’«

;fgfni o1 - o5 % ’:=2 s w
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\/arnﬂs a considprar ram)oa,‘ fscqla/fs,/?ﬁ'm'o’ab e p(am‘m‘as
# RV Atales gue Y
fFR™ R
bﬁy,i) ff?‘,g,z)
La integral (fn'p!e)wo{' foosobre V' se  denota:
1] Flxg, 2 0% dy Jz fuff Fdv Vf fdv

v

otras noftaciones

(Pam ol calevl de 6sla :’uft’gm/, se efinen las lamadks Qfgionﬂs
Elementales o R’
?};:;a '-V'c'/lR3 se dice que ¢ o éi,oo .l i sy Froyecu'a’n en el
plano %y €5 vna regioy elemental e ’JR'Z, la tercera variable
zZ, t")fa' p{ﬂfim'o’a Per b4 svpey l[}'(fPS:
= (%4,2): (%y)eD; ?;(1,3) t2<%,(%y)

;\-[_j:u;;:« ”. 'a F!D y?c‘c.:‘o’# e han’ ed  xZ2.
c"ll ‘, 7, 5: ld F’O)’P( cion b1-4 hafe €n sz

:: 1 q: Un.‘.;n o’g los 3 casos anfr‘n'orz"s_

Sea \/ vn  s6lido, of limi ta Por el primer
11 cvadranbe y el flana riytz={
4t
' T!Po' li ?fay lecidn  En ffcmo ‘)(3
IAS U:[(}’,g,e): psAef, 08q 17, &':25:_:{~3}
V:{(gg,e):oﬁjs-’) ot Xel-4,;0c2¢ f—X~3f
e >4 x
1 f
; v _3:,00 2 ?royé’méﬂ 2 p/ano Az
4
| # V:{(I{ljr?):()f X f;05251~1;0ff5f-2"f}
. & & - = [ 4 - 2
- Vot (24 2)i0e 3¢ (josXs -2 psq < - X-&3
Tfff’ 2: idem Es vna 72107 o 6,00 1, pees s€ la !guﬁ./e

Expre i cgro érf’a 1,2), 3




Para evalvar la mfc’gm/ triple:

Si V es g’(’ Tl o J.  Wlny)
“ f(at g Ddsdz= || flzy,2)de dxds
D fxy
5:’ V es T:}ao 2: T.(%2)
"J flx, 4 2)dxdsdz = ” f(?,g,z)dg dxfz
D fxe)
SV oes p!c_ lipo 3 : g
I Flx, g,z)a’xt/sa’z | fixg,2)dx ds oz
ol ACKT,

Las pro‘afﬁa’a oes aplirqrfoms /A ml;egm/ triple son  simlares
a les o# la inf?gmf doble

xt' 5:*32‘__41}_ 2 /x-:* sr.

(I)rm!e«m'n sobre of Efana ‘Xg
‘Rapmpéaa»/o: *g { "rl‘ ‘3'

X1y s

2 : \I’{ly,g,z]'r’fg' ??" dXest EBE Jlaty- 3}
g Ty
. blowen-[[[dxtsse- [[ [z drj - [f [ -5 ) ey
Dry aTs

Tom amos P/ camb o /e variable a  cordesa s ,aoiwf:

Valvmm f ffﬁ'-—;r"l’]f 79 dr

« En wa G fera Ak mdio R, se liene un /;fw/o has ta
. la al tura h. Celede d volvmen ol lig vido.
/—-, Esto s ol raso cvance ka;t was 7€ la i‘-w’ el (ro vide
Tara d (250 en el que €5 menos Je g mitad, &5 egm/ﬁ’/t“'
!:ammée 5;»!;/0;-

h v \Iglumm = VPSJ(f/a = V-fan‘o

| = _;L 7R - VW-I:!'G
% Esfera: x*+g%+a™=R"
| £0maM05 v Sffé.é‘é’ /duum ﬂH {':?UH/O h > P/ s.r : E :;1 ’R
Yefermaa wn or- ’?m-,eccma ea ¢l f?fqﬁo Z 4 R ~b% b Zﬂ -t

| ceptry db v {(x t): 2yt b’ h? 2 ¢ R )
aln en P lplrp acigl 'y Y 4
la esfera. ff ["7 0 dxdy - ff[}?ix Ty - hiR] 7y

Dy WR Dry




o En yna copa. y ﬂq/émr‘ (Mpa- nica a '1'5")J esta llena oe

helads e inclusive, sobresale ona. abondan te porcion

’imi tada por wn a Sa/ﬂ/ﬁ'nlv 5!@’/:‘&;, tvyo radio es5 z‘gaa/
a la gtneradriz & la copa. Si la boca £ la co pa s
de 10 cm, calcsle el wlowen o helacb.

V“T‘j,i) 7ff,.’r§ h(“s eg;/,-org }
V-‘ ﬂ [ \/50' ',!‘_,j: -jx‘- ,J'-} dx ij 200 27 As &
Dy

Veterminar la ec. ol  cono: J Pera e cobuar ln ecvacisn de _
= vn tmg, se dhbe detesmi- I'
0P Ceneratrie ey la e que cuwﬂ’t"x los
o s e bt et

Xo b 4o - 2@ Yo O
loord. Polaves: x.:r 056 ; Yo' rsen @
D 1 zarseng:0 =20 5608
Xo= 20 5608 (os ©

> 1402 sen O
Za :h h A ' %:i
| = z:é‘-)’
2 cenemﬁn? : ’pafc;ofn f(f’ recta fa;a_ reor el angpn _
! | T 5'!! | j-. =
y tiene diveccion G-P.- P-0- (‘m sent @ _- era\/ihg

= -3
2 0P-‘0+(‘0?,‘0£fs/
X\ fZa € sen & w58 x: 2@t tos@ sene
4= 2a t spy9 }Oé ff{ ls:zaf <end L D‘ée; 0k &2y
: a 2= ht ’

Es la represﬁnfac;dﬂ paramétlrica  del r;am-)‘)
Par la f!ffé’sfﬂfﬁfw'ﬂ cartesiana, lmy gve  elimupay los fard metros (¢8)

465 40" {05 Os e n'ora' s en O {'%
= 40" sen'8 s| 21’ & 4 2
- 201 (zqtsen's)
it ﬂl{ 3



- fanbiv d vayiable

Sf’a. Tuna trans formacidn linegl inversible, fal que:

T rms ,lR, (4,05 )
(a,u;;o) _T(A;V,w) (:Ufa’w))) - T(v*}:V

x 2% 22| e w
Sea el Jawb.:‘amo:;%?'g? W
24 v 4.
J";'B-ﬂ. 0 |
9t 92
W Y

> ¢ fh&‘ﬁ,z)o’ro’s dz - . H:Iw,v,d, 3“:,:5:.3},2,(40;:.))”1' dudy dw

%

El cambio de vaviable & general oehe ser 5036’/r’0’0 por el dominio o a

gmmefn’a a tilizay.
,Pam #femmar f’/ Hveve oo Wi \/: se of’be bvscar las pm/’na’g!—

nes (ima's enes) & lps pontos  en (2 frontera.
% lordenates cilndricas : "woeves variables - (1, g, 2)

X=r ws 8
Ysrieme Jer
2z2
COora’(nao{:s esféricas: 'gfsuné’s caso!
X P38 sen g X Peos 6 cos ¢
4= Psen 0 sen @ Y= fsen 0 @s ¢
2:L os Psen P
J%nmﬁ’ Gas0: Q;‘BEZE
es el mds vsade s
¢

1
¢ 0 dnavle ecyatorial Do beamr
P dngulo gzrmutel D o< per

-P"m )

21
&

I-I-éf'gm’ de lnea: }T"‘j:’:i

Lnbegral doble: j, 9%
,DW:: oy

.In tt’s ral ﬁn‘pr s = ]:!f fx,9,2) dz dsole
) {ff dxdy oz

v



anqr la 0’:‘554;1::‘4 ﬂlamﬂ/io ;laij el funfo
Comin ok las esferas de radio vy R, respecivamen te,
falfj ?ve:

7. ﬂfdh’, y,2) dx gz 0’!7, g 2) e qTr e
[l ox ds 7+
"4

Esfera externa: A9 (2-R) R
Eifera interma: ¥ g' s (2-y)p*

”fdn’giz-' blimer d 1. feaion e Mfegranah
4 Vel ext - Vess. int.

= mR- o’

- $r(R>p’)

.”.{J!&fa‘ltic 0'19.’30,2-' .‘J.[Jf* 3'”‘6’1 0’3 Jz

n X P 056 5P g
o lomamos ol ambio a ord. o5 fericas: 5 psem® send ; Jepisen g 0805
& Peos P
e Nopvs dominio: V' {(ﬁg} 0): 002 ; 0¢ BT s arapsfefe z?cosp}
b Fron tergs: Psffres
v Esfera (nt. i (g2 2200 o f’z' 2P osg-0> P=2rcos f
v bsfera ext, : 2 g2t 2R2:02 p" 2RP 038705 P2 2R o3 4

A oRcosd
*f]f\/f*a‘ﬂ‘dfa’sde-“” I PpPisend dp do da
[ 0.0 m‘zfmﬂ Reosg
[ seus 471]_do o
5 om% 31,! s
: ‘;"J [ sen [9R 05’ - 3,050 ) 0

m
: %I Isenﬁcos’ﬂ[?‘-r’]o’ﬁ Jo

T
] %[t’-’i’] I[W5qd|:{?d9
rrts—t (4
3> Jo
T
- %[l’,’ﬂ!] alo

2 HTIT [’}'R"].
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iy En cornire el centroide del como  homogeneo, con véréice en
(0,0,3) y base Xzxtg co0 Densidad z cte

A9 | s Verbice: (0,0"5) ¢+ Base: X“2xtux o D (x-1)t g*=f
: _

CEC:O

L

vz {,ffx fl34,2)dxdg 02

men

y V.M ’”] flxy,2)dx dg J
sl[[dxdsde

¥ Debemos delerminar lo ec. del como :

Pebase Peix-"+4* 1
"7?419, Yo, 2,) > (yo"f}z"' 3:: /
X:-zrug,‘:o
o loord. Polares: Xo:r wse ; 4,275en Sr 27560
Y2050
Yo 2 Co5 0
!, i YUp=2 56n0 os@
20= 0

o anexa én'z:‘?w cro'L/é recta que f‘m‘“ IODI' V'P} w qu'mgéra
f Y c};rPCcm'n Vi ’P'V = [2 fos‘é', 25%ng @s6, -3
VP V+EVP
0 2co5t 6
:(0)+E 2z 59#9(056)
3 -3 !
26 05?6 _ |X=rtwste APy
- | 2EsPno 058 10% bl . yP: ,5:2{,- send w038 0¢¢ts
-3t b
2=3-3¢
* Representacion lortesianas elimmamos los parametros o
X+ 4t 2 4t 05" ¢ 4 UsenBcos™O 273-3¢ > {3 [3-2)
= U o500’ 0 1 sen™0)
= 4’050
24 (2t w30/
78 %
‘xt;(s‘ :11(3‘3) [

==
:z:s-%(ﬂ i-‘)JE




v V: {{y,g)z};(g{»/}'fg-z-‘ﬁof?f 3= {'(X‘sit}}
> mi-',LH éxdxdg 7z
E 6&” 0%y de

sl v | deds

’I)frs o
% Tomamos ol cambio a  coord. cilindricas :
T i ¢
e 20030 3~

> m%éjf f”o""-_-‘f"z dr 7

-’71, 0 0 Pl wobiero &
e teos @
‘-65 J.f'fose['i‘%ﬁ“;'é]o’r Jo
M g
A
38| [[Tae-401dr o
Wy, ®
/2 1058
3 S.Jm’; [-% Pzd}g '-Sl’_f*] L 0’6

58] [2ws'a-205'9] do
=il

e
~2.§] ws"plu-11de
L/

28] ws'o de

-




W«f -Uf;uﬁ' Ixdsde .\ silido en el primer  octante , limitado por

los Pdmbo!owf’-‘ 2 7”'{, Tz2xi2yT los cilindhos: xyf; %<4 y los

planos: q=x, 45 il & LI e 4
v ednbio 2 Vahab‘:"’sLﬁ“’ L:'i 5
w: 2:/E
e CEae L ] > ¥-£11 &)
W= —;% 2: o (e i)

v lff“r.rew“ dominio: V.: {(U,V, WEE LU ;18024 (s 5}
mxgw’fafgde fff/—‘,/ﬁ uolwtd) F(11 5 du do du
=2 .muu- bum) 148)du dr o
43 Iuw (145) o)y dor s
V’
: %f{fuv-’u(“{f“d")ﬂ’w’rdu
°3 Hﬂuu wtaue w ¢ {M’ ]c’u dvo’!.)

I I “Ww*?wwfww]o’w pfcr‘/u

“ Huvs'sawvhlul-1 wr s
=%“ [ u:ﬁnﬂﬂw'*ﬁ Wﬂ] I u

t 4
-4 L[wvﬁ;’f.lﬂuy'*sffguv’]l’ A




Debes I 0#/01/2025°

L L1 u

i w 3. Demuestre que: | [ | £(¢)dtdudv =+ (x—1)" £ (1)de
| ana i

|

v\J.-“E,uru}:ofvs‘x} ok :();gff-‘u?i'-f”oyacr,a’w sabre ol /:/amo ke

V?epresfaf(ma.s el dﬂrg:’m’o proyectado  sobre e /)fa&ra wt

':S th
[P

3
VE “t’u{(,}: 0 ééﬁl” 0L 0sx ésu“j}

/
x\\._/ v {Prorpcuhén sobre Flﬂn‘?o 74

\f—'{({,u:p»]:o& tey 30 €02 K; 65(453}

%of:fzf YR =¢j [f-fiffj(”a/u e ot
| ST e

=°f:f}(f)(j— )y e
=o]3f(¢)(3-£)ofl: Jt

ST (g €)x e

¥ €l gy i 10 no 50{1', o5 o_{"(f,; es b mal ffﬁxofc"a/é’.




Z:lxtg A4 4*24=0. Calcolar ol volpwen Hef
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35, Una arandela de una cierta aleacién tiene radio interno 1 c¢m, radio externo 2 cm y no es
homogénea, de modo que su densidad varia con la distancia al centro. Si la densidad superficial
es de 0,58 g/cm? sobre su borde interno y de 0,77 g/em? sobre el externo y suponemos que ella
varia linealmente, ;cudl es la masa de la arandela?
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12. Usando el teorema de Stokes, evalie la integral de linea: I( ydx+ zdy + A‘d;’,)
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. x v 2 2 2 2
Donde C es la curva de interseccion de laesfera x + y +z =@ yelplano x+ y+z=0.
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L4 17. Sea § la frontera del elipsoide % + ¥+ = =%
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: Caleule, directamente y usando el teorema de la divergencia, la integral de superficie
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